BCPST 24 2025/2026

’ Correction de la feuille_Ex0_9 : Variables aléatoires discrétes. Min. Max. Somme ‘

Ex 1: 1) a. Une urne contient n boules rouges et n’ boules vertes.
On dénombre 'ensemble €2 de toutes les n-combinaisons de cette urne.
Pour k € [0,n], Ay : ensemble des n-combinaisons avec exactement k boules rouges.

ona:  card(Ay) = @ w ot card(Q) = (n —;n’)

choix des k rouges choix des n — k vertes

et Ag, A1, ..., A, forment une partition de 2 donc

S () ()

(Formule de Vandermonde)
1l existe d’autres démonstrations de cette relation :
e En identifiant les coefficients des deux polynémes : (1 + X)"(1 4+ X)”/ et (1+ X)""‘"/

e Par récurrence sur n.

b. X(Q) =[0,n], Y(Q) =[0,n"] et X, Y sont indépendantes donc
I'ensemble des valeurs de X + Y est : (X +Y)(Q) = [0,n +n'], et
pour k € [0,n +n'] :

P(X+Y=k]) = ZP([X =iN[X+Y =k]) (Proba. totales avec le systeme ([X = 4])o<i<n)
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En conclusion on a bien

| X+Y = Z(n+n',p) |

2) On pourrait démontrer par récurrence que :

Si X4, ..., X, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que X — £ (nk, pk) alors

n n n
ZX;y—h@(n,p) avec n:an et p:Zpk.
k=1 k=1

k=1

3) ’La somme de n variables de Bernoulli mutuellement indépendantes et de parametre p suit la loi Z(n, p)‘

Ex 2:
Ex 3 :



Ex4: Onnoteg=1-—p.
1) on sait que: X(2)=N* et Y(Q)=N*" donc Z;(Q) C N* et

pour ke N*, P(Z;<k) = Plmax(X,Y)<k)
- P((X k)N (Y < k))
= P((X <k) )P( (Y <k) ) car X et Y indépendantes.
= (1-4")(1-d"
On remarque que ce résultat est encore vrai pour £k = 0 donc  Vk € N, P(Zy<k)= (1 — qk)2

De plus pour tout k& € N*,

P(Zy=k)=P(Z, <k)— P(Z; <k—1) donc

’ Z1(Q)

=N et VkeN ., P(Z=k=(1- qk)2 —(1- qk—1)2‘

2) on sait que : X() =N* et Y(2) =N* donc Z2(Q2) C N*

Pour k e N*,  P(Zy>k) = Pmin(X,Y) > k)
- P((X >k Ny > k))
= P((X > k))P((Y > k)) car X et Y indépendantes.
— ¢ xgt
On remarque que ce résultat est encore vrai pour k =0 donc Vk € N, P(Zy > k) = *
Et alors pour k € N*, P(Zy=k) = P(Za>k—-1)—P(Zy>k)
— (P = ()

En conclusion :

3) On sait que : X ()

’Zy%%(lfq?)‘

=N" et Y(Q)=N" donc Z3(Q) C [2;+o0],

et en appliquant la formule des probabilités totales avec le systéeme complet : ([X = k])ken,

+oo
(X=KN[X+Y =n))

“+o0
Z P(IX =k) x P([Y =n —k]) car X et Y sont indépendantes
k=1

(n_1> 2 n 2

| Z5(Q

) = [2; +00] et pour tout n € [2;+oo, P([Z3 =n]) = (n—1)p*¢" > ‘

4) On remarque que Zy + Zs

=X+Y = Zs.

e La linéarité de E(.) donne F(Z3) = E(X)+ E(Y) et comme ce sont deux géométriques donc |E(Z3)




Ex 5 :
Ex 6 :
Ex7:

e On avuque Zy =+ ¥ (1 — q2) donc
e Et enfin 71 = Z3 — Z5 donne

(non corrigé)
(non corrigé)

(non corrigé)

E(ZQ):l_qQ
E(Zy) = E(Zs) - E(Z,)
_2_ 1
op 1-¢
_2_ 1
P 2p—p?
3—2p
E(Z) =
(1) p(2 —p)




Ex 8 : (Uniquement les résultats)

1)
z T2 ]3] 4]5]6
1 3 5 7 9 11
PZi=2) | — | = | 2|2 | 2| =
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
2)
2 T 12 ]3] 4]5]6
11 9 7 5 3 1
PZy=2) | — | = | = | 2| 2| =
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
3)
z 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
1 2 3 4 5 6 5 4 2
PZs=2) | — | = | || 2|22 |22 |2~
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

4) (non corrigé)
Ex9: 1) onsait que: X(Q)=[1;n] et Y(Q) =[1;n] donc Z;(Q) C[1;n] et
pour k € [1;n],

P(Zy <k) = Pmax(X,Y)<k)
- P((X <K)NY < k))
= P((X < k:))P Y < k:)) car X et Y indépendantes.
kE k
= — X —
n o n
k2
On remarque que ce résultat est encore vrai pour k =0 donc  Vk € [0;n], P(Z,<k)=—
n

De plus pour tout k € [1;n], (Z1<k)=(Z1<k—-1)U(Z1=k) (réunions disjointes) donc
P(Zy=k)=P(Z1 <k)—P(Z1 <k-1)
or k*—(k—1)*>=2k—1 donc

2k —1
Z1(Q2) = [1,n] et pour tout k € [1,n], P(Z1=k)=—5—
n
2) on sait que : X(Q) =[1;n] et Y(Q) =[1;n] donc Z2(2) C [1;n]
Pour & € [1;n],
P(Zy>k) = P(min(X,Y)> k)
= P((X >N > k))
= P( X > k) ) ( Y > k:)) car X et Y indépendantes.
- n—=k
= X
n n

On remarque que ce résultat est encore vrai pour k = 0 donc

(n— k)

VEeN,  P(Zy>k)=

n
De plus pour tout k € N*,  (Zy >k—1)=(Zy>k)U(Z2=k) (réunions disjointes) donc
(n—k+1)2 B (n — k)2

P(Zy=k) = 3 "
(n—k)?+2n—k)+1—(n—k)?
En conclusion :
2n —2k+1
Z5(Q2) = [1,n] et pour tout k € [1,n], P(Z2=k)= %
n




3) On sait que : X(Q) =[1;n] et Y(Q) =[1;n] donc Z3(92) C [2;2n],

et en appliquant la formule des probabilités totales avec le systéme complet : ([X = i])1<ign,
on obtient pour k € [2;2n]

P([Zs=k]) = Z;P([X:i}ﬂ[X+Y:k:])
= iP([X:i]ﬁ[Y:k—i])
= iP([Xz‘})xP([Yki]) car X et Y sont indépendantes
Sy bl

‘ n
=1

1 n
= *E L ngick—1
n2 X
i=1

pour tout k € [2,n+ 1], P(Z3=k)=
Z3(Q) = [2,2n] et "
pour tout k € [n+2,2n], P(Z3=k)= ———5—

Une deuxiéme présentation de ce calcul.

L’ensemble des valeurs prises par X +Y est : (X +Y)(Q2) = [2,2n].
Soit k € [2,2n], n
P(X+Y =k) = Y P(X=i)xPY =k—i)

= % card ([1,n] N [k —n, k —1])

Avec des petits dessins :
- pour k entre 2 et n

intersection
[k —n,k—1]
[1,n]
" ' ? entiers
card ([I,n] N[k —n,k —1]) = card ([1,k —1]) =k —1
- pour k entre n + 1 et 2n.
intersection
[k —n,k—1]
[1,n]
' ' > entiers

card ([I,n] N[k —n,k —1]) = card ([k — n,n]) =2n —k + 1

En conclusion :

k-1 2n —k+1
VE € [2,n], P(X+Y =k)=—; et Vk € [n+1,2n], p(X+y:k):%
n n




Une troisieme présentation de ce calcul.
Plus pratique, mais correcte si bien présentée

On donne les valeurs prises par X + Y pour chaque résultat de [1, n]]2 :

X\Y | 1 2 3 n-1 n
1 2 3 4 n n+1
2 3 4 5 n+1 n+2
3 4 5 6 n+2 n+3
n—1 n n+l n+2 --- 2n—2 2n—1
n n+l n+2 n+3 -+ 2n—1 2n
PX4Y = k) = nombre de CQases avec k

n

On compte les cases en diagonale.

1 2
DoncP(X+Y:2):ﬁ,P(X+Y:3):ﬁ,...,P(X+Y:n+1):%
n—1 1
P W PX+Y =2m) = —

etP(X+Y=n+1):%,P(X+Y=n+2)= =

Ce qu’on peut résumer en :

k—1 2n—k+1
Vk € [2,n], P(X+Y =k)=— et Vk € [n+ 1,2n], PX+Y =k)= ———
n n
La représentation de cette loi vous aidera peut étre a la retenir :
Loi en bétons (batons fins) de X+Y pour n = 20
0.05 -
0.04
< 0.03 1
[l
>
X
= 0.02 4
N {HH| |HH‘
o] 1] IE
f; lll] 1‘5 2‘0 25 3‘0 3‘3 4‘0
k
4) Zs = X +Y admet une espérance et E(Z3) = E(X) + E(Y)
On connait I'espérance d’une loi uniforme donc
) . 2k —1
On a montré a la question 1) que Z;(Q2) = [1,n] et pour tout k € [1,n], P(Z; =k)= ——— donc
n



Ex 10 :
Ex 11 :

E(Zy)

Il
e

n2

k=1
= ;<2ik2—ik>

k=1 k=1

1 (nn+1)2n+1) n(n+1)
(s e

n+1l/4n+2-3
)
B(Z) = (n+ 1)6(:n —-1)

On remarque Zs = Z; + Z3 ce qui entraine (linéarité) que E(Z2) = E(Z3) — E(Z4)

(n+1)(4n —1) -
6n N

(n+1)(2n+1)
6n

orn+1—

(non corrigé)

(Uniquement les résultats pour 1) et 2)  On suppose n < n'.

1)
2k —1
pour tout k € [1,n], P(Z;=k)= ;
Z1(Q) = [Lin+n'] et ”‘”n
pour tout k € [n+1,n'], P(Z1=k)=—
n.n
2)
+n/ —2k+1
Z5(2) =[1,n] et pour tout k € [1,n], P(Z2=k)= nTn .
n.n

3) Fait en classe

On donne les valeurs prises par X + Y pour chaque résultat de [1,n] x [1,n/] :

X\Y | 1

2 3 n—1 n e e n

1 2 3 4 n n+l n+2 n'+1

2 3 4 5 n+1 n+2

3 4 5 6 n+2 n+3
n—1 n n+l n+2 2n—2 2n—1 n+n'—1

n n+l n+2 n+3 2n—1 2n n+n’

bre d k

PX+Y =k = 1OTbre de cases avee On compte les cases en diagonale.

n.n'

Ce qu’on peut résumer en :



Ex 12:
Ex 13 :
Ex 14 :
Ex 15 :

pour tout k € [2, n+ 1],

Z3(Q) = [2,n+n'] et

pour tout k € [n+2,n" +1],

pour tout k € [n' +2,n +n'],

Pz =k = S
n
P(Z3:k): o
n+n +1—k
P(Z3:k): '

La représentation de cette loi vous aidera j’espere a la retenir :

Loi en batons de X+Y pour n = 10, n' = 20

0.05

0.04

0.03

P(X+Y =k)

0.02

0.01

0.00 -

10 15

4) (non corrigé)

(non corrigé)
(non corrigé)
(non corrigé)

(non corrigé)

20 25
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