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Feuille Cours 6 : applications linéaires.

Ex 1 : 1) Montrer que les applications suivantes sont linéaires :

f : C2 −→ C3

(x, y) 7−→ (2x+ y, x, 2y)
Φ : C0([0, 1]) −→ R

f 7−→
∫ 1

0

f(t)dt

φ : R[X] −→ R[X]
P 7−→ XP ′

2) Montrer que les applications suivantes ne sont pas linéaires :

f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x+ 1, y − 1)
g : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (xy, x+ y)
Φ : GLn(R) −→ GLn(R)

M 7−→ M−1

Ex 2 : Déterminer une base du noyau des applications linéaires suivantes :

f : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (x+ y,−x− y, 2x+ 2y)
φ : R2[X] −→ R2[X]

P (X) 7−→ P (X)− 1

2
XP ′(X)

Ex 3 : Les applications linéaires suivantes sont-elles injectives ?

f : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (x+ 2y, y, 2x+ 2y)
φ : R2[X] −→ R2[X]

P (X) 7−→ XP ′(X)

g : R[X] −→ R[X]
P (X) 7−→ XP (X)

Φ : C0([0, 1]) −→ R

f 7−→
∫ 1

0

f(t)dt

Ex 4 : Déterminer une base de l’image des applications linéaires suivantes :

f : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (x+ y,−x− y, 2x+ 2y)
φ : R2[X] −→ R2[X]

P (X) 7−→ P (X)− 1

2
XP ′(X)

Ex 5 : Les applications linéaires suivantes sont-elles surjectives ?

f : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (x+ 2y, y, 2x+ 2y)
φ : R2[X] −→ R2[X]

P (X) 7−→ P ′(X)

g : R[X] −→ R[X]
P 7−→ P ′

Φ : C0([0, 1]) −→ R

f 7−→
∫ 1

0

f(t)dt

Ex 6 : Montrer que les applications suivantes sont linéaires :

1) f : M3,1(R) → M3,1(R) définie par

f(X) =

 1 −1 2
0 3 1
−2 1 0

X

2) Φ : C0([0, 1]) → R définie par

Φ(f) =

∫ 1

0

t2f(t) dt.

3) ψ : R[X] → R[X] définie par
ψ(P ) = X2P ′(X)− P ′′(X).



Ex 7 : Soit A ∈ Mn(R) et B ∈ Mn(R).

1) Montrer que l’application

T : Mn,1(R) → Mn,1(R), T (X) = AX +BX

est linéaire.

2) Soit u : Mn,1(R) → Mn,1(R) une application définie par

u(X) = AX + C,

où C ∈ Mn,1(R). Montrer que u est linéaire si et seulement si C = 0.

Ex 8 : Soit A ∈ Mn(R).
On considère l’application :

T : Mn,1(R) → Mn,1(R), T (X) = AX,

montrer que T est linéaire, puis exhiber une base de ker(T ) dans le cas

A =


1 1 0 · · · 0
0 1 1 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · 0 1 1
0 · · · 0 0 1


n×n

.

Ex 9 : Soit D : R[X] → R[X] la dérivation
D(P ) = P ′.

Déterminer ker(D).

Ex 10 : Plus généralement, pour un entier k ≥ 1, déterminer le noyau de

Tk : R[X] → R[X], Tk(P ) = P (k).

Ex 11 : Soit T : C0([0, 1]) → C0([0, 1]),

(Tf)(x) =

∫ x

0

f(t) dt.

1) Montrer que T est linéaire.

2) Déterminer ker(T ).

3) Déterminer si T est injectif et si T est surjectif.

Ex 12 : Soit L : C1([0, 1]) → C0([0, 1]),
L(f) = f ′ − f.

1) Montrer que L est linéaire.

2) Déterminer ker(L).

3) Montrer que L est surjectif.


