BCPST 24 Nom :
Prénom : |

reckoo.......

’ Feuille Blitz_5 : Applications linéaires. ‘

10 minutes

C’est un exercice de rapidité, vous avez le droit a un brouillon, les réponses doivent étre courtes et rigoureuses.

Répondre aux questions ci-dessous sur le modéle suivant :
f désigne 'endomorphisme de R* définie par f((z,y,2)) = (x —y,z +y + 2,2z + 2).
On remarque que f((1,0,—2)) = (0,0,0)
Question : f est-elle injective ? Oui [J Non H
Justification : car ker(f) # {(0,0,0)}

Théoréme : Une application linéaire de F dans F' est injective si, et seulement si, ker(f) = {Og}

Dans les questions de 1) 4 3) on n’utilisera pas le théoréme du rang.
1. f désigne 'endomorphisme de R® définie par : f((z,y,2)) = (x +y, 2+ 2,y — 2)
On note £ la famille ((1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)) et f(#) la famille (f((1,0,0)), £((1,1,0)), f((1,1,1)))
on remarque que f(%) = ((1,1,0),(2,1,1),(2,2,0))
Question 1 : & est-elle libre? Oui K Non [

Question 2 : () est-elle une base de R*? Oui O Non ®
Justification : car (2,2, o) - 4x (AA, o)

Question 3 : f est-il un isomorphisme de R*? Oui O Non X

Théoréme : ,%u\, i peikine (2 Qtmong oVume Yare =} ol vose ara

2. f désigne 'endomorphisme de R3[X] définie par : f(1) = X2 +2 f(X)=2 f(X)=X+2 [f(X})=X3
On note .Z la famille (f(1), f(X), f(X?), f(X?))
Question 1 : % est-elle libre? Oui W Non [
Justification : car _(a.. QY , 30 ,§0<7, L) hooV de a\m(«i la 24 -
Théoreme : _ Une %,:......Q& de ‘mﬂ.( Wbnes e AL & & slatiecs @l Qe |

Question 2 : .7 est-elle une base de R3[X]? Oui & Non O

Justification : car _F o Qbee , 5o vue Qite bt mackeuss, oV M(ﬂ,[’d)-——' Ly
osse Roeacl) Rulowe & w veclewn, ab wee e,

Théoréme : Dawy e pce vectored de U ivu w |
Question 3 : f est-il un isomorphisme de R3[X]? Oui X Non 0O
Justification : car ﬂ,'w.,.euv, de On Vove comouique el use Voana de ﬁ(,[vl

Théoréme : 4 ok \;i}utw => %6) i\ we Lare o

3. f désigne 'application linéaire de Ro[X] dans R* définie par : f(P) = (P(0), P(0) — 2P"(0), P"(0))
On remarque que : ker(f) = Vect < X >
Question 1 : f est-elle injective? Oui [ Non X
Justification : car \/(u@) # {OQ,,C"I

Théoréme : % M(M&cham. Al resLernalras, \K’*QS:S‘OE\

Question 2 : f est-elle surjective ? Oui [ Non X
Justification : car s @-,_D%) = o‘&-«@“) oA ’g nou ':"‘\‘C(":‘-’-'-'
Théoreme : . Ao €)= dswn(F) 4'Q9“ %L'u.x.nﬁcu = &h\ukl.l.c‘:b-d-.



Dans la suite vous pouvez utiliser le théoréeme du rang.

Commencez par me donner le théoréme du rang :

4. f désigne Papplication linéaire de R? dans R* définie par : f((:c, Y, z)) = (:c +y,y+z,z+z,x+y+ z)
On remarque que : Pour (z,y,2) € R, f((x,y,2)) = (0,0,0,0) <= (z,y,2) = (0,0,0)
Question 1 : f est-elle injective ? Oui & Non O

Justification : car (/{Qr), (X) = 8(0‘ °, D)Z
Théoréme : «% .:”},,c.twe » /.,\f noulepmak al, l{u(&): goﬁjf

Question 2 : dim(Im(f))=3? Oui X Non O

Justification : car _ g € @) ) = Sanf®>) — lo @*&D =3
Théoreme :  iotame Bn nowy .
5. f désigne I'application linéaire de R3[X| dans R? définie par : f(P) = (P(0), P(1))
On remarque que : f(X) = (0,1) et f(1— X) = (1,0)
Question 1 : f est-elle surjective ? Oui ®  Non [
Justification : car __ Arecy ®,4),@, 9)) € Twf) c " Soeee Tl R
Théoreme : % Purpeckive ams TeQ) = w2

Question 2 : dim(ker(f)) =27 Oui O Non 0O

Justification : car . O\iua @4@)) - OL;Q(W.,E)c))— el @u@) ):. 4 -z =2z
Théoréme : Qr W Sae )\M

Question 3 : (X(X —1), X*(X — 1)) est une famille libre de ker(f) ?
Oui ¥ Non O
Justification : car 0\% ( X(X - (\) £ °"°‘&C %ch_ l) )
Théoreme : . {x.e gau‘“@ o raQleg;u.m.. ) d(p_%u’ &‘J&M Qjaty&
Question 4 :  (X(X —1), X*(X — 1)) est une base de ker(f) ?

7 Oui § Non OJ
8 D Dohe ole 9 peclowe, de '@Q) r\Y MCM&D‘L

Théoréme : Ew dirseurio. W Gice 96“""'& Cuboe Lo 0 vacleuwrs, o\ use Mase

6. Soit (e, ..., e,) une base d’'un espace vectoriel FE et p un entier vérifiant 1 < p < n.

Montrer que : Vect(eq, ..., e,) N Vect(epy, ..., e,) = {0g}
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