BCPST 24 2025,/2026
’ Correction de la feuille Exo 11 : Applications linéaires.

Ex 1: 1) La matrice de la famille (u1, us, us,us) dans la base canonique de R? est :

1 2 3 1
M=[-1 0 -1 1
2 1 3 0
2)
rg(ui, ug, us3, ug) = 1g(M)

1 2 3 1

— rgl-1 0 -1 1
2 1 3 0
1 2 3 1

— lo 2 2 2
0 -3 -3 -2
1 2 3 1

— g0 2 2 2
0 0 0 1

| rg(uy, ug, uz,us) =3 |

3) La famille (u1,us,us,us) n'est pas libre car elle est formée de 4 vecteurs de R®.
En effet : En dimension n une famille libre a au plus n vecteurs.

donc

’ La famille (u1, ug, us, ug) n’est pas une base de R? ‘

Remarque : La famille (u1,us, us, uy) est une famille génératrice de R®. (Savez-vous le justifier ?)

Ex 2:
Ex 3 : 1) En notant %, on doit construire la matrice de f(%) dans la base £ :

1 1 -1
A=12 0 -1
1 3 0
2)
1 1 -1
rg(4) = g2 0 -1
1 3 0
1 1 -1
- |0 -2 1
0 2 1
11 -1
= g0 -2 1
0 0 2
rg(A) =3

3) rg(f) = rg(A), or f est un endomorphisme de R* donc f est bijective et ainsi :

ker(f) = {(0,0,0)} et Im(f) = R?]

Ex 4 : (non corrigée)

Ex 5: (non corrigée)



Ex 6 : (non corrigée)

Ex 7 : (En classe on a étudié cet endomorphisme sans répondre dans l’ordre aux questions.)

1) e Quand on prend un polynéme P dans R, [X], T(P) = P” est bien élément de R, [X].
e P+—— P” est linéaire (cours sur les polynomes).
donc

| T est bien un endomorphisme de R, [X] |

2) Pour tout k, T(X*) = k(k — 1) X+

0020 O 0

0o 006 0 - 0

0o o0 0 12 --- 0
Matg(T) =

0 0 0 0 0 nn-1)

0 0 0O 0 0

0 0 0O 0 0

(n+1)x(n+1)

Pour ceux qui maitrisent les indicatrices :

Mata(T) = (= 1)(j = 2) Li=is2)

1<4,j<n+1

(Les indicatrices sont aussi trés pratiques sur l’étude des matrices, mais on peut faire sans)

3) (Je ne voulais pas faire cette question, car la notion est hors programme)

On rappelle qu’une matrice carrée M est nilpotente lorsqu’il existe un entier p tel que MP = 0,,.

Pour tout P € R,[X], T"(P) = P(®") = Orpx), donc T™ est I'endomorphisme nul de R,,[X].
On en déduit que Matg(T") =0, et ainsi que : Matg(T)” =0,

’La matrice de T' dans la base canconique est nilpotente

4) (je n’ai pas fait comme ¢a au tableau)

n
Soit P = Z akX"* unn polynome quelconque,
k=0

P € ker(T) P"=0
> ark(k—1)X*? =0
k=2

Vk =2, ap =0
P(X):a0+a1X

1e v

[ ker(T) = Vect < 1, X > |

Remarque : (1, X) est libre donc c¢’est une base de ker(T).
5) Le théoréme du rang appliqué & T' donne rg(7T) = dim(R,,[X]) — dim(ker(T))

r1g(T)=n-1

6) Le noyau de T n’est pas réduit au vecteur nul donc

L’application T n’est pas un isomorphisme

Ex 8 :  (non corrigé)



Ex 9:

Ex 10 :

On note #s , #s les matrices canoniques respectives de R® et de R?

1) La matrice de f dans les bases canoniques est Mat g, 4, (f) = <(1) 1 (1)>

et la matrice de g dans la base canonique est Matg, (g) = <; _11>

2) rg(f) =rg ((1) } (1)) =2 (Les deux lignes ne sont pas proportionnelles)

rg(g) =rg <; _11> = 2 (Le déterminant est non nul)

1 -1 1 1 0
3) Matis, (0 ) = Matan(0) x Mot () = (3 3) (g 1 )

1 0 -1
Matr%37%2 (h) = (2 3 1 >

4) rg(h) =g (; g 11> = 2 (Les deuz lignes ne sont pas proportionnelles)

5) Les trois applications sont de rang 2 donc on a bien [rg(h) < min(rg(f), rg(g))]

6) (rapidement)
e Im(go f) C Im(g) donc dim(Im(g o f)) < dim(Im(g))

[rg(go f) <rglg) |
o ker(f) C ker(g o f) donc dim(ker(f)) < dim(ker(g o f))
il vient dim(E) — dim(ker(g o f)) < dim(FE) — dim(ker(f))
et en utilisant le théoréme du rang on obtient bien :

[ rg(go f) <rg(f) |

Remarques
Im(go f) CIm(g) car siz=g(f(x)) alors z = g(y) en posant y = f(x)

ker(f) C ker(go f) car si f(x) =0p alors g(f(x)) = 0g

On note B = (e, €2, €3)

1) La matrice de f dans la base Z est

10 1
Matgz(f) =11 1 O
01 -1
2)
1 0 1
rg(f) = rg|l 1 0
01 -1
1 0 1
= rg|0 1 -1
0 1 -1
1 0 1
= rg|0 1 -1
0 0 O

rg(f) =2



3) (Rédaction type : Concentrez-vous sur le raisonnement, en pratique on n'en fera pas autant!!)

X
Soit u € E, on note Coordg(u) = [ y
z
u€ker(f) << f(u)=0g
< Matg(f)Coordg(u) = 03x1
1 0 1 T 0
= 1 1 0 y]l =10
01 -1 z 0
1 0 1 T 0
= 01 -1 y]l =160
0 0 O z 0
z —1
= yleVect< | 1 | >
z 1
<— wu€ Vect < —e; +ey+e3>

[(—e1 + e + e3) est une base de ker(f) |

1 0 1
Vect < Coordg(ey), Coordg(ez), Coordg(es) > = Vect< [1]|,[1],[ 0 | >
0 1 -1
1 0
= Vect< |1],|1]| > car O3 = C1 — Oy
0 1
—_———

libre

donc  Im(f) = Vect < e1,e9,e3 >= Vect < e; +ea, €2 +e3 >
—_————

libre

[ (e1 + €2, e2 + e3) est une base de Im(f) |

Ex 11 : (non corrigé)

Ex 12 : (non corrigé)

Ex 13: 1) ’ la matrice de f dans la base canonique de .#, 1(R) est la matrice J ‘

2) Toutes les colonnes de J sont égales & la premiére qui est non nulle donc rg(J) =1
donc rg(f) =1

1 n
3) Enprenant U =| : | ona:JU = :
1 n
1
U= on a bien une matrice de ., 1(R) telle que : f(U) =nU
1

4) Le théoréme du rang appliqué & f donne : dim(ker(f)) = dim(4,1(R)) — rg(f)

ainsi avec le résultat de la premiére question | dim(ker(f)) =n —1]

En prenant :

\
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o
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\
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|
—



On a une famille de n — 1 vecteurs de ker(f),
n—1

de plus Z a;C; =0 = Vi € [1;n —1], a; =0, elle est donc libre.
i=1

et comme on sait que dim(ker(f)) = n — 1, c’est une base de ker(f).

’ La famille (Cy, Cs, ..., C,,—1) définie ci-dessus est une base de ker(f)‘

5) En prenant # = (C1,Cs,...,Cr_1,U),
Comme (Cq,Ca, ...,Cp—1) est libre et que U & Vect(C1,Co,...,Cp—1) ( f(U)=nU #0)
donc A est une famille libre.

2 est une famille libre de n vecteurs de .4, 1(R) qui est un espace vectoriel de dimension n.
donc ’ PB = (C1,C4,...,Cph_1,U) est une base de 4, 1(R) ‘

0
On sait d’une part que pour tout i, C; € ker(f) donc Coordz(f(C;)) = | :
0
0
et d’autre part comme f(U) =nU ona Coordg(f(U)) = ,
0
n
On en déduit que :
00 - 00
00 --- 00
En prenant la base = (C1,Cy,...,Cp—1,U) on a : Matz(f) = .
00 --- 00
00 -~ 0 n

6) (On ne l’a pas fait en classe, je le fais avec le cours sur le changement de base).
On note ¥ la base canonique de .4, 1(R),
On notant P la matrice de passage de ¢ a la base % on a Matg(f) = P~ Mat(f)P,
P est inversible car c’est une matrice de passage et A = P~ 'JP

1 1 . ... 1 1
1 0 - - 0 1
o -1 . .. 0 1
En posant P = . . . . . on a une matrice inversible et J = PAP~!
0 o --- . 0 1
0 0 - - -1 1

Remarque : On a pu faire cet exercice sans avoir fait le début du cours sur diagonalisation.



