BCPST 24 2025/2026

’ Correction de la feuille Cours_6_4 : Matrices vues comme une application linéaire. ‘

x
Ex1: eSoit X=[y| €.#.1(R),
z

XekerM; < MX =03,

£29()-0

<= ... (Nous savons que la dimension du noyau est 1)
T 6
= yl €Vect< | 3 | >
z -2
libre
6
3 est une base de ker(M)
-2
[ ]
0 3
Im(M;) = Im (2 6)
3

1 2 0
X eker(My) +«— [2 -1 ("”“) =0
o o)\ 0




1 2
o Im(Ms) = Vect< 21,(-1 >
0

0
—_———
libre
1 2
21, -1 est une base de Im(M>)
0 0
x
eSoit X=|y| € %3,1(}1%),
z
r+y+2=0
X €ker(M3) < 2r—y+82=0
z+3y—32=0
— { rE YT
y =2z
T -3
<~ y|l =21 2
z 1
-3
2 est une base de ker(Ms)
1
1 1
o Im(M;) = Vect< 21,(-1 >
1 3
—_——
libre
1 1
21,(-1 est une base de Im(Ms3)
1 3

Pour M, utilisons plutot un raisonnement :

En observant ’espace engendré par les lignes on peut affirmer que le rang de M, est 3.

0
Le théoreme du rang nous donne : dim(ker(My)) = 1 et on remarque que My 1| =
0
0
_11 est une base de ker(My)
0

Et en faisant des opérations élémentaires sur les colonnes de My il vient :

est une base de Im(My)

)

e =)
_= =0 O

0
0
0
1

O O OO



Ex 2:

eSoit X=1[y]| € Lﬂgﬁl(R),

X eker(Ms;) < x+4+2y+32=0

x -2 -3
S y|l=y| 1 | +2[ 0
z 0 1
-2 -3
11,10 est une base de ker(Ms)
0 1

Le théoréme du rang nous donne que la dimension de Im(M;) est 1 et ainsi :

2 est une base de Im(M3)

X
o Soit X = Z € My1(R),
t
T 1 1
Y —2 —1
X € ker(Ms) — I Bt T I
t 0 1

1 1

-2

uE est une base de ker(Mg)
0 1

Le théoreme du rang nous donne que la dimension de Im(Mjg) est 2; et les deux premieres colonnes de la matrice
forment une famille libre de deux vecteurs de Im(Mg) donc

est une base de Im(Mg)

—= N == O
SO W N =

Juste les réponses.

e dim(ker(M7)) = 1 et dim(Im(My)) = 2
e dim(ker(M;)) = 0 et dim(Im(M>)) = 2
o dim(ker(M3)) = 0 et dim(Im(M3)) = 3
e dim(ker(My)) =1 et dim(Im(My)) =3
o dim(ker(Ms)) =1 et dim(Im(M35)) = 2
e dim(ker(Ms)) = 3 et dim(Im(Msg)) =1



Ex 3 : e M(a) n'est pas de rang 2 <= det(M(a)) =0

or det(M(a)) =0 <= a-a—2-1=0
= a*-2=0

< a:\/i ou a:—\/§

donc

rg(M(a) #2 — a€{-V2,V2}|

Soit X = (;) € M1 (R).

X eker(M(a)) <= M(a)X =09,

— ar+y=0
2z +ay =0

Cas 1:a=+2.

V2x+y=0
— V2
{2x+\/§y20 = y=-—2z

((%)) est une base de ker(M(v/2)).

Cas 2:a=—2.

2z +y=0
=2
{Zx—\/?yzo — y=122z

((k)) est une base de ker(M(—v/3)).

Ex 4 : (non corrigé)
Ex 5 : (non corrigé)
Ex 6 : (non corrigé)

Ex 7 : Réponse que vous pouvez comprendre st vous avez bien suivi la correction au tableau.
Je fais exactement le méme raisonnement, seule la présentation change.

On suppose que n > 2,
1) et 2) En notant C; la j°™° colonne de B, on remarque C; —Cy = (j — 1)U ou U =

on en déduit que Im(B) = Vect < C1,U >,

et comme n > 2, les colonnes C et U sont non proportionnelles et ainsi :

[(C1,U) est une base de Im(B)| et [rg(B) = 2]

3) Le théoreme du rang donne | dim(ker(B)) = n — 2|




Une autre explication pendant les révisions.

2 3 4 R !

3 4 5 e m42

B— 4 5 6 oo o n+3

n+1 n+2 n+3 --- 2n
On remarque que :
1 1 1 1
02—01: 703—01:2 7...762‘—6'1:(!].—1) ,...Cn—C1:(n—1)

1 1 1 1

Or Im(B) = Vect < C1,Cy, ...,Cy, > donc (opérations élémentaires) Im(B) = Vect < Cy,U >

et comme n > 2, les colonnes C] et U sont non proportionnelles et ainsi :

[(C1,U) est une base de Im(B)| et [rg(B) = 2]

Ex 8 : On considére une matrice A € M,,(R) strictement triangulaire supérieure, c’est-a-dire

0 a2 a3 -+ ain

0 0 ag3z - az,n

0 0 0 - agn
A= ) ) . )

0 0 0 - anin

0 0 0 e 0

Autrement dit, pour tout (Z,7) tel que i > j, a; ; = 0.

On note (X1, ..., X,,) la base canonique de ., 1(R)

1) AX; est la premiere colonne de A donc

k—1
2) Pour k € [2;n], AX} est la kietme colonne de A donc AX}, = Z a; xX; et ainsi :
i=1
[ Vk € [2;n], AX) € Vect < X1, ..., X1 > |

3) Pour k € [1;n],
en utilisant les résultats des questions 1) et 2) on obtient successivement :

AX, € Vect < Xq, ..., Xg_1 >,

puis 42X}, € Vect < X, ..., Xp_o >

puis AF~1X; € Vect < X; >

En conclusion on a bien ’ Vk € [1;n], A*X) =0, ‘

4) Vk € [1;n], AR X, = On1 donc Vk€([l;n], A"Xy, =0,1 (En multipliant & gauche par A"~%)

Toutes les colonnes de A™ sont donc nulles et ainsi :



