BCPST 24 2025/2026

’ Correction de la feuille Cours_6_5 : Changement de base. Matrices semblables. ‘

Ex 1 : Dans les cas suivants donner la matrice de passage de % a %’ puis de &' 4 Z :

1) Coords((1,2)) = (21) et Coorda((3,4)) = <41> donc | Py — (21 41)

1/ 4 1
—1
et Pygrg = Pgy donc | Pog g = 3 (_2 _1>

2) (non corrigé)

Ex 2: 1) a) En revenant a la définition :
at+b+ec = 1
On cherche a, b, ¢ tels que (1,2,—1) = a(1,0,0) + b(1,1,0) + ¢(1,1,1) < b+c = 2
c = -1
donc

-1

Coordg((1,2,-1)) =1 3

-1

b) Awvec la formule de changement de base :
1
Coorde((1,2,-1))=| 2 | et Pp e =

S = =
— =

1
0
0
11 1\ ' /1 1 -1 0 1
donc Coordg((1,2,—-1))= [0 1 1 2l=(0o 1 =1]| 2
00 1

2) (non corrigé)
Ex 3 : (non corrigé)

Ex 4 : (non corrigé) Mais je donne la réponse a ceux qui voudraient essayer

Matg, @, (f) = Paya,Mats, 2,(f) Pz 2,

Ex 5: 1) [ La matrice de f dans la base % est N |

2) ' est une base de #,, 1(R) si, et seulement si, Matg(%') est inversible.
or Matg(%') = P qui est inversible donc

| #' est une base de 4, 1(R) |

La formule de changement de base donne : Mat g (f) = P"' NP donc

| Matg (f) = M |

3) (Propriété des matrices d’endomorphismes)

| Matg(f™) = N" et Matg (f") = M" |

4) La formule de changement de base donne : Matg (f") = Pg o Matz(f™)Pgse donc

[VneN, M" = P~IN"P |




5) Montrons par récurrence sur n € N que pour tout n € N,  M" = P"'N"P
notée R(n)
e Pour n =0,
d’une part M° = 1I,, et d’autre part PN°P~!=p-l[,P=P'P=1,

on a bien R(0) vraie

e Soit n € N tel que R(n) est vraie,

Mt = M"x M
= PIN"PxM (d’aprés Uhypothése de récurrence)
= P IN"Px P INP (d’aprés la donnée de l’énoncé)
= P 'N"I,NP
= pINnflp ce qui donne R(n + 1)

En conclusion :

’ pour tout n € N, M" =P IN"P ‘

Ex 6 : 1) Soit (A, B) € .#,(R)?,

|

tr(AB) (AB);i

)

= Z <Z(A)i,k(B)k,i>
= Z <Z(B)k,i(A>i,k>
= > (Z(B)k,i(A)i,k>

Pour toutes matrices A et B de .#,(R), tr(AB) = tr(BA)|

2) On suppose que pour une matrice P inversible A = P~ BP, (on suppose que A et B sont semblables)

tr(A) = tr((P~'B)P)
= tr(PP™'B) d’aprés 1)
= tr([,B)
(

= tr(B)

Deux matrices semblables ont la méme trace. ‘

ExT7:
M est semblable & A, <= 3P € #,(K)(inversible) : M = P~*(\I,,)P
< 3P € M, (K)(inversible) : M = \P~'I,,P
< 3P ¢ M, (K)(inversible) : M = AP~ P
— M=),
Ex 8 : (non corrigé)
Ex 9: 1) Les trois matrices ont une unique colonne non nulle donc

’ Les trois matrices sont de rang 1




2) Raisonnons par ’absurde en supposant que M; = P~1M,P pour P une matrice inversible.
on aurait alors M2 = P~ M2 P, mais M2 = M, (#£0) et My? =0,
done M;? #* P~'M,2P, ce qui est impossible,

donc

’ Les matrices M7 et My ne sont pas semblables. ‘

En classe on a fait autrement :

a1 a2 ais
Raisonnons par ’absurde en supposant que M; = P iMm,P pour P = | a1 ass ass | inversible.

aszy asz as3

a11 Q12 a3 1 0 O 01 0 a11 Q12 a3
on a alors : | as1 agy ao3 0 0 0]=1(0 0 O ao1 Qo9 G923
az1 Q32 ass 0 0 O 0 0 O azp Qg2 ass
a0 0\ fan
ce qui entraine : 0 0 0 0 puis, (a21 ao9 a23) = (0 0 O)

0
a3l 0 0 0 0 0
la matrice P aurait alors une ligne nulle ce qui est impossible car P est inversible.

’ M, et M5 ne sont pas semblables ‘

3) Soit # = (e, e2,e3) une base de R?, on note f Pendomorphisme de R? tel que My = Matg(f).
ona f(e1) =0g, f(e2) =e1 et f(es) =0p
En prenant : &' = (€], €5, ¢e5) = (e1,e3,e2), f(e))=0g, f(ey) =0g et f(e}) =€} donc M3 = Matg (f)

My et M3 représentent le méme endomorphisme dans deux bases donc

’ Les matrices Ms et M3 sont semblables. ‘

Ex10: 1) a)Onnote f: X —PXetg:X— AX,onaalorsgo f:X— APX

sachant qu’on a admis que rg(g o f) < rg(f) il vient ’rg(AP) <rg(4) ‘

b) P est inversible donc A = APP~' = (AP)P~" et en raisonnant comme en a) il vient [ rg(A4) < rg(AP) |
¢) En résumé de a) et b) on obtient rg(A4) = rg(AP),

de plus en remarquant que rg(PA) = rg(AT PT) on montre aussi que rg(A) = rg(PA)

En conclusion :

’Multiplier par une matrice inversible ne change pas le rang d’une matrice.‘

2) a) On suppose que pour une matrice P inversible A = P™'BP, (on suppose que A et B sont semblables)

rg(4) = rg(P~'BP)
= rg(BP) d’apreés 1)
rg(B) d’aprés 1)

’ Deux matrices semblables ont méme rang ‘

Remarque : on peut démontrer ce résultat avec la caractérisation :

1g(A) = Matss(f) = 18(f) = Matas (f) = rg(B)



