BCPST 24 2025/2026

’ Feuille_Exo_16 : Diagonalisation.

Ex 1 : Diagonaliser (si possible) les matrices suivantes :
(On répondra dans un premier temps pour K = R puis pour K = C).

1(3 2 1(0 2
M1_4<2 0) M2_2<2 —3) Ms =

Ex 2 : Diagonaliser (si possible) les matrices suivantes.

1
2
1
3

Wl = N

(On répondra dans un premier temps pour K =R puis pour K = C).

4 -5 2 1 (21 2 1(2 10 0 0 3
My=(1 0 0 M2_§100 M3:§031 My=(0 2 0
0 1 0 01 0 0 0 2 1 0 0
1
Ex 3: 1) Diagonaliser (si possible) 'endomorphisme f de C? définie par : f((z,y)) = 5(21’ + 3y, )
2) Peut-on diagonaliser ’endomorphisme f de C* définie par : f((z,y,2)) = (22 — 5z, —
1
3) Diagonaliser (si possible) f € .Z(C?) dont la matrice dans la base canonique est — (
2
4) Peut-on diagonaliser 'endomorphisme f de C? dont la matrice dans la base canonique est | 1 ?
1
0 0
5) Peut-on trouver P € .#5(R) inversible et A € .#3(R) diagonale telles que : | 0 2 = PAP~
10
6) Soit B = (e1, ea, e3) une base quelconque de C3,
0 2 =2
on note f 'endomorphisme de C® ayant pour matrice dans la base Z: |1 —1 1
1 -1 1

Diagonaliser (si possible) ’endomorphisme f.

Ex 4 : Diagonaliser (si possible) les endomorphismes suivants.
1) f endomorphisme de Ry[X] défini par : f(P) = P(1)(X +1) + P'(2)(X% - 1)
2) f I'endomorphisme de Ro[X] défini par : f(P) = (X —1)P' + P

3) On pose A = (; i) et on considere ’endomorphisme f de .#5(C) définie par f(M) = AM

4) f Pendomorphisme de C4[X] défini par : f(P) = P(X +1) — P(X)

5) On note E = Vect < t+—— e’ ; t —te! ; t—s t2e! >
Et ¢ 'endomorphisme de E défini par : o(f) = f

6) On note E = Vect < t+——e'; t—tel ; t — t2e! >

Et ¢ 'endomorphisme de E défini par : Vt € R, o(f)(t) =tf'(t) —tf(t)

Ex 5 : Les matrices de .#4(C) suivantes sont-elles diagonalisable? (Si oui essayez de diagonaliser.).

1000000O0O0T1 1000000O0O0T1 1000000O0O0T1
01 0000O0O10O0 1000000O0O0T1 110000011
0010001O00O0 1000000O0O0T1 101000101
000101000 1000000O0O0T1 100101001
X=1000010000 H=|l111111111 M=]110001000T1
000101000 1000000O0O0T1 1000000O0O0T1
0010001O00O0 1000000O0O0T1 1000000O0O0T1
01 0000O0O10O0 1000000O0O0T1 1000000O0O0T1
10000000O0T1 1000000O0O0T1 1000000O0O0T1




-3 1 -3 5

Ex 6: Soit A= on admet que : A(A +41,)> =0

1
11 =3 1
1

Déterminer le spectre de A et montrer que A n’est pas diagonalisable.

Ex7: 1) Soit (a,b,c) € R®, on considére une suite v vérifiant : Vn € N,  Unqs = alnio + bpy1 + Cun,.
Un+-2 U2
Déterminer une matrice A € .#3(R) telle que : Vn € N, Uni1 | = A" | wy
Unp, Ug
2 1 -2
2) On suppose dans cette question que A= (1 0 0
01 0

a. Prouver que la matrice A est diagonalisable.

b. Prouver qu’il existe trois matrices Ry, Ro et Rg de .#3(R) telles que pour tout entier n, on ait :

A" =R;1 4+ (—1)"Rs + 2" R3. On ne demande pas de calculer explicitement ces matrices.

c. Soit w une suite vérifiant : Vn € N, up13 = 2upqo + Upt1 — 2Usp,.
Prouver qu'il existe des constantes «, S et v telles que : u, = o+ S(—1)" + y2".

On ne demande pas de calculer explicitement les constantes a, (B et 7.

4 -5 2
3) On suppose dans cette question que A= |1 0 0
0 1 o0

a. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2 00
b. Montrer que A est semblable & la matrice: B= [0 1 1
0 0 1

c. Déterminer B" pour tout entier naturel n.
d. Soit uw une suite vérifiant : Vn € N, ;43 = dupq0 — Dupt1 + 2uy,.
Prouver qu’il existe des constantes a, 8 et v telles que : Vn € N,  w,, =a2" +5+vyn
On ne demande pas d’expliciter les constantes a, B et .

Ex 8 : Soient z,y et z des fonctions d’une variable ¢ définies et dérivables sur R solutions du systeme différentiel

' =br — 2y — 2z
y = —dx + 3y + 2z
27 =6x — 4y — 2z
x(t) 2 (t
1) Onpose X(t)=| y(t) | et X'(t)=1| y
z(t) z
Déterminer une matrice A telle que X’ = AX, puis une matrice inversible P et une matrice diagonale
D telle A= PDP™ ",

)

'(t) | (dite matrice dérivée de X ).
!/

(t)

a(t)
2) Soient a,b et ¢ trois fonctions telles que Y'(t) = | b(t) | et Y(t) = P71 X(¢).
c(t)
Montrer que les fonctions a, b et ¢ sont dérivables sur R et sont solutions d’équations différentielles que
vous déterminerez.
3) Déterminer I’ensemble des solutions t — (x(t),y(t), 2(¢)) de ce systéme différentielle.
4) Déterminer la solution vérifiant (2(0),y(0),2(0)) = (1,1,1).
1420 2 1+
Ex 9: Agro 2013 Considérons la matrice de #3(C) : A= | —-1—¢ —i —1—4
—21 —21 —1
1) Déterminer les valeurs propres de A.
Pour \ € C, il est conseillé de commencer par 'opération élémentaire L1 < Ly + Lo+ L3 sur la matrice
A — M3, puis de distinguer deuzx cas selon que A = —i ou A\ # —i.
2) Pour chaque valeur de A, déterminer une base du sous-espace propre associé.
3) Donner une matrice P inversible et une matrice D diagonale appartenant a .#5(C) telles que : A =
PDP
4) Montrer qu'il existe k € N* tel que A* = Is.



