BCPST 24 2025/2026

’ Correction de la feuille Cours_9_3 : Variables aléatoires & densité. ‘

Ex 1: 1) X une variable aléatoire de densité : f : ¢ —> 2e7%' x 1g, () [X est & valeurs dans ]0, +oo]].

2) X une variable aléatoire de densité : f : ¢ — 1jg1(t) |[X est a valeurs dans ]0,1]].

3) (non corrigé)

Ex 2: 1) a) X est a valeurs dans ]0; +oo[ et Y = X2 — X ; de plus en posant u : z — 22 — z
z |0 1/2 400
0 +00

u e A
~1/4

donc

| Y est & valeurs dans [—1/4; +-00] |

b) X est a valeurs dans |0;+oo[et Y =X — | X];
orpour tout t € R, |z] <z < |z]+1 donc 0Kz —|z| <1
donc Y est & valeurs dans |0, 1]
et ainsi

’ Fy(z) =0pour 2 <0, et Fy(z)=1pour z > 1

2) (non corrigé)

Ex3: 1) Enprenant u:t+——t>—3 et A=[1,3],ona: [u(A) =[-2,6]| car u est continue et croissante sur [1, 3].

2) En premant w:t e+ et A=[-L1\{0), ona [u(A)=] oo UL+
(En étudiant u sur [—-1;1]\ {0} )

3) En prenant u:t——t>+1 et A=[-1,2], ona u(A)=[15] (En étudiant u sur [-1;2] )

0 six < —1

x+1

Ex 4 : 1) X suit la loi uniforme sur [—1,2] donc d’apres le cours : Fx : z — si—1 <x<2

1 si2 <«x

X prend ses valeurs dans [~1,2] et Y = /X + 1 donc Y prend ses valeurs dans [0, v/3]

x —1 2

En posant u : @ — & F 1 N g 3

Pour = € [0,/3],
Fy(z) = P <ax)
= P(WX+1<x)
= P(X—|—1<x2) x>0 et X +1 esta valeurs positives
= P(X<2?-1)
= Fx(z?—1)
21 1
= (@ )+ car 2% —1¢€[-1,2]
3
0 sixz<O0
22
Fy : 2 +— 5 80 <z<V3
1 siV3 <z



en 0 : l(i)rn Fy = l(i)rf Fy = Fy(0)
@ Cette fonction Fy est continue sur R tout entier. En particulier ) .
en /3 : \h/m Fy = }}m Fy = Fy(V3)
3— 3+

® De plus est de classe C* sur R sauf (peut-étre) en 0 et /3.

donc Y est une variable & densité et une de ses densités est la fonction :
0 six<O

2
fizr— ?x si0 <z<V3

0 siv3 <u
0 siz<O
2) X suit la loi uniforme sur [0, 2] donc d’apres le cours : Fx : 2 — g si0 <x<2
1 si2 <2z
X prend ses valeurs dans [0,2] et Y = (X + 1)? donc Y prend ses valeurs dans [1,9],
En posant u : z —— (z +1)2 : ; r g
1

Pour z € [1,9],
Fy(z) = P <ax)
= P(X+1)?2<2)
= P(X+1< V) x>0 et X +1 estavaleurs positives
= P(X<Vz-1)

2
0 si z<1
Fy :x+— \/5271 si 1 <x<9
1 si 9 <=z

en 1 : liIEle = lir+nFy = Fy(1)
@ Cette fonction Fy est continue sur R tout entier. En particulier ! ot
en 9 : limFy = hr+nFy = Fy(9)
9— 9

® De plus est de classe C! sur R sauf (peut-étre) en 1 et 9.

donc Y est une variable & densité et une de ses densités est la fonction :

0 si z<1
1

x> — si 1 €z2<9
0 si 9 <z
0 siz<0
3) X suit la loi uniforme sur [0, g] donc d’apres le cours : Fx : x — - sil <x<£
s
1 sil <z

s

X prend ses valeurs dans [0, 5] et ¥ = tan(X) donc Y prend ses valeurs dans [0, 1],

(ISR

En posant u : * — arctan(z)

Pour z € [0, 1],
Fy(x) = P(Y <ux)

= P(X < arctan(z)) x € [07 %} et X est & valeurs dans [07 %}

arctan(x))

Il
N
o

= —arctan(x) car arctan(z) € [0, 1]
T



0 six <0
4 .
Fy :x+— ¢ —arctan(z) si0 <z <1
7r
1 sil <z
en 0 : limFy = lilll Fy = Fy(0)
@ Cette fonction Fy est continue sur R tout entier. En particulier 0 0

en 1l : lim Fy = lim Fy = Fy (1)
1- 1+

® De plus est de classe C* sur R sauf (peut-étre) en 0 et 1.

donc Y est une variable & densité et une de ses densités est la fonction :

0 six <0
4
T ——— 510 €z <1
/ (1 + 22) ot v
0 sil <z

0 six < —1

zHl G 1 <z<1

4) X suit la loi uniforme sur [—1,1] donc d’apres le cours : Fx : x —

1 sil <z

X prend ses valeurs dans [—1,1] et Y = X? donc Y prend ses valeurs dans [—1, 1],

3 1
E sant u : @ — 2
n posant u : z “ o

Pour z € [-1,1],

Fy(z) = P(X3<2)
= P(X < V) t—t3  est strictement croissante sur R

J 1
_ Vrs car {/z €[-1,1]

0 six < —1
Fy :x+— @ si—1 <x<1
1 sil <x

en —1 : lim Fy = lirri Fy = Fy(-1)
—1- -1

@ Cette fonction Fy est continue sur R tout entier. En particulier . )
enl : limFy = hI_PFY = Fy (1)
1— 1

® De plus est de classe C! sur R sauf (peut-étre) en —1, 0 et 1. (Atention a 0)

donc Y est une variable & densité et une de ses densités est la fonction :

0 six < —1
1 .
s si —1 <x<0
6x3
frzr— 0 si =0
1
> si0 <z <1
6x3
0 sil <z

0 siz <0

1
5) X suit la loi exponentielle de parametre ok donc d’apres le cours : Fix : © +—— {

l—e 2 si 0 <z

X prend ses valeurs dans [0, +oo[ et Y = 1 — X2 donc Y prend ses valeurs dans ] — oo, 1],

x 0 + oo

Y 2 1
En posant u : @ — 1 x w N




Pour z €] — 00, 1],
Fy(x) = P(
—- P
— P
(

= PX>V1-12) car 1—x >0 et X esta valeurs positives

= 1—Fx(\/1—.’t)
= 1<1exp(;\/1x)> car Vi—z2>0

exp(—3vI—2) siz<l1

Fy :x—
Y { 1 sil <

O Cette fonction Fy est continue sur R tout entier. En particulier en 1 : lim Fy = 11111 Fy = Fy(1).
1- 1
® De plus est de classe C! sur R sauf (peut-étre) en 1.

donc Y est une variable & densité et une de ses densités est la fonction :

1
exp(—ix/l—z) si z<1

0 si 1 <z

1
frxr— 44/1 — x

0 siz <0

6) X suit la loi exponentielle de parametre 1, donc d’apres le cours : Fx : x — { l—e=® & 0 <
— € S1 x

1
X prend ses valeurs dans |0, 4o00[ et Y = 5d donc Y prend ses valeurs dans |0, 40|,

x 0
En posant v : © —— % w Foo N
Pour z € ]0, +oo[,
Fy(z) = P(Y <x)
1

- (<)

1 N . ..
= PlX>- car — >0 et X est a valeurs strictement positives

T T

8=

1
= 1- (1 — exp (—)) car
T
0 siz <0

Fy :z+— ( 1) )
exp | —— siz >0
x

O Cette fonction Fy est continue sur R tout entier. En particulier en 0 : lim Fy = liT Fy = Fy(0).
0- 0

@ De plus est de classe C* sur R sauf (peut-étre) en 0.

donc Y est une variable & densité et une de ses densités est la fonction :

0 si <0

—exp|—— si 0 <«x
T T



0 six < —1
z+1

Ex 5: 1) e X suit la loi uniforme sur [—1, 1] donc d’aprés le cours : Fx : © — si—1<z<1
1 sil <z

e X prend ses valeurs dans [—1,1] et Y = X? donc Y prend ses valeurs dans [0, 1]

x —1 0 1

2 1 1
u v e

En posant u : @ —

e Pour z € [0, 1],

Fy(x) = PY <x)
= P(X*<ux)
= P(—vVr <X < V) car x>0
= Fx(Vz) -

Fx (=)
= \/E \/; 1 car —Vre[-1,1] et Vxe[-1,1]

+
—_

0 si z<0
La fonction de répartition de Y : Fy :x+—— vV osi 0 <z<1

1 si 1 <z
en 0 : 11131 Fy = 11131 Fy = Fy(0)
e @ Cette fonction Fy est continue sur R tout entier. En particulier 0 0
1: limFy = llIPFy = Fy(1)
1- 1

@ De plus est de classe C! sur R sauf (peut-étre) en 0 et 1.

donc Y est une variable & densité.

e En dérivant sur chaque intervalle on obtient une densité de X :

Une densité de Y : f:x+— — 51 0 <z<1

0 siz<0
2) X suit la loi uniforme sur [0, 1] donc d’aprés le cours : Fx :x+—— ¢ @ si0 <z <1

1 sil <=z

X prend ses valeurs dans [0,1] et Y = |2X — 1| donc Y prend ses valeurs dans [0, 1]

pol—

En posant u : © —— 1'2 1 1

u N e
0
Pour y € [0, 1],
Fy(y) = P <y)
= P(2X-1/<y)
= Pl-y<2X-1< y>0
- p —y+1 <X<
2 ~
_ r y+1 Py y+1
-2 2
y+1 —y+1 -y+1 y+1

= 1= 1 o 1

5 5 car 5 €10,1] et 5 € [0,1]
=Y

0 si y<O

Fy:yr— < y si 0 <y<l

si 1<y

ot



On reconnait une loi & densité usuelle :

[V suit la loi uniforme sur [0, 1]]

0 six < —1

3) X suit la loi uniforme sur [—1,2] donc d’apres le cours : Fx : z —

si —1 <x<2
1 si2 <z

X prend ses valeurs dans [—1,2] et Y = | X| donc Y prend ses valeurs dans [0, 2]

x —1 0

En posant v : © —— z2 1

u e e

Pour y € [0, 2],
Fy(y) = PY <y)
= P(X]<y)
= P(-y<Y <y) car y >0
Fx(y) — Fx(~y)

_ {y;l——?{;l si y € [0,1]
v 0 siyel,2]

_ {23"’ siy €10,1]
vlosiye 1,2

Fy :yr—

en 0 : limFy = lim Fy = Fy(0)
0— o+

@ Cette fonction Fy est continue sur R tout entier. En particulier { €enl: llil_n Fy = 1;{}1 Fy = Fy(1)
en 2 : lim Fy = lim Fy = Fy (2)
2— 2+

@ De plus est de classe C! sur R sauf (peut-étre) en 0, 1 et 2.

donc Y est une variable & densité et une de ses densités est la fonction :
si <0

si 0 <z<1
frx—
si 1 <ax<?2

S Wl—,WlN ©

si 1 <z

0 sizx <0

4) X suit la loi exponentielle de parametre 2 donc d’apres le cours : Fx : & — { l—e2 s0<
— € S1 X

X prend ses valeurs dans ]0; +oo[ et Y = (X — 1)? donc Y prend ses valeurs dans [0, +o0|

T 0 1

+oo

1

u M e
0

En posant u : z — (z — 1)2

+oo




@ Cette fonction Fy est continue sur R tout entier. En particulier {

= P(Y <y)
= P((X-1)°<y)
= P(—/y<X-1<p) car y =0
= PVy+1<X<Vy+1)
Fx(Vy+1)—Fx(—y+1)
_ {1exp(2(\/@+1))1+exp(2(¢y+1)) siye0,1]
L—exp(=2(yy+1)) =0 siy €1, +oo]
- [l ety v
L—exp (=2(yy +1)) siy € [1,+oo]
0 sioy<-—1
Fy iy exp(2y7—2) —exp(-2,5—2) si 0 <y<1
1 —exp (=2y/y —2) si 1<y

en 0 : limFy = lim Fy = Fy(0)
0 o+

enl : limFy =lim Fy = Fy (1)
1- 1+

® De plus est de classe C! sur R sauf (peut-étre) en 0 et en 1.

donc Y est une variable a densité et une de ses densités est la fonction :
0 si <0
1
—e 2 —2)4+ —e -2 —-2) si 0 <zx<l1
frxr— \/EXp(\F ) ﬁXp( Ve )
—e€ -2 -2 si 1 <z
Nh (—2vz -2)
5) (non corrigé)
. . . N 0 siz <0
6) X suit la loi exponentielle de parametre 1 donc d’apres le cours : Fx :  — { _ .
1—e™® si0O<uz
X prend ses valeurs dans ]0; +oo[ et Y = —X?2 donc Y prend ses valeurs dans | — oo; 0]

Pour y €]oo; 0],

w:z — —ax2 décroissante sur ]0; 4o0[

Fy (y) P(Y <y)

= P(-X’<y)

= P(X?>—y)

= P(X >y car y<0

= 1-Fx(V-y)

= e VU car +/—y =0
Vs oy <0

Fy :yr— © S? Y

1 si 0 <y

O Cette fonction Fy est continue sur R tout entier. En particulier en 0 : lim Fy = 1ir+n Fy = Fy(0)
0~ 0

@ De plus est de classe C'! sur R sauf (peut-étre) en 0 .

donc

Ex 6 : (non corrigé)

Y est une variable a densité et une de ses densités est la fonction :

1
2/~
0

e V™" st <0

frx—
0 <

si T



