BCPST 24

’ Correction de la feuille_Exo0_18 : Variables aléatoires a densité. ‘

1) X prend ses valeurs dans |0, 1] (car f est nulle en dehors de ]0,1[)  donc

2025,/2026

1 — X est a valeurs dans ]0,1[ et In(1 — X) est & valeurs dans | — 00;0[ et enfin comme a > 0 :

1
Y = —=1In(1 — X) prend ses valeurs dans |0, +oo|
a

Pouer]O, —I—oo[

Fy(x) = PY <x)
1
= P ( —In(1-X) < x)
a
= P(ln (1— faac) car a>0
P (1 X > exp(— x)) car t+— e’ est strictement croissante sur R
P(X <1—exp(—az))
= FX(I —exp(— )
= 1—exp(—az) car 1 —exp(—ax) € [0,1] et X — % (]0,1])
0 si z<0
Fy :z+— .
l—exp(—azx) si 0 <z

2) On remarque que Y suit une loi exponentielle de parametre a.

Cet exercice permet de justifier la simulation d’une loi exponentielle avec la fonction suivante :

def exponentielle(a):
x = rd.random()

y = -1/a * log(1l-x) # Ou encore -1/a * log(x)
return y

0 si

1) X; et X, suivent la loi uniforme sur [0, 1] donc (c’est du cours) Fx, = Fx, :x—>( Z si

1 si

2) X; et X5 sont a valeurs dans [0, 1] donc ¥ = max(X7, X3) est a valeurs dans [0, 1].

pour z € [0, 1],

PlY <z) = Pmax(X;,Xs) <2)
= P((X;<2)Nn (X

<
= P(X;<2)x P(X3y< 1) car X7 et Xo sont indépendantes
(

= Fxl(x) X FX2 T

= g2 car z € [0, 1]

La fonction de répartition Y est la fonction :

Ve <0 Fy(z)=0
By :{ Yz e[0,1] Fy(z)=2a"
Vo > 1 Fy(l‘) =1

3) X; et X5 sont & valeurs dans [0, 1] donc Z = min(X7, X5) est a valeurs dans [0, 1].

pour z € [0, 1],

1 — P(min(X7, 2) )

= 1-P((X1>2)N (X2 > x)) car X1 et Xy sont indépendantes

L= (1= Fx,(2))(1 = Fx,(2))
= 1-(1-2)? car x € [0,1]

z <0
0 <zx«<l1

z>1



Ex 3 :
Ex 4 :
Ex5:

Ex 6 :
Ex 7:

La fonction de répartition de Z est la fonction :

Ve <0  Fz(x)=0
Fy:{ Yz el0,1], Fz(z)=2z—2°
Vo > 1 Fz(17)=1

4) Les fonction de répartition de Y et de Z sont continue sur R (tout entier) et de
en Oetenl et ainsi:

’Y et Z sont des variables aléatoires a densité.‘

On peut préciser (non demandé) :

classe C! sur R sauf peut-étre

’Y a pour densité la fonction ¢ — 2t.119 4j(t) et Z la fonction ¢ —

(2—2t).1509(1)]

(non corrigé)
(non corrigé)

Les X; sont & valeurs dans R™ donc Y et Z aussi :

Pour z € RT,
PY <z) = P(max(Xy,..,X,) <)
= P(Xi<a)n---N(X, <a))
= P(X;<2) x---P(X, <2x) car X1, ... X,, sont indépendantes
= (1—e®)n car > 0 et les X; suivent la loi exponentielle de parametre A

La fonction de répartition Y est la fonction :

o Vo < 0 Fy(z)=0
YU\ vze [0;+00[, Fy(z)=(1L—e )"

Pour z € RT,

P(Z<z) = 1—Pmin(Xy,...,X,) > )
1-P(Xy>z)n---N(X, >x))

= 1-P(X;>z) x---P(X, >1x) car X1, ... X, sont indépendantes

= 1— (e )" car > 0 et les X; suivent la loi exponentielle de parametre A

La fonction de répartition Z est la fonction :

P Vo <0 Fz(z)=0
27 vae [0;+00[, Fz(z)=1—e "

On remarque que : Z suit la loi &(nA)

(non corrigé)

1) (Question de cours)

0 siox<0

La fonction de répartition de X est Fix : x —— 5 .
1—e** si 0 <z

2) X est prend ses valeurs dans R donc Y = | X | prend ses valeurs dans N

Pour z € RT, (Je ne fais pas comme au tableau)

Fy(z) = P <)
- P(X) <)
= PX < |z]+1)
= Fx(lz]+1)
= 1—e2lel-2 car |x]+1>0

0 si x<0

1—e 2772 g 0 <z

Fy:ml—>{

(C’est une variable discréte).



Au tableau on a donné la loi de cette variable discréte :
Y(Q) =N et pourtout k€N, P(Y =k)=(1—e 2)e 2 (P(Y = k) = Fy (k) — Fy (k—1))

Y + 1 suit la loi géométrique de parametre 1 — e 2

3) X est prend ses valeurs dans R* donc Z = X — | X| prend ses valeurs dans [0, 1]

Pour z € [0, 1],
P(Zgﬂ?) = P(XGU[TL,’U-FLE})
nez
= P (U (X € [n,n—i—x])) (X est & valeurs dans R+).
neN

= Z P (X € [n, n+ x]) (événements deux & deux incompatibles).

neN

+oo n+x
- > [ eeta

n=0v"

+o0o
— Z(l o 6721)672n

n=0
= (1*372I)X# (car —1<e ?<1)

1—e2
0 si x<0
1— —2x
Frizr—{ —S s 0<z<1
1—e2
1 si z2>1

La fonction de répartition de Z est bien continue sur R (tout entier) et de classe C'' sur R sauf peut-étre en 0 et en

1 et ainsi :
Z est une variable aléatoire a densité.‘
0 si <0
26—21
et la fonction |f : z +— T si 0 <z <1 estunedensité de Z
—e
0 si z>1

Remarque : X,Y et Z montrent que la somme de deux variables a densité peut étre discréte!!!
Mais lequel 7

1
Ex 8 : X prend ses valeurs dans [0,1] (car f est nulle en dehors de [0,1]) et Y = min (§,X) donc

1
Y prend ses valeurs dans [O, 5}

1 1
Pour z € [O, 5[, ( On traite dpart§)
Fy(x) = P(Yéx)
1
= P(mln 2,X)<:1c
1
= P(X <ux) car x<§
= Fx(v)
= x car x €[0,1] et X — %([0,1])
0 si z<0
. 1
Fy:o— r si O <m<§
1 >1
i > =
i@ 2 g

Remarque : P (Y < 1> =1

Remarque :'Y est un exemple de variable mixte, ni discréete, ni a densité.
Ex 9 : (non corrigé)



