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’ Correction de la feuille cours_10 : Loi normale centrée réduite.
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Ex1: tt— e 2
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Pour la limite en oo : lim —— =—o0 et lim e*=0 donc lim f(t)=0
t—+oo 2 T——00 t—+oo

Remarque : f est une fonction paire.

Ex 2 : e (Existence de l’espérance)

+oo 400 |t| 2
It f(t) dt = LT at
/OC - V 271—

, d d Foo |t| t2 d 1 Foo t2 d
L’intégrande est pair, étudions : / ——e 2 dt = —/ te” z dt
& 0 vV 21 vV 2 0

Pour = > 0,

r—r+00

+oo
ainsi / tf(t) dt est absolument convergente donc
—o0

X admet une espérance

o (Calcul de Uespérance)

=0 car l'intégrande est impair

E(X)=0.

—+o0
X? admet une espérance si, et seulement si, / t2 f(t) dt est absolument convergente.
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si, et seulement si, 2 dt est convergente.
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si, et seulement si, /
0

(Vintégrande est pair)



Pour z > 0,

x t2 t2 x x t2
/t%‘?dt = {t(fe_5)} 7/ (—e~ 2)dt
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’ X? admet une espérance ‘
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B(X*) =1

En conclusion :

X possede une variance et (formule de Kenig-Huygens)

V(X) = B(X?)-B(X)?
= 1-0

VX)=1 et  ox=1]

Ex 3: 1) Un point d’inflexion est un point ou il y a un changement de convexité.
Autrement dit un point ou la dérivée atteint un maximum ou un minimum.
Ou encore un point ou la dérivée seconde s’annule et change de signe.
Graphiquement en un point d’inflexion la courbe traverse sa tangente.

Pour t € R,
1 t2 t2 t2
") = -— e 2 + e 27
7o) V2T V2T
t2 —1 _:2
= e

donc f” s’annule une seule fois en 1 sur RT et change de signe donc

’ C présente un unique point d’inflexion sur R™ : A(1, f(1)) ‘

2) T:y=f'(1)(x—1)+ f(1) et comme f'(1) = —f(1) donc

T:y=F12-2)]

F(0) =04 et f(1)~0,25.




2 . ‘ o
e~ 2 est continue sur R (en entier), ® est une primitive sur R de f.

Ex 4 : Remarque : Comme f:t+—
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V2T
1) ® est dérivable sur R et Vo € R, ®'(z) = f(z) = e~ T
) (@)= 1(x) = =

’ d est strictement croissante ‘

>0

2) @ est strictement croissante sur R, ® est continue sur R, lim® =0 et 1+im ® =400
— 00 o0

donc (Théoréme de la bijection) :

| ® réalise une bijection de | — oo; +oo[ sur 0, 1] |

—+oo

0 0
3) ©(0) = [ f(t)dt; or f est paire donc / f(t)dt = 2[ f(t)dt et comme / ft)dt =1 donc

— 00 — 00

+oo

4) On note g : t — ®(—x) + ().
Cette fonction g est dérivable et Vo € R* ¢'(z) = — f(—x) + f(z) =
La fonction g est donc une fonction constante sur R et comme ¢g(0) = 2®(0) il vient que g est la fonction
constante égale a 1.

0 car f est paire.

Vz e R, ®(z) + ¢(—z) =1]

(0 — ) + 20 + )
2

1
5) La relation précédente s’écrit : Vz € R, =3 donc

Cs est symétrique par rapport a A (192>

6) Représentation de la courbe de ® avec la mise en évidence de la symétrie.

1,,

Rappel. La courbe représentative d 7une fonction f admet une symétrie centrale par rapport au point
fla=h)+ flath)
5 =b.
Autrement dit, les points de la courbe d’ abscisses a — h et a + h sont symétriques par rapport au point
A(a,b), qui est le milieu du segment les reliant.

A(a,b) si, et seulement si, pour tout réel h, on a



Ex 5: 1) On suppose que X < AN (0,1) et onnote a ¥ = — X,

Pour z € R,
Fy(x) = P(-X<ux)

= P(X > -x)

= 1-PX < —2x)

= 1-9(—x)

= P(x) D’aprés Exj 4)
® est la fonction de répartition de Y donc

—-X — N(0,1)

2) Montrer que :
On suppose que X < U(]0,1]) et on note a Y = &1 (X),
Pour z € R,

Fy((L’) = P

X < O(x)) car ® est une bijection strict. croissante
x) car ®(z) €]0,1]

Il
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® est la fonction de répartition de Y donc

St X — U(]0,1]) alors ®~1(X) — N(0,1)]

3) Soient X — N(0,1) et a € Ry,

P(|X|<a) = P(—a<X<a)

Ex 6 : 1) Compléter :
e Pour a appartenant a ]0, 1], Uy = P ()

e Pour o appartenant a ]0, 1[, 4, est I'unique élément de | — oo, +-o00[ vérifiant ®(u,) = «
e Pour X suivant la loi N(0,1), P(X <uy)=a PX>u,)=1-«

e up;5 =0, ilg}) Uq = —00 i1—>m1 U = +00 up.025 = —1,96 ug.975 = 1,96

2) IHlustration de la définition de la fonction des quantiles.

0.0




3) Pour « €]0,1],

D(—uq) 1—P(uq)
= l—«
= (I)(ul—a)

or ¢ est strictement croissante sur R donc

—Ug = Ul—q

d’aprés Ex4. 4)

4) Cette formule vient de la symétrie représentée sur la figure suivante :
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b. On en déduit directement :
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