BCPST 24 2025/2026

’ Correction de la feuille Cours_10_2 : Sommes de deux variables & densité. Produit de convolution. ‘

Ex 1: Soit z € R,

+00 +oo
/ J(0)1r, ()1, (r — ) dt = / F(0)LimoLoes dt

— 00 — 00
—+00
= / J(t) Locica dt

donc

+oo

Pour tout = € R, /

— 00

F(t)-1rs (t)1rs (x — t)dt = g () . /0 " r)ar

Ex 2 : 1) Avec z un réel fixé, en faisant le changement de variable affine u = x — ¢ on obtient :

+o00 -
/ g (t) Lo (z —t)dt = / Lo (z —u). 1pgp)(u) (—du)

— 00 +oo

donc

+o0 +oo
/ 1[a,b] (t) . 1[c,d] (ac - t) dt = / 1[c,d] (t) . 1[(17;)] (x - t) dt

— OO0 — OO

2) Pour z et t dans R,
1[c7d] (1‘ — t) =1

1ot

sachant que les indicatrices ne prennent pour valeurs que 0 et 1 on a bien :

’ 1[c,d] ($ - t) = 1[x7d,arfc] (t) ‘

3) La formule précédente donne :

—+oo +oo
o() =/ Lap(t) Leg(z—t)dt = / Lo (1) Lp—ao—q(t) dt

_ o
= / l[a,b]ﬂ[zfd,mfc] (t) dt
En notant I, = [x — d,z — ¢| N [a, b], cette intégrale est 'amplitude de I,,.
x —00 a+c b+c a+d b+d 400
I, o [a,z — ] [a, b] [ —d, ] o
o(x) 0 r—a—c b—a b+d—=z 0

4) (Courbe de ¢ faite au tableau)
5) On fixe z € R,
Pour t € R,
tel, < tez—d,xz—c]N]a,b
<— zz—d<t<x—c et a<<t<b
< max(a,z —d) <t <min(b,x — c)
donc I, =@ simin(b,z —c¢) —max(a,z —d) <0 et I, =[max(a,z —d);min(b,x —¢)] sinon

et comme @(x) est Pamplitude de I, il vient bien

[¢o(z) = max (0; min(b, x — ¢) — max(a,z — d))]




Ex3: 1)

+oo
filz) = / lpo1041)(t)dt

Pour tout z € R,  fi(z) = 2|

2)
“+o00
fg((E) = / 1[_1,1](15).1[_1’1](0% —t) dt
+oo
= / 1[_1,1](t).1[$_17x+1](t) dt Eneffet : - 1<z—-t<1 <<= z—-1<t<z+1
(Cela revient a calculer Uamplitude de Uintervalle I, = [z — 1,2 + 1] N [-1,1])
x —00 -2 0 2 +00
I, 1% -1,z +1] [z —1,1] %]
fa(x) 0 x4+ 2 2—z 0
3)
“+o0
fg(l‘) = / 1[0@] (t) . 1[0’2] (.’I? — t) dt
+oo
= / 10,4)(t) - Lpg—oq)(t) dt Eneffet :0<2-1<2 < 2-2<t<z
—00
0 si r <0

1dt si O0<x<1
1dt si 1<ax<2

/ 1dt si 2<2<3

si x> 3

0 si z<0
x si O0<ax<1
fa(x) = 1 si I<a<2
3—x si 2<ax<3

0 si z>3




— 00

+

8

Lot - Liga di Eneffet :0<z—t < t<z

fa(z) = /+001R+(t)-1R+($—t)dt
/

0 si <0
fa(z) =
rz si O<zx
5)
—+oo
fo(z) = / te” 1r, (t).1r, (z — £) dt
—+o0
= ex/ t.logega dt Eneffet :0<2—t < t<z
0 si <0
e””/ tdt si 0<zx
0
0 si <0
fs(x) = 22
767” si O0<ux
6)
—+oo
folz) = / 7 1p (1) 1p_(z — ) dt
—+oo
= 62”3/ eigt.l[oﬁoo[(t) 1pitooq(t)dt Eneffet : 2 —t <0 < 2z <t

“+o00
ezx/ e 3tdt si <0
0

+oo
621/ e At si O<uz
xr

2x

% si <0
fo(z) = .

e

3 si O0<zx




Ex 4: 1) X et Y sont indépendantes et de méme densité : f : t — 1, (£) Ne ™.
donc Z = X +Y est a densité, et une de ses densité est donnée par :

+oo
h:xv+— / 1R, (t) A efAth+ (z — 1) Ae M@=t ¢

+oo
h(z) = / N e A g, (1) 1k, (z — 1) dt

+oo
= Aze*”/ 1r, (z —t)dt
0

+oo
= )\26_”/ 1o (t) dt Eneffet :0<z -t < t<=z
0

0 si <0

)\267)@/ 1dt si O0<z
0

0 si <0
T —> est une densité de X +Y
MNre™ s 0<ux

2) Pour tout z € R, Fz(z) = / h(t) dt,

donc pour © < 0, Fz(z)=0etpourz>0 Fy(z)= / Mte Mt
0

Et en faisant une intégration par parties on obtient :

0 si <0
T — est la fonction de répartition de Z
l—e - dze ™™ s 0O<uz

Remarque : Il est conseillé de vérifier ce calcul en dérivant cette expression.

Ex 5: 1) X et X sont indépendantes et de méme densité : f : ¢ +—— 1 1)(t).
donc Z = X + Y est a densité, et une de ses densité est donnée par :

+oo
h:m'—>/_ f@)f(z—t)de

—+o0
h(z) = / Li0,1)(t) 10,y (x —t) dt
—+oo
= / 10,1 (0) Ljpo1 2 (t) dt Eneffet :0<2—-t<1 <= z—-1<t<z
0 si <0

/1dt si O0<x<l1
0

1
/ 1dt si 1<z<2
xr

0 si T >2
0 si <0
T si O0<ax<1
T —> est une densité de X +Y

2—x si 1<ax<2

0 si T =2




_9

‘ ‘ x
-1 1 2
) On prend sur chaque intervalle la primitive qui donne F' continue avec les bonnes limites en co
0 si <0
2
x
5 si O0<ax<1
T —> ) est la fonction de répartition de Z = X +Y
23;—%—1 sil<z<2
1 si T > 2
Courbe représentative de Iz

0.5 1

‘ ‘ x
1 2
Ex 6 : 1) On redémontre un résultat du cours
1 2
e”'T et sont indépendantes donc X + Y de densité h définie par
ous
+oo
1 2 1 (@—t)?
h(z) = / —e T ——e 2z dt
() o0 2 V2T
1 +o0 2 _ (z—t)?
= — I R ae 1
2 J_ ¢
R /+OO “ret
27r
1 2 e
= 2 _(f_ §)2 4o dt
27r /
22 +o0o
= T e~ (=5 4t
—0o0
+oo o2 +oo (t—ﬁ)Q —+o00 9
or / e =35 gt = / e dt avec 0 = — / e dt=0V2r =1
— 00 — 00 \/7
et ainsi
CE2
NG
) On reconnait la densité de la loi .47(0,2).

[ X+Y = .4(0,2) |




Ex 7 : (non corrigé)



