BCPST 24 2025/2026

’ Correction du DM5 Extraits de MCR 2025 et MCR 2024 ‘

Partie IT MCR 2025

10. Lorsque n est impair, ’X(Lﬂ> est la médiane de I’échantillon (X7, ..., Xn)‘
2

1 1
11. Comme X; — U([0,1]), X; admet espérance et variance : | E (X;) = 2 V(X1)=—

12)
0 siz<O

et sa fonction de répartition est la fonction définie par pour tout x € R, | Fix,(z) =< = si0<z <1,
1 siz>1

12. X(y) est a valeurs dans [0, 1] et pour z € [0, 1],

FX(l)(:E) = P(min(Xla aXn) < (E)
= 1— P(min(Xy,...,X,) > )

= 1—P<ﬁ(xk>l‘)>
k=1

= 1- H P(Xy > x) (indépendance)

k=1
= 1—- (1 _ .’L‘)n
0 siz <0
FX(I)(‘T): 1-(1—-2)" si0<x<1.
1 siz>1
X(n) est a valeurs dans [0, 1] et pour x € [0, 1],
Fx,(z) = P(max(Xy,..,X,) <)
= P <ﬂ (X < x))
k=1
= H P(X) <) (indépendance)
k=1
0 siz <0
Fx,,(z)=4q 2" si0<z<L
1 six>1

13. (a) Enposanta=1i,b=jetc=n—1i—jety=ax+ h, la probabilité recherchée ici est p; j n—i—;(z, 2+ h)

| o .
donc la probabilité recherchée ici est : #xl.h?(l —x—h)"7"77)
iljl(n —i—j)!

(b) Redaction 1.

FX(k_)(fE-‘rh) — FX(k_)({E) = P(x < X(k) < $+h)
On note A le nombre de X; dans [0,2] et B le nombre de X; dans |z, z + h].

((A=14)N (B =j))aj)elon]> est un systeme complet d’événements donc :

Pz < X <x+h):ZZP<(A:Z‘)O(B:j)m(a:<X(k) <x+h))
i=0 j=0



En supprimant les termes nuls il vient :

k—1 n—1i
Ple<Xg <z+h) = ZP((A:i)m(B:j)ﬂ(x<X(k)<x+h))
i=0 j=k—i
k—1 n—i
= P((A=0)n(B =)
=0 j=k—1

or P((A =i)N(B= ])) est la probabilité obtenue & la question 13 (a), donc

k—1 n—i

Fx, (@ +h) = Fx, (¢ Z Z

=0 j=k—1

T J)!a: W1 —x—h) T,

Redaction 2.

FX<k)(33+h) _FX(k)(af) =Pz < X(k) <z+h)
On note A le nombre de X; dans [0,z] et B le nombre de X; dans |z, z + h].
En notant Dy, = { (i,7) € [0;n]? | 0<i<k et k<i+j<n}

@z<Xp<z+h)= ) A=i)nB=yj)
(i,4)€Dx

En effet : © < X(xy < x+ h revient & A <k (le kiéme est > x) et k < A+ B (le kiéme est <z + h)

et comme cette réunion est formée d’événements deux a deux disjoints il vient :

k—1 n—i
Plz<Xgy<z+h) = Y > P((A=)n(B=))

i=0 j=k—i

or P((A =i)N(B= ])) est la probabilité obtenue & la question 13 (a), donc

k—1 n—i
Fxg,(@+h) = Fx,, (x Z Z ilj! n_z_J)a:hJ(l—x By
=0 j=k—1
1 k—1 n—i
(c) Pourt>0,0na - (FX(k)(a:+t) Fxo, (@) =YY" A n—z—]) e e
=0 j=k—1

dans cette somme tous les termes sont proportionnels & : 't/ 71 (1 — 2 — )" "7 avec j — 1 > 0 donc tous
ces termes admettent une limite quand ¢ tend vers 07.

FX(k) (.T + t) - FX(k) (LU)
t

la fonction t — a une limite a droite en zéro.

14. Les espérances et les variances existent car les densités sont bornées et nulles en dehors de [0, 1].

1 J—
E(Xy) = /On<z_i)$fk—1,n—k($)d$

I
3
N
> 3
(.
— =
~_
3:4
7
ol

n(n —1)! kl(n —k)!
(n—K)!(k-1!" (n+1)!




Le théoréme de transfert donne :

E(X{))

Y m—1 9
A d
/0 n(k_1>x Jro—1n—k(z)da
! n—1
n— d
/On(k_l)fk+1, K(z) de

n—1
TL(k B 1>Ik+1,nk

Puis en utilisant la formule de Koenig-Huyghens il vient :

n(n —1)! (k+Dl(n—k)!
(n—klEk-1" (n+2)!
B k(k+1)
- (n+1D)(n+2)
Knt1-k)

V(X)) =

(n+ 1?(n+2)

Probléme 1 (MCR 2024)
1. (a) Soit j € [0,p],

(p+1).
j+1

P+ 1
p+1 G+ —3)! p+1
(p+1) p! 1

G+t (p—5)! p+1

_ 1.<P>
i+ o\

» 1 p+1 1
i) j+1 \y+1) p+1

(b) Soit j € [0,p— 1],

B p! p!
G+ =i G (p— )
__pp=i) ptG+1)
G+t =7 G+ p—i)!
p(p+1)
G+ (p—3)

(+)
Jj+1

Pour tout j € [0,p —

1 (fﬁ) - (jil) " (?)

2. [t — de 1z () est une densité de X‘

’l‘ — (1 — e ) 1z (t) est la fonction de répartition de X|.

3. (a) Pouri>2

1
t— n est continue et décroissante sur [i — 1;¢ + 1] donc

En effet :
. . 1 1
d’une part = Vte€[i—1,i], - < "
)
. 1
d’autre part : V¢ € [i,i+ 1], n <




n 1
(c) On note A,, = Z Z

En sommant la relation de la question 3 (a) pour ¢ allant de 2 & un entier n > 2, et en utilisant la relation
de Chasles on obtient :

On en déduit :

Ce qui nous donne ’encadrement :

In(n+1) In(2)+1 A, 1
In(n) In(n) S In(n) si+ In(n)

donc (théoréme des gendarmes) lirf ()
n——+oo In(n

"1
];E ~>+oo )

=1, ou encore :

4. Pour z > 0,

P(Xq <z) = 1—P(min(Xy,..,X,) > )
n
= <ﬂ (X; > )
= 1- HP(XZ > 1) ( Indépendance des X; )
1=1
= 1- H e A
i=1
— efn)\a:
de plusona: V<0, P (X(l) < 1‘) =0 On reconnait la fonction de répartition de la loi £(n\)

’ X(1) suit la loi exponentielle de parameétre nA

5. X(n) est a valeurs dans R et Pour z > 0,

P (X(n) < a:) = P (max(Xy,...,X,) < 2)

n
= HP(XZ < z) ( Indépendance des X; )

La fonction de répartition de X, est donc la fonction x +—— (1 — e A" 1py ()

4



Cette fonction est continue sur R et C'* sauf en 0 donc ’X(n) est une variable aléatoire a densité

et en dérivant sur ] — oo, 0[ et sur ]0; +-00[ on obtient une densité de X, :

’ T — nhe (1- efm)nil g+ (2) ‘

6. on note f la fonction précédente,
—+oo
X(n) admet une espérance si, et seulement si, / zf(x)dx est absolument convergente

—0o0
+oo n—1
ou encore si, et seulement si, / zne M (1 — e_’\g”) dz est convergente ;
0

-(en effet f est nulle sur | — oco;0[)

“+oo
et alors on aura : E(X(,)) = / znie N (1- 67}‘1)”71 dz
0
Soit A > 0,

n—1

> (")

=0 7

n—1 n—1 . A )
n\ Z ( ‘ )(_1)]/ S G DL
=0 J 0

A i A
/ zne M (1 — efM") dz / rnle M
0 0

+
or quel que soit j, / ze MtDT qg converge (Espérance d’une loi exponentielle)
0

donc

n—1

-1 oo .
X(ny admet une espérance et E(X(,)) = nA Z (n ; )(—I)J / ze MUTDE gy
7=0 0

1

+o0 )
Connaissant Pespérance de la loi E(A(j + 1)) on a : / re MiTDT 40 — N TEEEEEY)
0 A +1)

donc

p+1
1
7. (a) La formule du binéme donne : Z <p+ )(—1)k =(1+ (—1))'9—H donc

(b) e Pour p =1,

IR C R

=0

=1

| =

La propriété est bien vérifiée pour p =1

S N* tel A L=
e Soit p € N* tel que . - =

T =



p _1\J 1\ p—1 T
Z (?ii) ( 1)1 = ;—i)l + Z ((f) + (j i 1)) (343)1 Formule de la question 1)(b)

3=0 §=0
; ~1
_ zp: (p> S X ( p > (=1’
par V) J+1 = Jj+1)7+1
P ; P
P+ 1) (—1)7 1 , \ )
= Z . + Z - (Question 1)(a) et hypothése de récurrence)
jzo(j-i-l p+1 —k
_ 1 « (p+1>( 1+t il
p+1 = 7 Pt k
p+1 +1 ‘
or le résultat de la question 7(a) donne : Z (p ) >(_1)]+1 =1 et ainsi on a bien
. J
Jj=1
§=0 g+l =k

En conclusion on a bien :

p—1
our tout p € N*,
P P Z <J + 1)

b
\ |

1 1
8. Les deux questions précédentes donnent la relation : E(X(,)) = =3 Z T

et avec le résultat de la question 3)(c) il vient :

In(n)
E(X(n)) ~ by
9. On remarque que u, = i In(n) donc
k=1
1
Upt1 — Un ol In(n + 1) + In(n)
1 1
= In(1-
n+1 o ( n -+ 1>
x? 9 x?
or le DLy(0) de In(1 + z) est In(1 + z) 0TS + o(z*) donne —z + In(1 + z) ST
1 1 1
li =0 ¢¢ —— ~ — donc:
T ent1 2y 2n2
1
Unt1 = Un n—+oo  2n2
Appliquons le théoréeme de convergence pour deux séries.
o) ! oS0 et > ! d > ) est t
na: U, — Uy ~ L, = e — converge onc Up, — Upy1) €St convergente.
Yoo 2n2 2n? 2n? & i &

ce qui entraine :

Z(unﬂ — un) est convergente

n—1

10. Pour n € N*, Z(ukﬂ —ug) =u, —ur (somme télescopique)
k=1
or on vient de montrer que la série Z(un — Up41) est convergente donc

n>1

[ la suite (u,) est convergente |

6



11. e f est continue sur R et est & valeurs positives ou nulles.
“+o0
e Etudions l'intégrale / f(t) dt qui est impropre en —oco et 4o0.
—o0

On remarque que F : x — exp (—Aexp(—=x)) est une primitive de f sur R
de plus le théoréme de composition des limites donne lim F(z) =0et lim F(z)=1
T——00 T—+00

+oo
donc / f(t)dt converge et vaut 1.

— 00

En conclusion :

’ f est bien une densité de probabilité ‘

12. X; est & valeurs dans ]0; +o0o[, donc Y = In(X7;) est a valeurs dans R et pour y > 0,

PY <y) = P(—In(X1)<y)
= P(X1>=2e™)
= P(X;>e™Y) car X; est a densité
exp (—)\e_y) car X1 = EN) et e V>0

La fonction de répartition de Y est C'* sur R donc Y est & densité et en dérivant on obtient :

fryr— e Yexp (—)\e_y) est une densité de Y.

| Y =1In(X}) suit la loi de Gumbel. |

13. Soit = € R,
T\ X
pour n assez grand, (1 + —) = exp (n In (1 + 7)>
n n

T T
or nln(1+ — ~ n X —
n n—-+o00 n
— oz (Raisonnement vrai méme si x = 0)
n—-+oo

€T n
Pour tout x € R, (1 + 7) — €*

n n—-+oo

14. On note Z,, = X,y — In(n).
Pour x € R et n assez grand (),

P(Z, <x) = P(X(n) —In(n) <
+

= (1- ef(zﬂn(n))" d’aprés la question 5. et avec x +In(n) >0 (%)

. exp(—exp(=z))

— P <)

converge en loi vers Y qui suit une loi de Gumbel de parametre 1

donc ’(X(n) — ln(n))neN*




