BCPST 24 2025/2026

’ Correction de la feuille Cours_11_2 : Bases orthogonales. Bases orthonormales.

Ex 1 : Les familles suivantes sont-elles orthogonales ? (Il y en a plus que dans la feuille)

1) ((1,2,1),(1,0,-1)) (OUI) 7) ((1,-1,0,0),(1,1,1,1),(0,0,—1,1)) (OUI)

2) ((1,2,1),(2,-1 —1)) (NON) 8) ((0,2,2),(~2,1,—1),(2,3,—1)) (NON)

3 (1,2),(2,-1) (OUL 9) ((1,~1,0,0),(1,1,1,1),(0,0,~1,1), (1,1, ~1, 1))
4) ((1,2),(1,0)) (NON) (e 1)

5) ((1,2,1),(1,0,-1),(2,-1,0)) 0) ((1,- ), (1,1,1,1),(0,0,-1,1), (1,1, —1, —1))
6) ((1,2,1),(1,0,~1),(1,-1,1)) (OUT) (NO N)

Ex 2 : Les familles suivantes sont-elles orthonormales? (1l y en a plus que dans la feuille)

1) ((1,0,0),(0,0,—1)) (OUI) 7) (J5(1,-1,0,0),5(1,1,1,1), 75(0,0,-1,1))

2) ((1,0,1),(=1,0,1)) (NON) (NON)

3) ((1,2), (2, 1)) (NON) 8) (55(0,2,2), 5(=2,1,-1), =(2,3,-1)) (NON)

1) (£(1,0,2),(0,1,0)) (OUI) 9) (5(1,-1,0,0),5(1,1,1,1), 55(0,0, -1,1), 5(1,1, -1, ~1))
(OUI)

5) <%(1’2’1) 7(1 0, - )’%(2*1’0)) (NON) 10) (3(1,-1,1,-1), %(1,1,1,1),%(0,0,—1,1),%(1,1,—1,—1))

6) (5(1,2,1), 5(1,0,-1), =(1,-1,1)) (OUT) (NON)

Ex 3: 1) Les colonnes de M forment une famille orthonormale donc .
2) Les colonnes de M forment une base orthonormale de .45 1(R) donc .

3) On remarque que les colonnes de M forment une base orthonormale de .#, 1 (R) donc Dg D, =1,.

’ D,, est inversible et donner D;' = D, © ‘

Ex 4: Onnote F={(z,9,2) €R® |z +y+2=0}.
1) F = Vect((1,-1,0),(1,0,—1)) donc |dim(F) =2

libre

2) En cherchant un vecteur vérifiant  + y + z = 0 et orthogonal (1, —1,0) on trouve (1,1, —2).

[ ((1,—1,0), (1,1, —2)) est une base orthogonale de F |

3) En normant les vecteurs précédents on obtient :

(%(1, -1,0), %(1, 1, 72)) est une base orthogonale de F

Ex 5: 1) On remarque ((1,2,2); (0,—1,1)) est orthogonale donc

1 1
—(1,2,2); —(0,—1,1) ] est une base orthonormale de F'
<3( ) \/§< )>
2) Soit o € R, on note v = ug — auyq, ( Remarque F = vect(uy,v) )
u Lv <= <U1;(U2*OL’UJ1)>:O
= <upjuz > —a<up;u >=0
< Up; ug >
= o= car u; # Og
([l
e !
a= -
2
1 1 1
=(0,-1,1)—=(1,-1,0)= | —=,—=,1
= o= 01D - 5010 = (<5 5.1)



1 1
donc <(1,—1,0) ; (—2,—2;1>) est une base orthogonale de F.
1 1
or ( , ,1) (—=1,-1,2) donc
27 2
(1 (1,-1,0) ! (-1 12)> est une base orthonormale de F
— (1,-1,0); — (-1, —1, un rthonorm .
V2 V6

3) Soit a € R, on note v = ugy — auy,

( Remarque F' = vect(uq,v) )

up Lv <= <up;(ue—aup)>=0
= <upjug > —a<up;u >=0
< Uui; ug >
= o= car u; # Og
([ ]
— a—§
5
3 1 2
<~ 1,2,1 -(2,0,1) = 2, =
2n-Feon= (5.2 %)
1 2
donc <(2, 0,1); <—5 , 2, 5)) est une base orthogonale de F.
1 2 1
or (—57 2, 5) = 5(—1,10,2) donc

(s

1
2,0,1); —=(—1,10,2) | est une base orthonormale de F'.
@001 (1109)

Remarque :

<(2,0,1);(=1,10,2) >= ... =0 rg ( 2

st vous voulez vérifier ce résultat (au brouillon) :

1

-1 10

4) Une autre rédaction dans cet exemple simple.

Vect (u,us)

Vect
Vect
Vect

Vect< (1,0,0,0), — (0,1,1,1)>

((2,0,0,0), (1,1,1,1))
((1,0,0,0),(1,1,1,1))
((1,0,0, 0),(0,1,1,1))

<(1,0,0,0) ; ﬁ

1
(0,1,1, 1)) est une base orthonormale de F'.

5) Soit a € R, on note v = uy — auy,

( Remarque F = vect(u1,v) )

up Lv <= <ur; (ug—auy)>=0
= <upsus > —a<up;u; >=0
< Up; ug >
“— =— car uy # Og
[l
— Oé_1
]
1 2 4 2
<= =(1,1,1,1 1,-1,1,0)=(=, =, =, 1
L1y - 30110 = (3,52 01)
2 4 2
donc { (1,-1,1,0); 37503 1 est une base orthogonale de F'.
2 4 2 1
or|=,-,=,1)=2(2,4,2,3) donc
33 3 3
1 1
—(1,-1,1,0); —=(2,4,2,3) | est une base orthonormale de F'.
V3 33




6) (On peut reprendre la base de la question précédente, mais voyons ce que donne la méthode)

Soit a € R, on note v = ug — auyq, ( Remarque F' = vect(uq,v) )
up Lv <= <up; (ug—au)>=0
= <upzus > —a<up;u; >=0
< Up; ug >
— azlij car u; # Og
||
< 1
a=-
4
1 3 5 3 1
= v=(1,-1,1,00— =(1,1,1,1)= (=, -2, 2, =
U (7 77) 4(7’)) (47 4747 4)

3 5 3 1
donc ((1, 1,1,1); (4 SRR —4)) est une base orthogonale de F'.
3 5 3 1 1
or (4, _17 17 —4> = 1(3,—5,3, _1) donc

1 1
—(1,1,1,1); —=(3,—5,3,—1) | est une base orthonormale de F.
(2( ) 2\/ﬁ( ))

Ex6: 1) F={(z,y,2)€R?®|224+32=0}= {(=32,y,2) | (y,2) e R? }

F = Vect < (-3,0,2);(0,1,0) >

on remarque de plus que ((—3,0,2);(0,1,0)) est (une famille) orthogonale, donc

1
——(—3,0,2);(0,1,0) ] est une base orthonormale de F
),

2) F ={(2a+ 3b,a,2b) | (a,b) € R? } donc F = Vect < uj;uy >, en notant u; = (2,1,0) et uy = (3,0,2)
Soit & € R, on note v = uy — auq, ( Remarque F' = vect(uq,v) )

uy Lo <up; (ug —aup) >=0

<uUp;ue > —a<up;u; >=0
7<u1;U2>

Q—W Carul#OE

W
5

6 3 6
3,0,2) — 5(2, 170) = (57_5,2)

o1

—~

v =

donc <(2, 1,0); <§, fg, 2)) est une base orthogonale de F'.
3 6

1
or (5,5,2) = 3(37 76, 10) donc

1 1
—(2,1,0); —=(3,—6,10) ] est une base orthonormale de F'
(22105 1= 0.-6.10)

3) Ici on peut aller vite si on maitrise
F={(z,y,2) €R’ |z +y=0},
((1,-1,0),(0,0,1)) est une base orthogonale de F' (facile a vérifier) donc

1
((17 —1,0);(0,0, 1)) est une base orthonormale de F'

V2




