BCPST 24 2025/2026

’ Correction de la feuille Cours_11_2 : Bases orthogonales. Bases orthonormales.

Soit n € N*, on notera E [’espace vectoriel R™.

Ex 1 : Les familles suivantes sont-elles orthogonales ?

1) ((1,2,1),(1,0,-1)) 4) ((1,2,1),(1,0,-1),(2,-1,0))
2) ((1,2,1),(2,-1,-1)) 5) ((1,-1,0,0),(1,1,1,1),(0,0,-1,1),(1,1,-1,-1))
3) ((1,2),(2,-1)) 6) ((1,-1,1,-1),(1,1,1,1),(0,0,—1,1),(1,1,-1,-1))

Ex 2 : Les familles suivantes sont-elles orthonormales ?

2) ((1,0,1),(~1,0,1)) 5) (7<0 2 2%%( 2,1 —1) f( 3, —1>)
3) (%(1a072)7(0a1a0)) 6) (%(1 O)a%(lvlalal) %( 151)7%(1717_17_1))
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Ex3: 1) Onnote M= | 0 1. Calculer MTM.
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2) On note M = 76 2 0 —/2|. Calculer MTM.
“\1 —v3 2
3) On note D,, = 1 ol€ M, (C) Montrer que D,, est inversible et donner D~!.
0 0 1
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Ex 4: Onnote F={(z,y,2) R} |z +y+2=0}.
1) Quelle est la dimension de F'?
2) Déterminer une base orthogonale de F.
3) En déduire une base orthonormale de F'.
Ex 5 : Dans les cas suivants déterminer une base orthonormale du plan F =vect(u1,u2).
1) Dans R?, u; = (1,2,2) et ug = (0, —1,1). 4) Dans R*, u; = (2,0,0,0) et ug = (1,1,1,1).
2) Dans R?, u; = (1,—1,0) et ug = (0, —1,1). 5) Dans R*, u; = (1,—1,1,0) et uy = (1,1,1,1).
3) Dans R®, u; = (2,0,1) et ug = (1,2,1) 6) Dans R*, u; = (1,1,1,1) et up = (1,—1,1,0) .

Ex 6 : Déterminer une base orthonormale des plans vectoriels suivants.
1) Dans R®, F = {(z,y,2) €R® | 20 +32=0} .
2) Dans R, F = {(2a + 3b,a,2b) | (a,b) € R* }.
3) Dans R®, F = {(x,y,2) €R* |2 +y =01} .
4) Dans R*, F = {(z,y,2,t) €ER* |z +32+t=0 et 20 +y+2+t=0}.
5) Dans R*, F = {(2a + 3b,a,b,b) | (a,b) e R* }
6) Dans R*, F = {(z,y,2,t) €ER* |t =0 et 20+y=01}.

Ex 7 : Dans R®, on note uy = (2,0,1), us = (1,2,1) et F =Vect(u,us).

1) Déterminer une base (v1,vs) orthonormale de F.

2) Compléter la famille (v1,v2) par un vecteur vs de sorte que (v1, va, v3) est une base orthonormale de R3.



Ex 8 : On note & — ((1, 1,1),(1,1,0), (170,0)),
1) Montrer que 4 est une base de R

1 -1
2) On note u et v les vecteurs de R?® définis par : coordg(u) = [ 2| et coordg(v) = | 1
1 0

Quelle est la norme des vecteurs u et v?7 et que vaut le produit scalaire < u; v >7?

Ex 9 : On note & — (%(17 1,0), £5(1,-1,0), (0,0, 1)),

1) Montrer que % est une base de R®.

1 -1
2) On note u et v les vecteurs de R® définis par : coordg(u) = | 2| et coordg(v)= | 1
1 0

Quelle est la norme des vecteurs u et v7 et que vaut le produit scalaire < u; v >7?
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Ex 10 : DansR,u-(i,%) etv—(T,—i)

1) Justifier que Z = (u,v) est une base orthonormale de R?.
2) Déterminer les coordonnées d’un vecteur quelconque (,y) de R? dans la base %

3) Hlustrer graphiquement le résultat précédent en prenant plusieurs valeurs de (z,y).

V2
1) Montrer que % est une base de R

2) Déterminer la matrice de passage de la base canonique vers la base %

Ex 11: On note # — (%(1,2,1), 1(1,0,-1), %(1,4,1)),

3) Déterminer la matrice des coordonnées de u = (1,1, 1) dans la base 4.

1 2
4) On note v et w les vecteurs de R définis par : coordg(v) = | 1| et coordg(w)= |1
1 0

Quelle est la norme des vecteurs v et w? et que vaut le produit scalaire < u; v >7?

Ex 12 : 1) Dans les cas suivants déterminer une base orthogonale du plan F =vect(uy,us).

a. Dans R?, u; = (0,1) et ug = (3,1).
b. Dans R*, u; = (1,2,2) et up = (0,1,1).

2) Dans les cas suivants déterminer une base orthonormale du plan F =vect(uy,usg).
a. Dans R®, u; = (1,2,2) et uy = (0,—1,1).
b. Dans R*, u; = (1, -1,0) et ug = (0, -1, 1).

3) a. Ecrire une fonction Python ps(u, v) qui renvoie le produit scalaire de u et v
b

. Ecrire une fonction Python base_orthogonale(u, v) qui pour deux vecteurs non colinéaires u, v
donnés en argument, renvoie une base orthogonale de F' = Vect < u,v >.

c. Ecrire une fonction Python base_orthonormale(u, v) qui pour deux vecteurs non colinéaires u, v
donnés en argument, renvoie une base orthonormale de F' = Vect < u,v >.

Ex 13 : On note F le sous-espace de R? engendré par les vecteurs :
up = (1,1,1,1) ug = (1,1,2,4) uz = (1,2,—4,-3)
e On note v; = uy.
1) Déterminer le réel « tel que : (uz — avl) 1 .
e On note v9 = ug — awy.
2) Déterminer les deux réels « et g tels que : { Ezz : ZZ}; : 223 i Zl
e On note vz = uz — avy — Pus.
3) Montrer que la famille (v1, va,v3) est une base orthogonale de F.

4) Déterminer une base orthonormale de F.

Ex 14 : En s’inspirant de Ex 13 montrer que tout sous-espace vectoriel de R™ posséde une base orthogonale.



