BCPST 24 2025/2026

’ Correction de la feuille Cours_11_3 : Diagonalisation et théoréme spectral.

1 11
Ex 1 : Faisons I’étude complete pour M = M3 = |1 1 1 Exercice fait par Mathis au tableau.
1 1 1

1) M est réelle symétrique donc | M est diagonalisable ‘

2) e M est de rang 1 donc 0 est une valeur propre de M et dim(Eg(M) =2  (théoréme du rang)

1 1
e On remarque que M [ 1| =3 | 1| donc 3 est une valeur propre de M et dim(E5(M) > 1
1 1
de plus M est une matrice 3 x 3 donc il n’y a pas d’autre valeur propre (et dim(E5(M) =1 ) et
[Sp(31) = {0:3}
1 0
3) o dim(Eg(M) =2 et 1|11 est une famille libre de deux vecteurs de Ey(M) donc
0 -1
1 0
115 1 est une base de Ey(M)
0 -1
1
e dim(FE3(M)=1et [ 1] est un vecteur non nul de E3(M) donc
1
1
1 est une base de E3(M)
1

4) L’étude précédente montre que : (justaposition des bases des Ex(f)) :

1 1 0
1):1-11;1 1 est une base de .#3 1(R) formées de vecteurs propre de M,
1 0 -1
1 1 0 3 00
Donc en posant Q=1 -1 1 ona: @ inversible et M=Q |0 0 0]|Q!
1 0 -1 v 0 0O

c’est une base

de vecteurs propres de M

5) Déterminons une base orthonormée de chaque sous-espace propre.

1 1
1
. 1 est une base de F3(M) donc 7 1 est une base orthonormée de Es(M)
1 1
1 0
e En notant (u,v) = 1] 1
0 -1
Eo(M) = Vect(u,v)

= Vect(u,v — au)



et

ulv—ou <= <ul|v—oau>
= <ul|lv>-a<u|lu>=0
<ulv>
= a=—-——7-"
[lull
<~ 1
a=—=
2
0 1
1
— v—au=|1 —i—§ -1
-1 0
1
2
= v-au=| 3
—1
1 1
donc —1];( 1 est une base orthogonale de Ey(M)
0 -2
R
et ainsi —-1];—=1 1 est une base orthonormale de Eq(M)

V2o ) VB \-

En juxtaposant les bases on obtient :

1 1 1
1 1 1
—|1];—=(-1];—=1] 1 est une base orthonormale (de .#51(R) formée) de vecteurs propres de

M.

1
V2 3 0 0
Autrement dit : en posant P = % % % ona:| P inversible et P"'=P" et M=P|0 0 0| P!
1 0 =2 c’est une base orthonormale 0 00
V3 6
de vecteurs propres de M

Pour les autres je ne fais pas les premiéres questions :

e Matrice M. (Fait par Lucas au tableau)

-1 0 2
Sp(Ml):{—1,0,2} E_1(M1)_Vect<< 1 )> Eo(Ml)_VeCt<< 1 )> et EQ(Ml)_VGCt<<1>>
1 -1 1

-1 0 2
1501 511 est une base de .3 1(R) formées de vecteurs propre de M,
1 -1 1
-1 0 2 -1 0 0
Donc en posant Q=1 1 1 1 ona: Qinversible et M=Q[ 0 0 0]|Q!
1 -1 1 c’est une base 0 0 2
de vecteurs propres de M
1 0 2
On (remarque/sait) que 111 |11 est une base orthogonale donc
1 -1 1

-1 0 2
1 1 1
— |1 ];—=11];—=[1 est une base orthonormale de vecteurs propres de Mj.
(ﬂ(1>ﬁ(1>ﬁ<l)> o 1



=1 0 Z
V3 V6 -1 0 0
Ainsi en posant P = \%3 % % ona:| Pinversibleet P"'=P" et Ms=P| 0 0 0|P!
1 =1 1 c’est une base orthonormale 0 0 2
V3 V2 V6
de vecteurs propres de M3
e Pour My. (Juste la réponse) Exercice fait par Nokomie au tableau.
1 1 1 -1 0
En posant P = — ona P~ '=PT et M4:P< )P‘1
V2 -1 1 0 5

e Pour Mjs. (Juste la réponse)

2 2
I 10 0 0
Enposant P=| -2 0o %5 ona P'=PT e My;=P| 0 1 0 | P!
2 1 4 0 01
3 V5 35
e Pour M. (Juste la réponse)
1 0 0 0
0 L __1_ 2 9 0 0 0
V2 3v2 3
Enposant P=1| 1 1 _2 ona P'=PT e Mg=P 09001 p
o 0 0 00
4 1

La suite n’est pas corrigée.



