BCPST 24 2025/2026

’ Correction de la feuille Cours_13 : Couples de variables aléatoires discretes.

Correction de EX 1.

1) Les valeurs prises par X et Y sont : X (02) = {3;4;5} et Y (©2) = {0;1;2; 3}.
On notant Z = (X,Y), Z(Q2)=1{(3,0),(3,3),(4,1),(4,3),(5,2),(5,3)}.

Pour justifier les probabilités on utilisera les notations suivantes : PPF P : ”obtenir pile-pile-face-pile”

X =8Ny =0/ = FFF done P(X =3]n[Y =0) = ¢
X =8Ny =3 = PPP done P(X =8]N[Y =3) =
(X =4)n[Y =1] = PFFFUFPFFUFFPF donc  P(X =4[y =1)) =
[X =4)n[Y =3 = FPPPUPFPPUPPFP donc  P(X =4[y =3)) = -

[X =5]N[Y =2 = PPFFFU..UFFPPF donc P([X:5}O[Y:2]):3%

[X =5]N[Y =3] = FFPPPU..UPPFFP donc P([X:5]m[Y:3]):3%

En résumé :
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Une autre rédaction (plus rigoureuse).

On note F, : ”le k®° lancer donne face”

e [X=3]N[Y=0=FRNFKnNF; doncP([X =3]N[Y =0]) = P(F\)Pp, (F;)Prnp, (F3)

on montre de méme P([X =3]N[Y =3]) =

o X=4NY=1=(FNFKRNFKNF)U(FINF,NFsNF)U(FiNF,NF3NFy)

3 événements deux i deux disjoints tous de probabilité =

donc  P(X =4]n[Y =1]) = %

on montre de méme P(X=4]NnY =3])=—

o (X=5NY=2=(FiNFoNFNF,NF;)U---U(FLNF,NF3NFyNF)

(3) événements deux & deux disjoints tous de probabilité -
6

donc P([X =5]N[Y =2]) = e

on montre de méme P([X =5]N[Y =3]) = =



2) On peut retrouver les lois marginales avec la loi conjointe en utilisant la formule des probabilités totales.

On peut le résumer dans le tableau suivant :
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La loi conjointe de (X,Y") et le théoréme de transfert donne :
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Or on sait que : cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) donc cov(X,Y) = 6~ % X ?—2

. ; . 39
La covariance de (X,Y) est égale a 198

Correction de EX 2.
On note : S : 7 un succes a la kieme épreuve et E,” :

2

un échec a la kieme épreuve”.

Soit k1 et ko deux entiers

Si 1< k1 < kg alors P((X = k‘l) N (Y = /{ig)) = P( EiNn..nN Skl ﬂEk1+1 n...N Skz) = qkl_1 X p X qkz’_kl_1 X p

que des E; que des E;
Sinon P((X =k1)N(Y =ks)) =0
La loi conjointe du couple (X,Y) est :

[(X,Y)(Q) € (N) et V(ki, ko) € (N)?, P((X = k1) N (Y = ks)) = ¢ 2 p* Ly, iy

X est le rang du premier succes lors d’une succession d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes donc

X suit la loi géométrique de parametre p

Pour trouver la loi de Y, on utilise la formule des probabilités totales :



pour k > 2,

n=1

+o0
S B((X =

n) N (Y = k)

“+o0
= qu72p2 1n<k
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_ qu—QpQ
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= (k—1)¢"?p°

’ Y(Q) =[2;4+00] et

pour tout k > 2

, P(Y =k) = (k= 1)¢" ]

Extrait de la correction de la Feuille_ Exo_9 donnant la loi de la somme de deux géométriques indépendantes

de parametres p.

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de parametre p et Z3 =X +Y.
On sait que : X() =N* et Y () =N donc Z3(Q) C [2; +oo],

et en appliquant la formule des probabilités totales avec le systéme complet : ([X = k])ren,

P([Z3 = n])

+oo
Y P(X =kN[X+Y =n])
k=1
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> X" p x 1y g
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(n—1)p*q"

car X et Y sont indépendantes

[ Z5(2) = [2; +o0[ et pour tout n € [2; +o0],

P([Zs =n]) = (n—1)p*q"* |

Ex 7:

Premiere approche :

(On retrouve bien, la loi de Y de Uexemple EX 2)

(Ce n’est pas celle que nous avons fait au tableau)

On utilise le modele : Q = {1,2,3}3 et P uniforme. (card(Q) = 33 = 27)

Le triplet (7,7, k) correspond au résultat :

la boule 1 dans le tiroir 7, la boule 2 dans le tiroir j et la boule 3 dans le tiroir k.

1) (ce n'est pas une rédaction pour un écrit, c’est trop long).

On commence par indiquer les valeurs de N et X7 et les couples impossibles dans le tableau suivant :
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1 00
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1
On remarque que X7 suit la loi binomiale de parametres (3 ; 3> on peut alors compléter le tableau avec la

loi de X et certaine case du tableau de la loi conjointe :
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[N =1]N[X1 =0] : les trois boules sont toutes dans le tiroir 2 ou toutes dans le tiroir 3, donc :
[N =1n[X; =0]={(2,2,2),(3,3,3)}

donc

27
on complete alors le tableau :
M* Lo | 1] 2] 3
2 1
! 27 0 0 27
6 6
2 27 27
3 0 0
8 12 6 1 1
27 | 27 | 27 | 27

[N =3]N[X1 =1] : les trois boules sont répartis dans les trois tiroirs,

IN=3]Nn[X; =1] = {(1,2,3), ..., (3,2,1)}

permutations de {1, 2,3}

3!
P(IN=3Nn[X;=1]) = —
(IV=3nxi=1) =
On peut alors compléter entierement le tableau :
Mo | 1] 2] 3
2 1 3
Pl | Y |
, |68 6], [
27 | 27 | 27 27
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3 o7 0 0 o7
8 12 6 1 1
27 | 27 | 27 | 27

Une autre approche : (celle utilisée au tableau)
On utilise les notations suivantes :

e U, : La premiere boule dans le tiroir T},

e D; : La deuxieme boule dans le tiroir T3,

e T} : La troisieme boule dans le tiroir 7;.



Ce qui permet de traduire les différents événements associés au couple (N, X7) :

P(N=1,X;=0) = P((U:ND2NT2)U(UsND3NTs))

P(UsnNDyNTy)+ P(Us N DsNT3) (incompatibilité)

P(Us)P(D9)P(Ts) + P(Us)P(D3)P(T5) (indépendance)
1 1

A

2) On remarque que P([N =1]N[X; =1]) =0 +# P([N =1]) x P([X1 = 1]) donc

’ Les variables N et X ne sont pas indépendantes ‘

3) Le théoréme de transfert donne :

E(NX;)=1x3 DV RV A VP VL AP SV VL
=1x3x— x1x — X 2 X — X1 X —=——
! 27 27 27 27 9

1 3 18 6 19
Xy—)%(?),g) donc E(X;)=1 et E(N)—1><2—7+2><ﬁ+3><ﬁ_§

or cov(N,X;)=FE(NX;)— E(N)x E(X;) donc :

[ cov(N, X;) =0 |

Remarque : C’est un exemple de couple de variables aléatoires non corrélées et non indépendantes.

Correction de I’Ex 8 : (Nous ne l’avons pas fait en classe.)
1)
PO = V()\X + Y)
= MNV(X) 42X cov(X,Y) +V(Y)

et comme V(X) # 0, P est un polynéme de degré 2.
Son discriminant est : A = 4cov(X,Y)? — 4V (X)V(Y),

’ A =4(cov(X,Y)2 - V(X)V(Y)) ‘

2) P(\) est la variance d’un variable aléatoire donc Vz € R, P(z) > 0,
donc P a au plus une racine réelle et ainsi A < 0 ou encore

lcov(X,Y)2 < V(X)V(Y)]

3) En utilisant les notations des questions précédentes :

(cov(X,Y))> = V(X)V(Y) A=0
P possede une racine réelle car A <0
Mer: V(AX+Y)=0

FJAeR: AX +Y est quasi-certaine

N ER*: P(AX+Y =0]) =1

J(a,b) eR*: P([Y =aX +0]) =1

[ A A

| (cov(X,Y)’ =V(X)V(Y) < 3J(a,b)eR? P(Y =aX +0])=1]

4) Soit (a,b) € R* tel que P([Y = aX +8]) =1
on a donc Y — aX qui est quasi certaine égale & b donc E(Y —aX) = b et ainsi [b =E(Y) — aE(X)|

— 2cov(X,Y)

de plus précédente montre que —a est la racine double de P ce qui donne —a = V(X)



(expression de la racine double)

cov(X,Y)
V(X)

ou encore | a =

On peut faire autrement :

Y — aX et X sont indépendantes car Y — aX quasi-certain donc cov(X,Y —aX) =0

cov(X,Y)
V(X)

on retrouve bien a=




