BCPST 24 2025/2026

’ Correction de la feuille Exo_26 : Orthogonal d’un sous-espace vectoriel de R™ et projection orthogonale. ‘

1-2\" (-3 —0
Ex 1: 1) on cherche v = (z,y) tel que u—v € F* et v € F ce qui équivaut au systeme : 2—y 2 )
2043y =0
3 —2y=-1 T=—7Z

or e
2z 43y =0

BERE

3 2
Le projeté orthogonal de u = (1,2) sur F' est le vecteur v = < )

1
2) (non corrigé) La réponse est : §(_1’2’ -1)

Ex 2 : Soit A € #,(R),
1) D’une part : le théoréme du rang donne dim(Im(A)) + dim ((Ker(A))) = n
D’autre part : une propriété de I'orthogonal donne dim(Ker(A)) + dim ((Ker(A))J‘) =n

par soustraction membre a membre on obtient bien :

dim(Im(A)) = dim ((Ker(A))L)

2) (non corrigé)

3) (non corrigé)

Ex 3 : 1) Dans la base canonique Mat(f o f) = Mat(f)Mat(f) = % (1 1>

donc

fof=Ff

1 1
Im(f) est 'espace engendré par I'image d’une base donc Im(f) = Vect (2(1, 1); 5(1, 1))

[ Im(f) = Vect ((1,1)) on note F =Im(f) |

F* est Pensemble des (z,y) orthogonal & (1,1) donc F*+ = Vect ((1,—1))
u = (z,y) appartient ker(f) équivaut & f(z,y) = (0,0) ou encore z +y =0

’ Ker(f) = Vect ((—1,1)) on remarque F+ =Ker(f) ‘

En conclusion :

| f est la projection orthogonale sur F' = Vect ((1,1)) |

2) Dans la base canonique :

L[5 4 =2\ (5 4 =2\ /(5 4 -2
Mat(fo f)=Mat(f)Mat(f)=5 | 4 5 2 o4 5 2 )=c|4 5 2 |=Ma(f)
-2 2 8 -2 2 8 -2 2 8
donc
fof=1Ff

Im(f) est I'espace engendré par I'image d’une base donc :

Im(f) = Vect (;(5,4,—2), %(4,572), é(_2’2’8)>



et en simplifiant, on obtient :
Im(f) = Vect((1,1,0),(0,0,1))

’ Im(f) = F = Vect((1,1,0),(0,0,1)) ‘

F+ est I'ensemble des vecteurs orthogonaux & (1,1,0) et (0,0,1) ce qui donne le systeme
r+y=20
z=0

F+ = Vect((1,-1,0))

donc :

u = (x,y, z) appartient a ker(f) équivaut a f(z,y,z) = (0,0,0), ou encore :

dr+4y —22=0
dx +5y+22=0
—2x4+2y+82=0

ce qui donne :
ker(f) = Vect((1,-1,0))

ker(f) = F*

En conclusion :

’ f est la projection orthogonale sur F' = Vect((l, 1,0), (0,0, 1)) ‘

Ex 4 : (non corrigé)
Ex 5 : Soit p une projection orthogonale sur F' un sous espace vectoriel de R™.
On rappelle que pop = p, Im(p) = F et Ker(p) = FL.
1) Soit X € sp(p,.), et u un vecteur propre de p, associé a A
on a donc p,(u) = M et p, (p.(u)) = Nu,
comme p,. 0 p, = p,., il vient Au = \?u ou encore (A\* — \)u = Og
on sait de plus que u # 0g, donc A2 — X =0 et ainsi A = 0 ou A = 1.

’ sp(pr) € {0,1} ‘

Dans la suite on considére que F # {0p} et F #R® de sorte que : sp(p,) = {0,1}

2) D’une part : ker(p,) = Eo(p,)
d’autre part : Yu € F, p.(u)=u ona: Im(p,)C Ei(p,) et dim(Im(p,)) < dim(E1(p,))
donc dim(Ey(p,.)) + dim(E1(p,.)) = n
or on sait que : dim(Eo(p,)) + dim(E1(p,)) < n
donc dim(Ey(p,.)) + dim(E1(p,.)) =n et ainsi : | p, est diagonalisable]

Remarque : on a montré ci-dessus que Im(p,.) = F1(p,.)

En notant %; une base orthonormale de Im(p,.) et %> une base orthonormale de ker(p,.)

sachant que ker(p,.) = Im(p,.)*, on obtient & = (%,, %2) une base orthonormale de R™.

1 0 ... ... ... 0
0
dans cette base la matrice de f est !
0
0o ... ... ... 0 O

p, est diagonalisable dans une base orthonormale.




3) M est diagonalisable dans une base orthonormale donc ’ M est symétrique ‘

(En effet : Si M = PAP" alors M = M")
et on a p, op, =p, donc

On peut remarquer que la trace de M est égale a la dimension de F.

Ex6: eoF]

1) F={(z,y,2) R’ |z +y—2=0}={ (~y+2y2) | (x,y) € R® } = Vect < (-1,1,0),(1,0,1) >
or ((—1,1,0),(1,0,1)) est une famille libre donc :

[ ((=1,1,0),(1,0,1)) est une base de F |

F={(2,y,2) €R*|a+y—2=0} = (Vect < (1,1,—1) >)" et (1,1, -1) # (0,0,0) donc

’ ((1,1,—1)) est une base de F* ‘

< > 1
2) F = Vect < (—1,1,0),(1,0,1) >= Vect < uj,ug —au; > et uy L (ug—au;) <= a= < wfuz > =—=
— — < Ul‘ul > 2
U ()
11
((-1,1,0), (5, 2 1)) est une base orthogonale de F
(e1, e2) (1(110)1(112))‘5 base orth e de F
e, e2) = | —=(-1,1,0), —(1,1, est une base orthonormale de
F+ =Vect < (1,1,-1) >
1 1L
(es) = | —=(1,1,—1) ) est une base orthonormale de F'
V3
3) Premiére approche. En utilisant la base orthonormale de F+.
Pour tout v = (x,y, 2),
pre(u) = <u;ez>es
1 1
= {(z,y,2); —=(1,1,-1 >— 1,1,-1
(o205 = (0,1, =1)) 2 (1,1, 1)
= M(l,l,fl)
3
r+y—=z
N L1 1 -1 ([2
donc Coordg, (pr+((z,y,2))) = Ly e T S| y
¢ 3 3
3
1 1 -1
1
donc  Matg, (pr1) = 3 1 1 -1
-1 -1 1
de plus Matg, (pFL) = I3 — Matg, (pFL) donc
1 2 -1 1
Matz, (pr) = 3 -1 2 1
1 1 2
Deuxiéme approche. En utilisant la base orthonormale de F.
Pour tout u = (z,v, 2),
pr(u) = <uj;er>er + <ujey>ey
1 1
= §<(l’,y7 Z); (_17 1; O)>(_17 170) + 6<(xay7 Z); (L 17 2)>(1a 17 2)
T—y 1 z+y+2z

1
donc Coordg, (pp((x, Y, z))) =5 | +y |+ A +y+2z
0 2z 4+ 2y + 4z



Matv@c(pp) = % —1 2 1

Troisiéme approche. (colonne par colonne)

pr((1,0,0)) = < (1,0,0); e1>e; + <(1,0,0); e3> e9

= %<(170,0);(—1,1,0)>(_15170)+é<(17070);(17172)>(171’2)
- 7%(717170”%(171,2)
_ é@,,m)

1
donc la premiére colonne de la matrice est 3 -1

1 1
de méme pp((0,1,0)) = 5(—1,2,1) et pr((0,0,1)) = §(1’ 1,2)

on peut alors conclure :

(2 11
Mat g, (pr) = 3 -1 2 1
1 1 2

4) En juxtaposant les bases de la question 1) on obtient une base de R?
(On pourrait étre amené a le démontrer)

En notant #; = ((-1,1,0),(1,0,1), (1,1,-1) ),
—_———

(u1,uz) base de F' (u3) base de F*
1 0 0
Mat , (pF) =({0 1 0
0 0 O

En effet : comme uy et ug € F donc pp(ui) = uy et pp(ug) = ug et ug € F* donc pr(us) =0g

5) En juxtaposant les bases orthonormales de la question 2) on obtient une base orthonormale de R3

1 1 1
En notant %2 = <\/§(—1, 170), %(17 1, 2), %(1, 1, —1)>,

100
Mat g, (pr) = [0 1 0
00 0

’Pp est diagonalisable dans une base orthonormale. ‘

o Iy (Je ne réponds qu’auz questions 3) et 5) comme si on nous les avait posés directement).

1
(—(17 2, 1)) est une base orthonormale de F.

V6
1 1 2
Pour tout (z,y,2), pr((z,y,2))= <(x7y,z); %(1,2,1)>%(1,271) = w(l,ll)
1 1 21
Mats, (pr) = 5 [2 4 2
1 21
1

Fr={(z,y,2) eR® |2 +2y+2=0} :Vect<%(1,—1,1),5(1,0,—1)>

base orthonormale de F+

En juxtaposant les bases orthonormales on obtient une base orthonormale de R? formée de vecteurs propres
de pPFr,
1 1 1

1 0 0
en notant % = ((1,2, 1), —=(1,-1,1), —=(1,0, —1)), Matg(pr) =0 0 O
V6 3 2 r) 00 0



Ex7:
Ex 8 :

Ex 9:

(non corrigé)

avy +bvg = p,(u) <= u— (av; +bvy) € F*
u— (avy +bvg) L vy
{ u— (avy + bug) L vy
< u— (avy + bvg)|vy >=0
{ < u— (avy + bvg)|vg >=0
<ulvy >=a<wv vy >+b<vg|v >
<ulvg>=a<wvy|vy>+b<uvy|vg >
<wvilvy > <wplvg > a <ulvy >
< =

<wvglvr > <wylvug > b <u|vg >

on remarque que

<wv vy >=mn < v |vg >=nx <1)2|’()2>:’ﬂ? <u|vy >=ny

on obtient le systeme :

o ) ()= () = (¢ 2)(6)- (@)

a+ zb=74

— _ — __
Ta+22b=Ty
a+zb=y
(22— (@)*)b=T7 — 77

72 =7 @y

et cov(z

on définit : (variance empirique de la série (z;))

,Y) =Ty — TG (covariance empirique de la série double (x;,y;))
comme on a supposé que la famille (v1,vs) est libre on peut montrer que o2 # 0

On obtient alors :

(non corrigé)

< ulvg >=nTY

LQ — L2 75.[/1



