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’ Fiche de synthese : Régression linéaire ‘

Cette feuille regroupe 'essentiel de ce que nous avons vu sur les sujets MMI 2017 et 2019 dans la feuille 24
d’informatique.

Cette notion apparait dans plusieurs chapitres du programme de mathématiques :
- Cours de statistiques : Coefficients de la droite de régression linéaire d’une série double de données.
- Projection orthogonale : Calcul de la distance d’un vecteur u & un plan Vect(vq, va).

- Fonction de R? dans R : Calcul d’un point critique de (a,b) — F(a,b).

Objectif :
Déterminer le meilleur ajustement affine au sens des moindres carrés du nuage de points :

((z1,11), (2,Y2)5 ooy (Tny Yn)) (on suppose que les x; ne sont pas tous égauz)
Autrement dit :

n
on veut trouver la droite d’équation y = a + bz qui minimise la somme Z ri2 ou les r; sont définis sur

=1

la figure ci-dessous :
Y
M,
. y=a+bx
|

Ni(xi,a + bx;)

ri = MiN; = |y; — (a + bx;)|

Notations usuelles :
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02 =22 —(z)* (variance empirique de (z;)) et cov(z,y) =TJ— Ty (covariance empirique de (z;,v;))

Remarque : les x; ne sont pas tous égaux donc ai # 0.

Résultat fondamental

cov(z,
Les coefficients de cette droite appelée droite de régression linéaire sont : b = # et a=y—>bx
UJE

e Premiere approche.

On note u = (Y1, s Yn), v1 = (1,...., 1) et vg = (21, ...y p)
(la famille (vi,v2) est une famille libre car les x; ne sont pas tous égauzx)

on note H le plan vect(vy,vs).
Remarque : J’appelle ici ce plan H et non F pour éviter les confusions avec la fonction F'.
On sait que la distance de u & H est le minimum de {||u —avy — bua|| | (a,b) € RQ} et ce minimum est

atteint lorsque avy + bug est le projeté orthogonal de u sur H.

n n

Or, pour tout (a,b) € R?, |lu — av; — bvg||* = Z (yi — (a+ b:ci))2 = er
i=1 i=1



n

Ainsi, minimiser Z 2 revient & projeter u sur H. Autrement dit trouver (a, b) tel que : py(u) = avy + buy
i=1

avy +bvg = p,(u) <= u— (av; +bvy) € H*
u— (avy + bvg) L vy
{ u— (avy + bug) L vy
< u— (avy + bvg)|vy >=0
{<u (av1 + bug)|vy >=0
<ulvy >=a<vi|vy >+b<wvz|v >
<
<ulvy >=a<wv|ve>+b<vg|vg >
<wvp|vr > <wvp|ug > a <wulvy >
< =
<wvylvy > <wylve >/ \b <ulvy >

on remarque que

<wv|vy >=n <wvp|vy >=nT < v |vg >=na? <u|vy >=ny < ulvg >=nTY

on obtient le systeme :

(e 1) (2) = ()

L2 — LQ —.le

On obtient alors (car o2 # 0) :

e Deuxieme approche.

On définit F': (a,b) — Z (yi — a — bx;)?,
i=1

n
On remarque que F'(a,b) = Zr?, on cherche donc a et b tels que F(a,b) est minimal.
i=1
La premiére approche justifie que F' admette un minimum donc on cherche le(s) point(s) critique(s) de F.
n

F:(a,b)— Z (yi —a— bl’i)Q est polynomiale en a et en b donc elle admet des dérivées partielles.
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