BCPST 24 2025/2026
’ Correction de la feuille Exo_23 : Inégalités. Loi faible des grands nombres.

Ex1: 1) a. F, est le nombre d’électeurs pour A divisé par le nombre d’électeurs sondé donc

1 n
:ﬁ;Xk

b. La linéarité de l'espérance donne E(F},) Z E(Xy) donc | E(F,)=p

1 n
L’indépendance des X}, donne V(F,,) = = Z (X)) done | V(F,) = ——=
k=1

1
L’étude de la fonction  — 2(1 — x) donne 'inégalité usuelle p(1 — p) < g onen déduit que :

1
V(F,) —
(Fn) 4an
2) a. F, admet une espérance et une variance donc on peut appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
V(F,
pour tout t > 0, P(|F, — B(F,)| >t) < (th)

1
oron a V(F,) < i donc

1
pour tout ¢ > 0, P(|F, —p| >1t) < e

b. On déduit de la question précédente que pour tout ¢ > 0, ]P’(|Fn —p| < t) >1-

) ) 95
donc en prenant t = \/>, on obtient : P [ |F, — p| < \/>
n ~ 100

/5 /5
F, — 1/ —:;F, +1/—| est un intervalle de confiance au niveau 95% de p
n n

Ant?

3) a. On est dans les conditions d’application du théoréme central limite donc F; converge en loi vers une
variable aléatoire suivant la loi N'(0,1) donc liril P(|E;| <2)=29(2) —
n—-+0o0o

F, — —
pona:P(|FZ<2):P(Fn_p|<2 P(lnp)>
\/ﬁ

et d’autre part 20(2) — 1 ~ 0,9545 > 95%

on obtient bien :
lim IP(|F —p| < 2¢/2R) P>> > 0,95
n—+o0o

Or d’une part comme F); =

1

1
b. comme p(1 —p) < 1 alors nli)rfooIP’ (|Fn —p| < \/ﬁ) > 0,95
[ 1 1] . X
pour n assez grand, |F,, — —; F,, + — | est un intervalle de confiance & 95% de p
i vn V|

4) On utilise les deux intervalles obtenus aux questions 2) et 3).

a. Pour n =100, on a fi90 = 0,52.

— Avec la question 2), on obtient :

5 5
fioo =/ 705 ¢ Fio0 + ,/1001 _ [0,52 — /005 052+ \/0,05} — (0,296 ; 0,744]




Ex 2:

Ex 3:

— Avec la question 3), on obtient :

{flOO - \/%

Le second intervalle est nettement plus précis que le premier.

5 fio0 +

1
i

b. Pour n = 10000, on a f10000 = 0,52

— Avec la questlon 2), on obtient :

— Avec la question 3), on obtient :

1
{fmooo ~ 710000

5 fro000 +

1
v 10000}

La encore, le second intervalle est plus précis.

Commentaire général :

= 10,51 ;

=[0,52—0,1; 0,5240,1] =

0,53]

4 424
J10000 — \/10000 f10000+\/10000] [0,4976 ; 0,5424]

0,42 ; 0,62]

Les deux intervalles de confiance sont valables au niveau 95%, mais ils ne reposent pas sur les mémes outils.

— L’intervalle obtenu avec Bienaymé-Tchebychev est toujours valable, sans hypothese supplémentaire sur

la loi, mais il est treés large

: il donne une estimation peu précise de p.

— L’intervalle issu du théoréme central limite est beaucoup plus précis (plus resserré), mais il repose sur

une approximation asymptotique

— Lorsque n augmente, les deux intervalles se resserrent (en 1/y/n) :

: il est pertinent seulement pour n suffisamment grand.

I’estimation devient plus fiable.

— En pratique, on privilégie 'intervalle issu du TCL, car il est nettement plus informatif, tandis que
1 7inégalité de Tchebychev sert surtout a garantir un résultat sans hypothese.

1) C’est une question de cours :

E(X)=5 et V(X)=

2) X admet une variance donc on peut appliquer l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

ce qui donne :

3) On sait que : [|Xf5| 24] = [Xg 1}

donc P(|X =5/ >4)=P(X =0)+ P(X =1)+ P(X =9) + P(X

Cette expérience est constituée de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes, le succes :

Vit > 0, P(|X—E(X)|>t><a
t2
5
P|Xx-5/>4)<> (~0,16)
32
ou {X>9} et X(Q) = [0;10].
=10) =2

1
a un ordinateur” a pour probabilité 3

1
En notant X,, le nombre de sondés ayant un ordinateur, on a X,, — % (n, 2)

la proportion de sondés ayant un ordinateur est : Y,

De plus : P ([Yn €048, 0,52[})

Xn o
= — et ainsi :
n
1
— P(|Yn - 0,5| > 0,02)

1

"I'individu



Ex 4 :

et I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne :

V(Ya)
P(lY, — E(Y,)| =2 0,02) <
(Y — B(¥)| > 002) < 5 %
On obtient donc
1
P ([Yn €]0,48 , 0,52[}) > 1- .
4n x 0,02
_ 1
I1 nous reste a trouver le premier n pour lequel ——— < -
4n x 0,022 2

] Y, se trouve dans l'intervalle 10,48, 0,52[, avec une probabilité supérieure & 0,5 pour n > 1250

X suit loi M(0,1) donc X admet une espérance E(X) = 0 et une variance V(X) = 1, en appliquant I'inégalité
de Bienaymé-Tchebychev on obtient :

1
Ve>0, P(X|>2)< ()
or pour x > 0,
P(X|>2) = 1-P(X| <)
= 1-P(X|<2) (car X est a densité)
(

= 1—(®(z) —®(—2)) en notant ® la fonction de répartition de la loi N'(0,1)

z V2T

En reprenant 'inégalité (x) il vient bien :

) tooo 1 2 1
Pour tout réel z > 0, —c 2 dt < — 3

z V2T x




