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1.1 Définitions. vocabulaire. notation.

Définition

Soit m un entier naturel non nul et (4, )n>m une suite de réels.

n
Etudier la série de terme général u,, signifie étudier la suite (Z uk> (on note (Sn)n>m cette suite)
n=m

k=m >
La série de terme général u,, est notée : Z Up,-
nzm
n
e Les S, = Z uy, sont les sommes partielles de la série Z T
k=m n>m

e Dire que la série Z u, est convergente signifie que (5,,) est convergente.
n>=m
e Si (S,,) est converge vers le réel ¢ alors £ est appelé somme de la série Z Up, -

n=m

—+o0

et dans ce cas on note : E up = lim S, (=¥
fa n—+o00

=m

e Dire que la série Z u, est divergente signifie que (S,,) est divergente.

n>=m
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Exemples :
n 1 1 1 n n
IDSERINED SURNE' DESRID pl EIt g B SRR D o
n=0 n=0 n>1 n>1 n>1 n>1
En pratique : Pour étudier la nature d’une série :
n
- on étudie la convergence de la suite (S,,) définie par : S, = Z Uk -
k=m
Sn = Z Uk
k=m
— /
n—-+oo
- on conclut en utilisant le vocabulaire des séries : N

Lorsque (S,,) converge vers £, on dit que la série Z u, converge et que sa somme Z uy est égale a ¢.

n=m k=m
Lorsque (S,,) diverge, on dit que la série Z u,, diverge.
n>=m

Remarques

La suite (S),) est la suite des sommes partielles de la série Z Up
n=m
+oo
Lorsque (S,,) converge vers ¢, on dit que la somme " Z uy existe" et vaut /.

k=m

1.2 Des premiers résultats

1.2.1 Indice de départ.

Proposition

Soit (tn)n>m une suite de réels et ny et ny deux entiers naturels supérieurs a m,

La série E u, est convergente si, et seulement si, la série E u, est convergente.

nx=ny nzng

En effet : On suppose que n; < ng

n no—1 n
Vn > na, E up = E ug + E Ug
k:nl k::n1 ]C:’nz
——

ne dépend pas de n

n n
donc les deux suites (Z uk> et (Z uk> convergent simultanément.

k:n1 k:nz

Remarque : en cas de convergence, toujours avec n; < ng, on a

“+oo no—1 “+o0
Do = duw Y
k:’l’Ll k:’l’Ll ]C:TLQ

Remarques :
e On dit aussi que les séries E Up €t g u, ont méme nature.

n>niy n>ns
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e La nature d’une série ne dépend pas des premiers termes.
e Quand on demande la nature de la série, il est inutile de donner le premier indice.

e On peut ne rien mettre sous la somme. " Déterminer la nature de E Uy "

1.2.2 Une condition nécessaire de convergence.

Théoréme.

Soit (Upn)n>m une suite de réels,

Si la série Z uy, est convergente alors la suite (u,) tend vers 0.

n=m

En effet : u, =S5, —S,_1, doncsi (S,) converge vers ¢, (S,_1) aussi et ainsi (u,) converge vers 0.
En pratique on utilise souvent la forme contraposée de cette implication :

Si la suite (u,) ne tend pas vers 0 alors la série Z u, est divergente

n>=m

1
Attention la réciprogue est fausse.  Contre-exemple : Z — est divergente et pourtant lim — =0
et n—4oo n

Trop nombreuz sont ceux qui font U'erreur de raisonnement de dire que la série converge lorsque u,, — 0.
n—-+oo

1.2.3 Séries télescopiques.

Proposition. (Complément)

Soit (ay,) une suite réelle quelconque, on note (u,) la suite définie par u, = an41 — an,

La série de terme général u,, converge si, et seulement si, la suite (a,,) est convergente.

“+oo

et en cas de convergence : E U = lim Ap — Qm
Py n——+o0o
=m

En pratique on le redémontre, car il y a plusieurs situations possibles : uy = aGp—1 — Ay, Uy = Gy — Ap41 -

n

En effet : C’est une conséquence directe de la somme télescopique : S,, = Z (ak41 — ak) = Ant1 — am

k=m

1.2.4 Combinaisons linéaires de séries convergentes

Théoréme

Soient (un)n>m €t (Vn)n>m deux suites de réels, a et § deux réels.

Si les séries E Uy €t g vy, sont convergentes alors la série E (uy, + Boy,) est convergente.

nzm nzm nzm
400 +o0 400
et alors : Z(auk+ﬁvk) =« Z ug + 8 Z Vg
k=m k=m k=m

Démonstration :
On suppose que les séries E Uy, €t E v, convergent,
Pour n > m

n

n n
Z (qug + Bvk) = « Z uk + 5 Z Vg (Propriétés des sommes)
k=m k=m

k=m
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n

or les deux séries convergent donc < E (auy + ﬁvk)> converge.
nzm

k=m
“+o0 +oo +oo
On a aussi I'égalité : Z (auy, + Pu,) = « Z Up + B Z Up,
Corollaire
Pour a # 0,

E uy converge si, et seulement si, E au, converge.

n=m n=m

1
n effe Quand « # Zu aZau

n>=m n>=m

1.2.5 Séries Zun ou (u,) est & support fini.

Proposition.

Soit (un)n>o une suite de réels,

S’il existe un rang N a partir duquel u,, =0 alors la série Z u, est convergente.

“+o0 N-—1
et alors : E Ul = g Ug
k=0 k=0

En effet : La suite (S,,) est constante & partir de N. (La suite est stationnaire)

+o00
Phrase de rédaction : "La somme Z uy, existe car (u,) est & support fini."
k=0
“+o0 10
10 ) 10 10
Exemples : Z ( k) existe et vaut Z (k) =2

k=0 k=0

Lien avec les fonctions polynémiales réelles :

Dire qu’une fonction P est polynomiale signifie qu’il existe une suite (a,) nulle & partir d’un certain rang telle
“+oo

que : P:xz+— g apz”
k=0

1.2.6 Séries a termes positifs.

Deux résultats a redémontrer dans une copie.

Proposition. (Complément)

Soit (up)n>m une suite de réels,

n
Si (u,) est a termes positifs ou nuls alors la suite (Z uk> est croissante.
k=m

n=>m

En effet : pour tout n > m, Syp+1 — Sp = Upt1 =0

Proposition. (Complément)

Soit (un)n>m une suite de réels,

Si (uy) est & termes positifs ou nuls alors on a ’équivalence suivante :

n
La série g u, est convergente si, et seulement si, la suite < g uk) est majorée.
n>m k=0 n>m
n +oo
et en cas de convergence on a :  Vn > m, E U < g Uk
k=m

k=m
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En effet : C’est une conséquence du théoréme de convergence monotone appliqué a la suite (.S,,)

1.3 Séries usuelles.

1.3.1 Séries géométriques et les dérivées.

Théoréme.

Soit ¢ un nombre réel,

O Série géométrique de raison q.

+oo

1

La série E q" est convergente si, et seulement si, —1 < ¢ <1; et alors E = T—2

—q
n>0 k=0

@ Série géométrique dérivée de raison gq.

+oo
1
La série Z ng" ! est convergente si, et seulement si, —1 < ¢ < 1; et alors Z kgt = —.
n>1 k=1 (1-q)
© Série géométrique dérivée d’ordre 2 de raison gq.
La série Z n(n —1)¢g" % est convergente si, et seulement si, —1<g¢g<1
n>2
> 2
et alors k(k—1)¢"2 = —.
k=2 (1 - q)
Exemples.
+00 +o0 n—1 +o00 k—2
1 1 1 9 2 2 250
Srtoy=r s Xo(s) —pmw o 2v(d) iy w
k=0 2 n=1 (1+3) k=2 (1-%)
Remarques :
1
e pour retrouver l'expression des séries dérivées on dérive deux fois la fonction z — 7
-z

e Pour ¢ €] — 1, 1], on peut changer I'indice de départ pour les séries dérivées :

= k—1 1 = k—2 2
kgt 1= —— et k(k— 1) 2= —— .
,;0 (1-¢)? kz:f: (1-¢)?°

Démonstrations.

Si g &] — 1,1] alors les termes généraux (¢"), (ng" ') et (n(n — 1)¢" %) ne convergent pas vers 0 donc les séries
divergent dans les cas @ , ® et © .

Il suffit donc d’étudier la convergence dans les trois cas avec q € ] —-1; 1[ :

(1]
n X B 1— qn+1
Z q B 1—gq
k=0
1
n—+4o0o 1— q
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n—1 n n—1
- SwSwe S
k=0 k=1 k=0
n—1
k=0

1
— 0+

— (On utilise @ et une croiss. comparée)
n—-+oo 1-— q

" 1
qu—l o
kzzl n—+oo (1 — q)2

(3]
(1—-4q) Z k(k —1)¢"2 - Z k(k —1)g"2 — Kk — 1)g" 1
k=2 = —~
n—1 n
= Y (kDR =Y k(k—1)g" !
k=1 k=1
= SRR k—k2 4 R) T~ (0t Dng!
k=1
= 2> k¢"' —(n+1)ng"!
k=1
S (= 0 (On utilise @ )
2qn

et liIJrrl n?q" = 0 (limite du cours appelé "croissances comparées”)
q n—-+0oo

En effet : (n + 1)ng" ! ~

- 1
qu—l =
kZ:l n—+too (1 —q)?

Quelques sommes autour de celles-ci (Savoir les retrouver rapidement, ne pas les apprendre)

Seert Semerh Seel Seeh
k n—1 k n—m
q = q = qa = q =
k=1 1= q n=1 1= q k=m 1= q n=m 1= q
k¢ = —— (n+1)¢" = — k(k—1)¢" = ——
— )2 — )2 —q)3
= (1-4q) = (1-4q) = (1-4q)
1.3.2 Série exponentielle.
Théoréme.
Quel que soit le nombre réel x,
" 00 LCk
L. _ T
la série Z o est convergente et Z i e
n>0 k=0

Démonstration. (Admis) Voir la feuille cours 1 Ex 9

Exemples.

+oo —+oo +oo
1 = -1 (In2)" In2
D = > e D o me=
n=0 n=0 n=0

Quelques sommes autour de celle-ci (Savoir les retrouver rapidement, ne pas les apprendre )
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+oo +oo n +o00 n
T _x 1 €z _ x € _.m._x
P (n—l)'_%e (n—m)'_x ©
n=1 n n=1 n=m

1.3.3 Séries de Riemann.

Théoréme.

1
O La série Z — est divergente.
n>=1
2

1 s
O La série Z — est convergente. ( Complément : sa somme vaut 3 )
n>1
® Complément :

Pour o € R,

1
la série E — est convergente si, et seulement si, a > 1
n

nz1

Démonstration. (Rappel rapide, sinon revoir la feuille cours 1)

1 1 1
Pour @ on utilise pour k > 1: In(k+1) —In(k) < Z et pour @ on utilise pour k > 2 : e < =1 %
. 1 1 1 1
Pour @ dans le cas a > 1, on utilise pour k£ > 2 : T < 1 ((k -1 Y-k a)
o —
La démonstration de ® faite en classe (on utilise un théoréme de convergence pour la premiére étape) :
e On suppose m,
1 —a >0 donc pour tout n € N*, exp((1 —a)ln(n)) =1 ou encore n'~* > 1,
. 11
On peut alors affirmer que : non ce qui entraine (théoréme de convergence) que :

1
la série Z — est divergente
n

n>1
e On suppose ,
Soit k un entier > 2,
1 1
la fonction x —— — est décroissante sur [k — 1,k] donc Vo € [k — 1,k], — < —
x kS T ox®
et en intégrant sur [k — 1, k] (les fonctions sont continues) il vient :
1 o
— < —dx
k;a = /1671 xre
En sommant pour k allant de 2 a n on obtient avec la relation de Chasles :
"1 n o1 pl=oqn 1 pl—o 1
So=a <[ =[] = - <
" kzzk'a\/l ¢ l—ali a-1 a-1 " a-1

Donc la suite (S,,) est majorée.

1
——— >0 donc (S,) est croissante.
(n+1)

La suite (S,,) est majorée et croissante donc elle converge et ainsi :

de plus Sp41 — Sp, =



Chapitre 1. Séries 10

1
la série E —, est convergente
n

n>=1

Remarques :

1
e La série Z — est appelée série harmonique.

n>1
"1
° - — oo
’; k n—+oco +
Non seulement on sait que la série diverge mais aussi que la suite des sommes partielles tend vers +oo.
00 2
1 0
o Complément : — = —
; K6

e Ne pas confondre les sommes de Riemann, les séries de Riemann et les intégrales de Riemann.

1.4 Théorémes.

m désigne ici un entier naturel quelconque.

1.4.1 Théoréme de convergence par comparaison des termes généraux positifs.

Théoréme

Soient (un)n>m €t (Vn)n>m deux suites de réels,

OSi Yn>m, 0<u, <v, et Z v, est convergente alors la série Z u, est convergente

®Si Yn>m, 0<u,<v, et Zun est divergente alors la série Zvn est divergente

Attention (erreur courante) : Trop nombreuz sont ceux qui passent a la somme sur l'encadrement 0 < u,, < vy,.

Démonstration : (Faite au tableaw)
1l suffit de faire l'une des deuxr démonstrations :
En effet, lorsque : Yn > N, 0 < u, < vy, les deux implications suivantes sont la contraposée I'une de lautre :

O Si Zvn CV alors Zun CvV et A Si Zun DV alors Zvn DV.

Montrons le @ de ce théoréme :
On suppose que Vn > m, 0<u, <v, et que Z v, converge.

n=m

n n
On note S,, = Z up et S, = Z Vs
n=m n=m

e Pour tout n e N: S, — S,,_1 =u, >0 et S, —S,_; =v, >0 donc les suites (S,,) et (S},) sont croissantes.

° Z vy, converge, donc (S),) converge et elle est donc majorée. On note M un réel vérifiant Vn > m, S, < M.
nz=m

o Vk >m, wuy < v donc (en sommant pour k allant de m & un entier n) pour tout n, S, < S,
et ainsi Yn>m, S, < M

e On a montré que la suite (S,,) est croissante et majorée (par M), donc elle converge.
(Théoréme de convergence monotone)

En conclusion : (S,,) est convergente, autrement dit la série E Uy, converge.

Corollaire
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Soient (un)n>m €t (Vn)n>m deux suites de réels,
Si vn>2m 0<u, <v, et E v, est convergente
+o0 +oo
alors la série E uy, est convergente et E up < E Vg
k=m

k=m

En effet : Comme les deux séries convergent, on peut passer a la limite sur les sommes partielles.

1.4.2 Théoréme de convergence par équivalence des termes généraux positifs.

Théoréme

Soient (un)n>m €t (Vn)n>m deux suites de réels,
OSi u,~wv, et si Vn>m, v, 20 etsi E v, est convergente,

alors la série E uy est convergente

®Si u, ~v, et si Vn>m, v, >0 etsi Zvn est divergente,

alors la série E u, est divergente

Attention : Trop nombreux sont ceux qui oublient v, > 0.
Démonstration :

e u, ~ v, donc il existe (t,) telle que Vn = m, v, =unt, et lim t, =1

n——+0o
. a0 1 3 - .
° hrf t, = 1 donc il existe N > m tel que Vn > N, 3 <t, < 3 et en multipliant par u,, > 0 on obtient :
n——+00o
U 3u
vn 2 N, — < Un < i
2 2

D’une part : Si Z U, converge
3u 3u
onaalorsVn>N, 0<v,< 2 et la série Z - converge
2 2
donc (d’aprés le théoreme de 1.4.1) : Zvn converge
D’autre part : Si Zun diverge

Unp L. Un .
onaalorsVn >N, 0< > < v, et lasérie Z 5> diverge

donc (d’aprés le théoréeme de 1.4.1) : Zvn diverge

En conclusion : g uy converge si, et seulement si, g v, converge.

n>=m n>=m

Une autre version de ce théoréme

Théoréme

Soient (tn)n>m €t (Un)n>m deux suites de nombres réels,

Si up, ~v, et si Vn>m, v, >0 alors Zun et Zvn sont de méme nature.

Remarque : E Uy, €t g v, sont de méme nature signifie :

E uy, converge si, et seulement si, E v, converge.



Chapitre 1. Séries 12

1.5 Absolue convergence.

1.5.1 Théoréme.

Définition

Soit (up)n>m une suite de réels,

Dire que la série E u, est absolument convergente signifie que la série E |un| est convergente.

nzm n=m

Théoréme. (La convergence absolue entraine la convergence)

Soit (U )n>m une suite de réels,

Si la série E U, est absolument convergente

+oo +oo
> | < ) fuil

alors elle est convergente et
k=m k=m
Démonstration :
On suppose que Z Uy, est absolument convergente,
On définit les deux suites (u;}) et (u,,) par :
ul = max(uy, 0) et u,, = min(uy,,0)
on remarque que : ¥n € N,  w, = u} +u,
Pour tout n > m, 0 <ul < |uy|
or donc Zu:{ converge
et Z |un| converge
Pour tout n 2 m, 0< —u, < |uy]
et donc Z —u,, converge et ainsi Zu; converge

et Z |u,| converge

donc (linéarité des séries convergentes) E Uy, COnverge.
On a bien démontré que :

si E Uy, est absolument convergente alors E Uy, converge.

Attention la réciproque est fausse.

(="

Contre-exemple : La série E est convergente, mais pas absolument convergente.

n>1

1.5.2 Convergence commutative.

Théoréme.

Soit (un)nen une suite de réels et o une bijection de N dans N,

Si la série Z uy, est absolument convergente alors Z Ug(n) €St convergente

“+oo “+oo
et Zug(k) = Zuk~
k=0 k=0

Ce résultat est admis et nous servira dans le chapitre "Probabilité”.

Autrement dit :
- La valeur de la somme d’une série absolument convergente ne dépend pas de l'ordre d’énumération de ses termes.

- Si la série est absolument convergente alors elle est commutativement convergente.
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2.1 Généralités.

Voir aussi le cours : Fonctions polynomiales réelles.

2.1.1 Introduction et notation.

Un polynome est entiérement déterminé par la liste de ses coefficients (des nombres complexes).

Seul un nombre fini de ses coefficients sont non nuls.

La définition la plus simple : Un polyndome est une suite de nombres complexes nuls & partir d’un certain rang.
e On note C[X] ensemble des polyndomes et R[X] U'ensemble des polyndmes & coefficients réels.

e On a linclusion : R[X] C C[X].

e Un polyndme est nul si, et seulement si, tous ses coefficients sont nuls.

e Deux polyndémes sont égaux si, et seulement s’ils ont les mémes coefficients.

n
On écrira les polynémes comme une somme de mondémes : P = Z apXF*
k=0
Pour comprendre les opérations on confondra les polynoémes et les fonctions polynomiales de C dans C.
n
on aura alors Xk, Cc —cC et Zaka : C — C
z — 2* k=0

n
z —> Z apz®
k=0
Les régles de calcul sur les polynomes sont les mémes que sur les fonctions polynomiales.

On écrira indifféeremment : P = Zaka et P(X)= Z apX".
k=0 k=0



Chapitre 2. Polynémes

14

2.1.2 Vocabulaire.

n
Pour P le polynéme Z apX"® avec a, # 0 (un polynéme non nul)
k=0
On dit que le polynéme P est sous sa forme développée réduite.
e a4, X" est le monome dominant de P.
e n le degré de P.
e a,, le coefficient dominant.
e a;, X" est le monome d’ordre k de P.  (ou de degré k)
e a;, le coefficient d’ordre k de P.  (ou de degré k)
e ag est le terme constant.

Un polynoéme est une somme finie de mondmes.
Dire qu’un polynéme est unitaire, signifie que son coefficient dominant vaut 1.

Dire qu'un polynéme est constant signifie qu’il est nul ou que son degré vaut 0.

2.1.3 Opérations.

Propriétés : (régles de calcul)

Soient P, @ et R trois polyndmes, on a :

1. 0+P=P, P+Q=Q+P, (P+Q)+R=P+(Q+R)

2. Px0=0, Px1=P, PxQ=QxP, Px(QxR)=(PxQ)xR
3. Px(Q+R)=PxQ+PxR

e Multiplication par un scalaire. (« € C)

n

« z”: ap X" = Z(aak)Xk
k=0

k=0

e Somme de polynémes.

Pour m < n,
m

SarXP > hXE = (a + o)X+ > apX”
k=0 k=0

k=0 k=m+1

Remarque :

Avec les deux opérations précédentes, I’ensemble des polynémes est un espace vectoriel.

e Produit de polynoémes.

e Produit de deux monomes : aX"™ x bX™ = abX"T™
n m n+m k
° E apX"* x E b X* = E e Xk avec Cp = E aibg_; ou ¢ = E a;b;
k=0 k=0 k=0 i=0 i+i=k
Remarques :

n m
e Lorsque a, # 0 et b,, # 0, le monéme dominant de Zaka X Z b X* est anb,X"T™.
k=0 k=0

n m
e Le terme constant de Z apX® x Zkak est agbg.
k=0 k=0

n+m

e Dans la somme E a;bp4m—i le seul terme non nul est celui d’indice ¢ = n donc ¢4 = anbpy,

=0
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e Composée de polyndémes.

Pour P(X) = Z apX* et Q(X) deux polynomes, P o Q est le polynome P o Q(X) = Z arQ(X)*
k=0 k=0

Remarques :
e En général Po@Q # Qo P.

n
e Si Q n’est pas constant et P(X) = Zaka avec a, #* 0 alors
k=0

le mondéme dominant de P o Q est celui de a,, Q(X)"

Et si Q(X)=bg+ -+ b, X™ alors le mondéme dominant de Q(X)" = b,,," X"™™

A retenir :
L’ensemble des polyndmes est stable par combinaison linéaire, par produit et par composée.

Attention : Dans ce cours on ne fait pas de quotient de polynomes.

2.1.4 Degré.
Définition :
Soit P € C[X],
Osi P=0 alors deg(P)=—00
BOsi P=ag+a; X+ -+a, X" avec a,, #0 alors deg(P)=n
Remarques :
o deg(P) =max{ i | a; # 0} (on prend comme convention max(&) = —oo )

e Pour P non nul définie par la suite de ses coefficients :

le degré de P est 'indice de son dernier coefficient non nul.

Théoréme :

Soient P et () deux polynomes.
0  deg(P + Q) < max{deg(P);deg(Q)}
0 Sideg(P) < deg(Q) alors deg(P + Q) = deg(Q)
® deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q)
O Pour tout m € N*,  deg(P™) = mdeg(P)
O (complément)
si @ n’est pas constant alors deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q)

Remarque : On accepte ici des calculs avec —oo lorsque un polynéme nul.
n m
En effet : (lorsque P et Q # 0) on pose P(X) = Zaka et Q(X)= Zkak
k=0 k=0

Notation : pour n un entier naturel non nul,

R, [X] 'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.

C,[X] 'ensemble des polyndmes a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n.

Remarque.

R, [X] est un espace vectoriel sur R de dimension n + 1.

C,[X] est un espace vectoriel sur C de dimension n + 1.
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2.1.5 Intégrité

Théoréme : Intégrité.

Soient P et @) deux polynémes de C[X],
PxQ=0<= P=0 ou Q=0

Démonstration :
° Propriété du produit : si P ou @ est nul alors PQ = 0.

° (Montrons sa contraposée) On suppose que P # 0 et @ # 0.

m

n
on peut alors écrire P = Z apX* avec a, #0 et Q =

Zkak avec b, £ 0

k=0 k=0
on a alors PQ = Tincka avec Cpim = Apbym #0 donc PQ # 0.
k=0
Corollaires :
@ Soient P et () deux polynomes de C[X],
PxQ#0<«<= P#0 e Q#0
@ Soient P, @ et R trois polynomes de C[X],
Lorsque @Q # 0, on a ’équivalence: QP =QR <= P=R
© Soient Py, P, ..., P, des polynoémes :
PPPy---P, =0 < Jie€[l;n], P =0

Autrement dit : Un produit de polynémes est nul si, et seulement si, un de ses facteurs est nul.

En effet : por ® QP =QR <— QP—-QR=0 < Q(P—-R)=0

2.2 Racines.

2.2.1 Racine et factorisation

Définition (Racine de P) :

<— P—-R=0 <<= P=R.
N——

Q#0

Soient P € C[X] et a€C,

Dire que « est une racine de P signifie que :

Pla)=0

Théoréme :

Soient P € C[X] et a€C,

P(a) =0 si, et seulement si, il existe un polynéme @ tel que P = (X —a)Q

Démonstration : -
O Pour chaque entier k, en posant Qr(X) = Z " 1FXE ona: XF—of = (X —a)Qu(X)

i=0

(Formule de Bernoulli)
n
® Si « est une racine de P = Z apX*,
k=0
P(X) = P(X)-P(o)

n n
E aka— E akak
k=0 k=0
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= iak(Xk _ ak)
k=0

= > ar(X —a)Qu(X) (définis en @ )
k=0

= (X —0a)) aQr(X)

k=0

Finalement, en posant Q(X) = Zaka(X) on a bien Q(X) € C[X] et P(X) = (X — a)Q(X)
k=0

Théoréme

Soient P un polynéme et k£ un entier naturel non nul,

Si ai,as,...,ak sont k racines distinctes de P alors P est factorisable par :

(X—a) (X —ag) (X —ag)

ou encore (X — a1)(X — az) -+ (X — ax) divise P

Démonstration : (non faites)

Conséquences :
e Un polynome de degré n € N a au plus n racines distinctes.
e Le nombre de racines distinctes d’un polynéme non nul est majoré par son degré.
e Un polynéme de C,[X] ayant plus de n + 1 racines est nul.

e Si un polynéme a une infinité de racines alors c’est le polynéme nul.

2.2.2 Racine multiple. Multiplicité.

Définition : Racine multiple.

Soient a € C et P un polynome de C[X]
Dire que a est une racine multiple de P,
signifie qu’il existe un polynome @ tel que : P(X) = (X — a)?Q(X).

Définition : Multiplicité.

Soient a € C, P un polynéme de C[X] et m un entier naturel non nul.
Dire que « est une racine de P d’ordre de multiplicité m
signifie qu’il existe un polynéme @ tel que : P(X) = (X —a)"Q(X) et Q(a) #0.

Théoréme :

Soit P un polynome de C[X], r un entier naturel non nul.

Si oy, @, .. .a, sont des racines distincts de P d’ordre respectif mq, mo, ...m, alors

T

il existe @ € C[X] tel que P(X) = <H(X - Ozi)mi) Q(X) et Vie[l;r], Qla;) #0.

i=1

Démonstration : (non faites)

Conséquence :

Un polyndme de degré n (n > 0) posséde au plus n racines comptées avec leur ordre de multiplicité.
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2.2.3 Racine complexe d’un polyndme a coefficients réels

Théoréme :

Soient P(X) un polynéme et o un nombre complexe.

Si P eR[X] etsi «estuneracinede P alors @ est une racine de P.

Démonstration :
n

Soient P = Z apx® un polynéme et o un nombre complexe.
k=0
On suppose que P est a coefficients réels et que P(«) =0,

P@ = Y a@*
k=0

n

= ZakJ Zh=z"
k=0
n

= Zm car ar € Ret zz/ =% 2
k=0
n

= Zaka’f 24+ 2 =Z+ 2
k=0

= P(a)

= 0 car P(a) =0

’ si P € R[X] et si o est une racine de P alors @ est une racine de P ‘

2.2.4 Factorisation dans C[X].

Théoréme : (admis) (d’Alembert-Gauss)

‘ Tout polynéme non constant admet une racine dans C.

Théoréme :

Soit P un polynome de C[X] tel que deg(P) = n avec n € N*|

O Il existe des complexes A\, ay, s, ..., q, tels que :
PX)=XMX—-a)(X —ag) (X —ap)
@ ]l existe un entier p < n, des complexes A, r1,72,...,7, et des entiers non nuls my, ..., m, tels que :

T1,T2,...,7p sont distinctes et  P(X)=MX —r)™ (X —re)"2 - (X —1p)™?

Remarques :
e Ces écritures sont les formes factorisées de P.
e On dit aussi que P est décomposé en produit de facteurs irréductibles.

e Dans C[X] les polynomes irréductibles sont les polynomes de degré 1.
(Ils admettent comme diviseurs que les constantes non nulles et eux-mémes.)

e Tout polynome de C[X] de degré n, posséde exactement n racines comptées avec leur ordre de multiplicité.

o Attention : ces théorémes sont faux quand on se restreint & des polynoémes de R[X].
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2.3 Dérivation (complément).

2.3.1 polynéme dérivé.

Définition :

Soit P(X) = Zaka un polyndme de C[X],
k=0
on appelle polynome dérivé de P(X) le polynéme :

:Zkzaka_l ou P(X)= Z(k—i—l)ak_ﬂX’“

Remarques :

e Ici pas besoin de justifier une dérivabilité comme pour les fonctions.

e La définition est cohérente avec le cours sur la dérivation des fonctions de R — R.
e P(X) est constant équivaut a P'(X) =0

(Attention avec les fonctions on a en plus besoin de dérivable sur un intervalle).

Propriétés :

(A, ) € C? et P(X),Q(X) deux polynomes de C[X],
AP +pQ) (X) = AP'(X) + nQ'(X)
PQ)'(X) = P'(X)Q(X) + P(X)Q'(X)
P™)(X) =mP' (X)P""H(X)

Qo P)'(X) = P'(X).Q'(P(X))

(
(
(
(

Dérivation et degré.

Soit P(X) un polynéme non constant (deg P > 1),

deg(P') = deg(P) — 1

2.3.2 Dérivées successives.

Définition :

On définit, par récurrence sur k, les polynomes dérivés successifs de P :

PO(X) = P(X)

/
VkeN, PrD(x)= (p(k>) (X)

Propriété :

(A, ) € C?, m un entier et P(X),Q(X) deux polynomes de C[X],
AP+ pQ)"™ (X) = AP (X) + pQ"™ (X)

Proposition :

Le dérivé i-ieme du monome ap X* est égale :
a 0 si i>k

X osi0<i<k
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Remarques :

- la dérivée k-ieme de ap X" est le polynome constant aj, x k!
n!

(n—k)!

n—k

- le monome dominant de P*)(X) est : a, x

- le terme constant de P (X) est égal a : ay, x k!, ou encore

-si k> n et deg(P(X)) = n alors P®(X) =0
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3.1 Structure vectorielle.

On travaille avec des nombres réels ou des nombres complexes ; pour simplifier on écrira : K =R ou C.

Les lettres n, m, p et r désignent dans tout ce chapitre des entiers naturels non nuls.

3.1.1 Définition

Définition (Compléments)

On note E un ensemble muni de deux opérations : une loi de composition interne + et une loi de composition
externe . (définie sur K x E).
Dire que (F, +,.) est un K-espace vectoriel signifie que les deux lois ont les propriétés suivantes :

ai1) pourtoutuetvde B, u+tv=v+u

az) pour tout u,v,w des éléments de E, (u+v)+w=u+ (v+w)

ag) il existe Og un élément de F tel que pour tout u € E, u+0g =u

a4) pour tout u de E, il existe un u’ dans E tel que wu+u =0g

bi1) pourtoutude E lu=u

bz) pour tout u de E pour tout aw et S de K, a.(B.u) = (af).u

bs) pour tout u de F pour tout a et S de K, (a+f)u=cau+B.u
bs) pour tout u et v de F, pour tout a de K, a.(u+v) = c.u+ v

Remarques : @ Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés vecteurs.
@ Les éléments de K, (les nombres), sont appelés scalaires.

Propositions

O 0p est unique et est nommé : vecteur nul de F.
® Pour toutve FetkeK | kv =0g si, et seulement si, k=0 ou v =_0g.

® ' est unique et on le note —u.
OVWweE, —v=(-1lw.
@ VYve EetVk ek, (—=k)v = k(—v) = —(kv).

Démonstration.
(On peut démontrer @ , @ , © , @ et @ avec les a;) et b;), mais on rencontre rarement ce type de raisonnement en BCPST)

Théoréme.

Si E est un espace vectoriel alors :

OV, B) e K% VY(u,v) € E* au+fveEE

QV()\l,...,)\n)EKn, V(ul,...,un)eE", Z)\kukEE
k=1

En effet : Cela vient de l’existence des deux lois.

3.1.2 Sommes de n vecteurs.

Définition.

Soit (uy,) une suite de vecteurs de F, on définit

0 n+1 n
Zuk:uo et VnéeN, Zuk: ( uk> + Up11
k=0 k=0 k=0

n

Plus simplement on pourra écrire : Z U =Ug + -+ Up
—_———

k=0 n+1 vecteurs
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Remarque : on ne fait aucune somme d’un nombre infini de vecteurs.

Proposition.

Soient n un entier naturel non nul et (uy,...,u,) € E™,

© On ne change pas la somme des vecteurs en modifiant I’ordre des vecteurs.

Autrement dit : Si o est une bijection de [1,n] dans [1,n] alors Zuo(k) = Zuk
k=1 k=1

® Pour (ag,...,a,) EK"eta €K, a (Z akuk> = Z(aak)uk
k=1 =

k=1

® Pour (ay,...,a,) € K" et (B1,...,0,) € K", (Z akuk> + (Z ﬂk%) = Z(Olk + Br)ug
k=1

k=1 k=1

Remarques :
- Les points @ et © permettront de montrer que Vect(uy, ..., u,) est stable par combinaison linéaire.
- On peut faire des changements indices comme sur les sommes de nombres.

3.1.3 Exemples de références.

Des R-espaces vectoriels :
E : lensemble des vecteurs du plan (resp. de Uespace) ( avec O =0 )
E =R", pour n un entier naturel non nul ( avec Og = (0,0,...,0) )
E = M, m(R), pour n et m deux entiers naturels non nuls ( avec Og : la matrice nulle )
(complément) E : Uensemble des suites réelles ( avec O : la suite nulle )
E : Pensemble des fonctions de I dans R, pour I un intervalle de R ( avec Og : fonction nulle sur I )
E : Pensemble des fonctions de classe C™ sur I un intervalle de R ( avec O : fonction nulle sur I )
E : ensemble des fonctions de classe C°° sur I un intervalle de R ( avec O : fonction nulle sur I )
E =R[X] ( avec 0g : le polynéme nul )
E : ensemble des variables aléatoires a valeurs réelles. ( avec O : la variable certaine égale a 0. )

Des C-espaces vectoriels :
E = C", pour n un entier naturel non nul ( avec 0g = (0,0,...,0) )
E = M, (C), pour n et m deux entiers naturels non nuls ( avec Og : la matrice nulle )
(complément) E : Pensemble des suites & valeurs complexes ( avec Og : la suite nulle )
E = C[X] ( avec O : le polynome nul )

On définit les deux opérations suivantes pour F et F' deux espaces vectoriels :

e Pour f une application E dans F' et a un scalaire on définit 'application : af : E — F
u — af(u)
e Pour deux applications f et g de ¥ dans F on définit 'application : f+¢g: E — F
u — f(u)+g(u)

’L’ensemble des applications de E dans F' (noté FE ) muni de ces deux lois est un espace vectoriel.‘

3.2 Sous-espace vectoriel

3.2.1 Définition.

Soient (E, +, .) un K-espace vectoriel et F' une partie de E,

Dire que F' est un sous-espace vectoriel de F signifie que :

(F', +,.) est un espace vectoriel.
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Caractérisation :

Soient E un K-espace vectoriel et F' un ensemble

F est un sous-espace vectoriel de F si, et seulement si, :

O FCE. ® 0y cF. O V(o B) eK? VY(u,v)€EF? au+pveF

Remarques :
e Certains remplacent @ par F # &.
e Certains remplacent ® par VA € K, V(u,v) € F?, u4+ eF
e D’autres remplacent ©® par Va € K,Vu € F, au € F. et Y(u,v) € F?, u+wv € F.

e Le singleton {Og} est un sous-espace vectoriel de FE, c’est d’ailleurs le seul qui contient un nombre fini
d’éléments. (Tous les autres contiennent un nombre infini de vecteurs)

Des exemples dans la feuille Cours 3

3.2.2 Intersection de sous-espaces vectoriels

Théoréme :

Soient £ un K-espace vectoriel et Fy, Fy deux parties de F.

Si F et Fy sont deux sous-espaces vectoriels de F

alors F} N F5 est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.
e FNGCFE
eOpc FetOg € GdonclOg € FNG.
e Soit (o, B) € K2, (u,v) € (FNG)?,
FNGCFdoncué€ FetveF or F est un sous-espace vectoriel donc au + pv € F
FNGCGdoncu e GetveGor G est un sous-espace vectoriel donc au + pv € G
donc au+pBv e FNG

En conclusion : F'N G est un sous-espace vectoriel de

Théoréme : (Généralisation)

Soient E un K-espace vectoriel, n € N* et I, ..., F, des parties de F.

Si Fi, ..., F, sont des sous-espaces vectoriels de F,
n

alors ﬂ F; est un sous-espace vectoriel de FE.
i=1

En effet : On peut faire exactement le méme raisonnement que pour le théoréme précédent.

Attention : En général, la réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel.

Une condition nécessaire et suffisante : "Uun est inclus dans autre” (voir la feuille Cours 3)

3.3 Vect(uy,...,up)

3.3.1 Combinaisons linéaires.

Dire qu'un vecteur v de E est une combinaison linéaire des vecteurs uy,...,u, de E
n
signifie qu’il existe A1,..., A\, des scalaires tels que : v = E Al
i=1

Remarque : Un espace vectoriel est stable par combinaisons linéaires.
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3.3.2 Définitions - notations.

Définition.

Soit (u1,...,uy) une famille de n vecteurs de E,

On note Vect(uy,...,u,) lensemble des éléments de E qui sont combinaisons linéaires des
vecteurs Uy, ..., Uy.

Notation ensembliste :

Vect(m, ceey un) = { Z )\ﬂLz
i=1

Caractérisation des éléments :

Pour x € E, x € Vect(u,...,up) < I(A1,...,\,) €K": x:Z At
i=1

A, 5 An) €K™ } ouencore{ z€FE ’ EI()\l,...,)\n)eK"gc:Z )\iui}
i=1

3.3.3 C’est un sous-espace vectoriel.

Proposition :

’Pour Ui, ..., u, des vecteurs de E, Vect(uq,...,u,) est un sous-espace vectoriel de E‘

Démonstration. On note ’ F = Vect(uy, ..., up) ‘ ol uq, ..., un sont des vecteurs de F.

e I est un K-espace vectoriel et les u; sont dans F donc F' C F.

e O = ZOuk donc Og € F
k=1

n n
e Soient v; = Z apuy et vg = Z Brur deux vecteurs de F et Aq, Ao deux éléments de K.
k=1 k=1

)\11)1 + )\2’[]2

M Z apty + A2 Z Bruk
k=1 k=1

n
Arogug + Z A2 Brug
=1

I
(-

E
I
—

[
NE

(Aragur + X2 fru)

>
Il
—

(Arag + Ao Bk)ug

I
1)

€

En conclusion : F' est un sous-espace vectoriel.

Remarques :
o Vect(uq,...,uy) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les vecteurs (uq, ..., up)
e Vect(uy,...,u,) est appelé sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs uq, ..., uy,.

e (C’est un autre moyen de montrer qu'une partie de E est un sous-espace vectoriel

3.3.4 Opérations élémentaires.

On appelle opérations élémentaires sur la famille (u1,ug, ..., u;,) les transformations suivantes :
e Permuter deux vecteurs : u; <— u;
e Multiplier un vecteur par un scalaire A non nul : u; +— Au;
e Ajouter un vecteur & un autre vecteur : wu; <— u; + Uy

On combine souvent ces opérations. Par exemple on fait souvent des transvections : u; +— u; — au; avec i # j
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Propositions

©® On ne modifie pas F' en changeant 'ordre des u;.

® On ne modifie pas F' par des opérations élémentaires sur les ;.

Soit (w1, ..., Uy) une famille de vecteurs de E on note : F = Vect(uy,us,..

® On ne modifie pas F' en supprimant Op s’il est dans la liste des u;.

® On ne modifie pas F' en ajoutant & un vecteur u; une combinaison linéaire des autres vecteurs.

Démonstrations.

3.3.5 Familles génératrices.

On note F un espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de F.

Définition :

Soit (u1,us, ..., u,) une famille de vecteurs de E

Dire que (u1,us,...,u,) est une famille génératrice de F signifie que, F' = Vect(uq, ...

, Un)

Remarques :
e En pratique lorsque (u1,us,...,u,) € F",

n
(u1,us,...,u,) est une famille génératrice de F si et seulement si, Vo € F,3(A1,..,A,) e K" : v = Z AU

e Toute sur-famille d’une famille génératrice de F' est génératrice de F'.

3.3.6 Espace vectoriel de dimension finie.

Définition

k=1

tels que :
E = Vect(uy, ug, ..., up)

Dire qu'un espace vectoriel E est de dimension finie signifie qu’il existe n € N* et (uq, ..

S up) € BT

Remarque :

On définit ici cette notion "de dimension finie" avant de définir la notion de dimension d’un espace vectoriel.

3.3.7 Bases canoniques.

Base canonique de K" (K =R ou C)

La famille (ey,...,e,) définie par :

er =(1,0,...,0), ey =1(0,1,0,...,0), ..., en = (0,...

Base canonique des matrices colonnes ., 1(R) et .4, 1(C).

La famille (E4, ..., E,) définie par :
1 0 0
0 1 .
El — ’ E2 - . ) ) ETL = i
: 0
0 0 1

Base canonique des ensembles de polynémes R, [X] ou C,,[X]

La famille (1, X, X2,...,X")

Remarque : Ici on donne ces familles qui engendrent naturellement ces espaces vectoriels. Comme leur nom

I’indique nous verrons que ces familles sont des bases.
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3.4 Familles libres.

Soient E un espace vectoriel sur K et n un entier naturel non nul.

3.4.1 Définition.

Définition :
Soit (u1,us,...,u,) une famille de vecteurs de F,
dire que (u1,us,...,u,) est une famille libre signifie que,

quel que soit (A1,...,A,) € K", si Zx\kuk =0g alors Vk € [l;n], A\ =0
k=1

Remarques :

e La famille est liée lorsqu’il existe (A1,...,A,) # (0,...,0) tel que Z Aur = 0g
k=1

o (uy,...,up) est libre si, et seulement si, V(A1,...,\,) € K*, (Z Aeur =0 <= Vk e [l;n], \p = 0)
k=1
e Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

3.4.2 Identification.

Théoréme (Unicité de l’écriture sur une famille libre. Identification.) :

Soient (uy,us,...,u,) une famille de vecteurs de E, (a1,as,...,a,) € K" et (b1, be,...,b,) € K".
Si (u1,us,...,up) est libre alors on a ’équivalence :
aiuy + agus + -+ - + apy, = b1u1 +b2u2 ++bnun < (al,ag,...,an) = (bl,bg,...,bn)

En effet : kz_:lakuk = ’;bkuk — I;(ak —bp)ury =0 < Vke[l,n], ar—br=0

(ui),; est libre

3.4.3 Familles de polynomes.

Théoréme

‘ Toute famille finie de polyndémes non nuls de degré deux a deux distincts est libre.

Démonstration.
(WLOG) on suppose que 0 < deg(Py) < --- < deg(P,)

Soit (A1,...,An) € K™ tel que Z)\kPk =0

k=1
on raisonne par 'absurde en supposant (A1,...,\,) # (0,...,0)

en notant : m = max ({k € [1,n] | Ax # 0 }) on obtient : Z/\kPk =0

k=1
1 m—1
comme \,, # 0, on en déduit que : P, = . A Py
™ k=1
1 m—1
mais I’hypothése sur les degrés entraine que . Z A Pr est de degré strictement inférieur a deg(P,,)
™ k=1

C’est impossible, donc nécessairement tous les A; sont nuls et ainsi la famille est libre.
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3.5 Bases.
3.5.1 Definition d’une base.
Définition :
Soient wui,...,u, des vecteurs de F.
Dire que (u1,...,u,) est une base de E signifie que,
(u1,...,uy) est une famille libre et génératrice de E.
Remarque : Si (u1,...,u,) est une famille libre alors c’est une base de Vect (uy, ..., u,).
En effet : (u,...,uy) est naturellement une famille génératrice de Vect (ug, ..., u,).

3.5.2 Caractérisation d’une base.

Théoréme :

Soient uq,...,u, des vecteurs de F,

(u1,...,up) est une base de E si, et seulement si,

n
pour tout vecteur v de E, il existe une unique (z1,...,2,) € K" tel que : v = Z TpUg
k=1

Démonstration.
Rapidement.

n
D’une part (uq, ..., u,) est génératrice si, et seulement si, Vo € E: 3(A1,...,\,) € K" 10 = Z)‘kuk
k=1

existence
D’autre part (uq,...,u,) est libre si, et seulement si,

n n
Y s An) €K™ (Mo X)) €K™ Y " N = D N = (A1, An) = (Mo A
k=1 k=1
unicité
On a bien
n
(u1, ..., up) est libre et génératrice si, et seulement si, Vo € E: (A1, ..., \,) € K" 1 v = Z Ak Uk
k=1
existence et unicité
3.6 Coordonnées dans une base.
3.6.1 Définition.
Définition :
B = (e1,...,en) est une base de E,
T
a chaque vecteur v de E on peut associer I'unique matrice telle que : v=m1e1 + -+ xpe,
T

Cette matrice est appelée : matrice colonne des coordonnées de v dans la base B

1
On note : Coordg(v) =

Tn

T
Remarque : Vv e E, Coordg(v) = | = v==x161+ -+ xTpEn

Tn
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3.6.2 Application v+—— Coordg(v)

Théoréme :

Si B = (e1,ea,...,e,) est une base de E alors

Papplication ®: F — #,1(K) quia v associe Coordp(v) est un isomorphisme.

Rappels du cours application linéaire : ® est isomorphisme signifie qu’elle est linéaire et bijective.
e Linéaire : Y(q, 8) € K% Y(u,v) € E?, ®(au+ fv) = ad(u) + SP(v)
e Bijective : VX € #,1(K),Fuec E: d(u)=X

Démonstration :

En notant : ®: E — #,1(K)
u — Coordg(u)

eSi u= inei et v= Zxéei alors au+ pv = Z(a:ci + Bx})e; donc O(au + Pv) = a®(u) + fP(v)
i=1 i=1 i=1
T n
e Pour tout X = | ! | € .#,,:(K) il existe un unique u € E tel que u = Z x;e; donc tel que ®(u) = X
i=1
Ty,

En conclusion : ¢ est un isomorphisme.

Proposition :

Soient % une base de F et uq, ... u, des vecteurs de E.
O Pour tout v € E, v € Vect(uy,...,u,) <= Coordg(v) € Vect(Coordg(uy),...,Coordg(uy,))
O (uy,...,uy,) est libre si, et seulement si, (Coordg(uy),...,Coordg(u,)) est libre.

Démonstration :

e & est un isomorphisme donc :

n n 0
Z Mup =0  équivaut a Z A Coordg(uy) = | :
k=1 k=1 0
ce qui entraine que :
(ug,...,up) est libre si, et seulement si, (Coord@(ul), cee Coordgg(un)) est libre.

e De méme on a I’équivalence

v = Z Arur  équivaut &  Coordg(v) = Z A Coord g (uyg)
k=1 k=1

ce qui entraine que :

v € Vect(ug, ..., u,) si, et seulement si, Coordg(v) € Vect (Coord,@(ul), e Coord%(un)).

3.6.3 Matrice d’une famille de vecteurs dans une base.

Définition (Matrice d’une famille de vecteurs dans une base) :

Soit & = (ey,...,e,) une base de E, a chaque famille de vecteurs (vy,...,v,) de E on peut associer
I'unique matrice de M de 4, .»(K) telle que : pour tout j € [1;m], la j-iéme colonne de M est
Coordz (vj).

Cette matrice est la matrice de la famille de vecteurs de (vy,...,v,) dans la base B.

On la note : Matg(v1,...,0m)
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Remarques :

e On peut résumer avec la relation.

Matg(vy,...,0m) = (Coord@ (v1) ‘ e ‘ Coordg (’Um)>

e Multiplication par une matrice colonne :

X1 m
Matz(vi,...,om) | @ | = Z zCoordg (vg)
Tm =1
I m
Matgz(vi,...,vm) | = Coordg <Z xkvk>
T k=1
Extrait de la feuille cours 3 2.
Soient A € M, ,(R) et X € 4,1 (R).
aiyi1 -+ QAlp x1
AX =
An1 -+ Qnp zp

p
§ 1,5
j=1

P
E O, j T
Jj=1

p ai,;T;
Jj=1 e
An,jLj

ai,j

<
Il
—

|
&

On,j

’ AX est une combinaison linéaire des colonnes de A ‘

3.7 Dimension d’un espace vectoriel

3.7.1 Définition.

Théoréme et définition

Soit E un espace vectoriel de dimension finie différent de {0g}.
@ FE posséde au moins une base.
@ toutes les bases de E ont le méme nombre de vecteurs.
©® Le nombre de vecteurs d’une base de E est appelée dimension de E.  On note dim(E) la dimension de E.

Démonstration. On admet ce théoréme.

Remarques : L’espace vectoriel {Og} a par convention une dimension nulle. dim ({Og}) = 0.
(Sa base est la famille vide)
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Rappel sur les systémes homogénes :
e S’il y a strictement plus d’inconnues que d’équations alors le systéme homogéne a une infinité de solutions.
e S’il y a strictement plus d’inconnues que d’équations alors le systéme homogeéne a d’autres solutions que (0, ..., 0).

e Si le systéme homogéne a une unique solution alors le nombre d’équations est supérieur ou égal au nombre
d’inconnues.

Théoréme.

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et (u1, ..., u,) une famille de p vecteurs de E.

Si (u1,...,up) estlibre alors p < dim(E).

Démonstration :
Soit (u1, ..., up) une famille libre de vecteurs d’un espace vectoriel E de dimension n.

(On note # une base de E)
on a donc : (définition de la liberté)

P
V(z1,...,2,) € KP, kauk:OE = (x1,...,2p) = (0,...,0)
k=1

ce qui donne dans la base Z : en notant M = Matg(u, ... up)
X 0
V(ml,...7IP)€KP, M = <:>(Il,...,l’p):(0,...,0)
Tp 0

donc le systéme M X = 0 a une unique solution et ainsi il a autant ou plus d’équations que d’inconnues.
(on wutilise ici le rappel précédent)

autrement dit .

Remarque : En dimension n, une famille libre contient au plus n vecteurs.

Corollaire

Si pour tout n € N*, ¢’il existe une famille libre de n vecteurs de E alors E n’est pas de dimension finie.

Exemples :
Pour tout n € N*, la famille (z — l‘k)1<kgn est une famille libre de n vecteurs de R¥ donc

’RR n’est pas de dimension finie‘

Pour tout n € N*, la famille (X*); <<, est une famille libre de n vecteurs de R[X] donc

[R[X] n’est pas de dimension finie|

3.7.2 Dans une famille libre chaque vecteur donne une nouvelle direction.

Théoréme

Soient E un espace vectoriel et (ug,...,u,,v) des vecteurs de E.

Si (u1,...,uy) est libre, alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

v ¢ Vect(uq, ..., up) = (U1, ..., un,v) est libre.

Démonstration :
Supposons que (u1, ..., u,) soit une famille libre.

e Supposons que v ¢ Vect(uq,...,u,) et montrons que (uy,...,u,,v) est libre.
Soient A1, ..., An, p € K tels que Aqjug + -+ + Ay, + pv = 0g (%)
Si p # 0, alors on aurait v = ——1u1 — o — 2wy, € Vect(uy, . .., uy,), ce qui est impossible donc u = 0.
— [ [

L’égalité (x) devient Ajug + -+ - + A\puy, = 0., mais (uq,...,u,) est libre, donc Ay =--- =\, =0.

ainsi, Ay =-+- =\, = p =0, ce qui achéve la démonstration de (uy,...,u,,v) est libre.
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e Supposons que v € Vect(uq,...,u,) et montrons que (uy,...,u,,v) est liée.
v € Vect(uq,...,u,) donc il existe A1,..., A, € K tels que v = Ajug + -+ + A\puy,.

On obtient alors Ajuj; + - -+ Ayu, —v = 0, qui est une relation linéaire avec des coefficients non tous nuls,
ce qui montre que (ug,...,un,,v) est lie.

On a bien montré :
v & Vect(uq, ..., up) = (u1,...,un,v) est libre.

Remarque : Dans une famille libre chaque vecteur donne une nouvelle direction.

Corollaire

Soient E un espace vectoriel, n € N* et (uy,...u,) une famille de n vecteurs de FE.

up #0p et Vk € [1,n — 1], ugy1 & Vect < ug,...,ui > si, et seulement si, (uq,...,uy) est libre

En effet : par récurrence sur k avec le théoréme et avec le théoréme est le fait qu’une sous-famille d’une
famille libre est libre.

Remarque :

On peut avec ce corollaire démontrer le théoréme sur les familles de polyndémes non nuls de degrés distincts.

3.7.3 Compléter une famille libre ou extraire d’une famille génératrice.

Théoréme.

Soit F un espace vectoriel de dimension finie.
O De toute famille génératrice de E on peut extraire une base de E.

® Toute famille libre de F peut étre complétée en une base de F.

Démonstrations : (algorithmiques)
On note F la famille considérée.
O On part d’une famille génératrice F.
Tant que F n’est pas libre, on retire un vecteur de F qui s’exprime comme combinaison linéaire des autres.

A chaque étape, F reste génératrice.
Le processus s’arréte en un nombre fini d’étapes, et la famille obtenue est une base de F.

® On part d’une famille libre F.

Tant que F n’est pas génératrice, on ajoute & F un vecteur de F qui ne s’exprime pas comme combinaison
linéaire des autres.

A chaque étape, F reste libre.
Le processus s’arréte en un nombre fini d’étapes, et la famille obtenue est une base de F.

Remarques : e Une famille génératrice d’un sous-espace vectoriel de dimension n a au moins n vecteurs.

e Une famille libre d’un sous-espace vectoriel de dimension n a au plus n vecteurs.

3.8 Famille libre, famille génératrice et dimension.

n désigne ici un entier naturel non nul.

3.8.1 Famille génératrice en dimension n.

Théoréme :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et différent de {Og}.

Si E est dimension n, toute famille génératrice de E formée de n vecteurs est une base de E.
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En effet : si ¥ n’était pas libre on pourrait retirer un vecteur tout en restant génératrice, ce qui donnerait une
famille génératrice de cardinal < n, impossible donc .# est libre et ¢’est une base.

Z est génératrice de F
Rédaction type : On a montré que Z contient n vecteurs donc % est une base de E.
dim(E) =n

3.8.2 Famille libre en dimension n.

Théoréme :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et différent de {0g}.

Si E est dimension n, toute famille libre de E formée de n vecteurs est une base de E.

En effet : si .F n’était pas génératrice on pourrait ajouter un vecteur sans perdre la liberté, ce qui donnerait une
famille libre de cardinal > n, impossible donc .% est génératrice et c’est une base.

Z est une famille libre
Rédaction type : On a montré que Z contient n vecteurs de F donc % est une base de E.
dim(E) =n

3.8.3 Dimension et sous-espace vectoriel.

Proposition.

Soit E un espace vectoriel et F' une partie de F,

Si F' est un sous-espace vectoriel de E et E est de dimension finie alors F' est de dimension finie.

Démonstration : (admis)

Théoréme :
Soit F un espace vectoriel de dimension finie,
et soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F,
® Si FCG alors dim(F) < dim(G)
@ [ FCGetdim(F)=dim(G)] < F=G
Démonstration.

@ F est de dimension finie d’apreés la proposition précédente donc F' admet une base (eq, ..., e,;,) d’aprés 3.7.1.
et comme F' C G on a (eq, ..., €y,) une famille libre de G, ce qui entraine m < dim(G) d’apreés 3.7.1.

@ Seule nécessite une démonstration.
On suppose que : F C G et dim(F) = dim(G) et on note (eq, ..., €,,) une base de F
d’une part : F C G on a (ey, ..., &) une famille libre de G, d’autre part : dim(F) = dim(G) =m

donc (eq, ..., €,) est une base de G d’aprés 3.8.2., mais c’est aussi une base de F' donc on a bien F = G.

3.9 Systémes linéaires homogénes et dimension.

Soit M une matrice de .4, ,(K), on s’intéresse ici & la résolution du systéme linéaire M X = 0.
p équations et n inconnues.
Rappels :
L’algorithme du pivot de Gauss permet de réduire le systéme M X = 0 en un systéme échelonné TX = 0.

Le nombre de lignes non nuls de TX = 0 est égal au nombre d’inconnues principales noté r.

. . C’est le rang du systéme
Le nombre d’inconnues secondaires vaut n — r. ( g Y )

Théoréme.

L’ensemble des solutions du systéme M X = 0 est un sous-espace vectoriel de dimension n — r. ‘

Démonstration :
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Notons S I’ensemble des solutions du systéme M X = 0.
e 0,1 €S car M0,1 =0,;.

e Soient (X,Y) € 5% et (a,8) € K% Alors MX =0 et MY =0, donc M(aX + BY) = aMX + MY = 0.

ainsi aX + Y € S, on peut alors en déduire que S est un sous-espace vectoriel de ., 1 (K).

Par opérations élémentaires sur les lignes, le systéme M X = 0 est équivalent & un systéme échelonné TX = 0.

Ainsi, toute solution s’écrit comme combinaison linéaire de n — r solutions particuliéres obtenues en donnant

successivement a 'une des inconnues secondaires la valeur 1 et aux autres la valeur 0.
L’ensemble S est donc engendré par n — r vecteurs, et ces vecteurs forment une famille libre.

Donc S est un sous-espace vectoriel de dimension n — r.
Conseil général : N'utilisez ce théoréme uniquement si vous étes str de vous et que cela est nécessaire.

Mlustration sur un exemple : Extrait de la feuille  calcul /

. 5
Soit u = (21, x2, 23,24, 25) € R,

T, + 2x9 +3x3 +4x4 + 525 = 0
ueFlF <— 2x1 + 4xo + 3 +5xz5 = 0
T3 + x4+ Irs = 0
T, + 2x9 +3x3 +4x4 + 525 = 0
— —bxrg —8xy —bxs = 0
T3 + x4+ Irs = 0
T, + 2x9 +3x3 +4x4 + 525 = 0
— —5x3 —8xg4 —dx5 = 0 (8 inc. principales et 2 inc. secondaires)
—3:64 = 0
r1 = —2x9— 215
e r3 = —T5
T4 = 0
donc F = {(—2wy—2x5,22, —25,0,25) | (z2,25) € R* }

= {22(~2,1,0,0,0) 4+ 25(—2,0,—1,0,1) | (z2,25) € R* }

Donc F = Vect < (-2,1,0,0,0),(2,0,—1,0,1) > et ((—2,1,0,0,0),(—2,0,—1,0,1)) est libre.

’ F est un sous-espace vectoriel et ((—2,1,0,0,0),(—2,0,—1,0,1)) est une base de F'. ‘

Remarque : cet espace est de dimension 2, mais il est infini (I’ensemble des solutions est infini)

Corollaire.

O S’il y a strictement plus d’inconnues que d’équations (n > p)
alors le systéme M X = 0 a une infinité de solutions.
@ Si (0,...,0) est 'unique solution de M X = 0,
alors il y a autant ou plus d’équations que d’inconnues (n < p).

En effet : Pour @ : Si n > p alors il y a au moins une inconnue secondaire donc une infinité de solution.

et @ est la contraposée de @ .

3.10 Rang.

3.10.1 Rang d’une famille de vecteurs.

Soient E un espace vectoriel et n un entier naturel non nul.

Définition.
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Pour (ug, ..., u,) une famille de n vecteurs de E.

rg (uy, ug, ..., up) = dim (Vect (ug, ug, ..., uy,))

Remarque : On ne change pas le rang en faisant des opérations élémentaires sur les vecteurs.

Théorémes

Soit % une famille de vecteurs de F

O 7 estlibre si, et seulement si, rg(.%) est égal au nombre de vecteurs de .

O .7 est génératrice de F si, et seulement si, rg (%) est égal & dim(FE).

rg (Z) est égal au nombre de vecteurs de .Z
et est égal a la dimension de F

® 7 est une base de F si, et seulement si, {

Démonstration.
O Si .7 est libre, alors c’est une base de Vect(.%#) donc rg (%) est égal au nombre de vecteurs de ..

Réciproquement si rg (%) est égal au nombre m de vecteurs de .% alors .# est une famille génératrice de m vecteurs
de Vect(%#) qui est de dimension m , donc c’est une base de Vect(F) d’ou & est libre.

0 Si .F est génératrice de E, alors E = Vect(.#) donc dim(E) = rg (F).

Réciproquement : Si rg (#) = dim(F) alors Vect(#) C E et dim (Vect(f)) = dim(F) donc (d’aprés 8.8.8)
E = Vect(.#) autrement dit : .% est génératrice de E.

© C’est une conséquence directe des @ et @ .

3.10.2 Rang d’une matrice.

Définition. (Définition du rang d’une matrice)

Soit M une matrice de 4, ,,(K),
On appelle rang de la matrice M, la dimension de I'espace engendré par les colonnes de M.

Notation : on note rg(M) le rang de la matrice M.

Théorémes

® Pour toute matrice M de A4, (K), rg (MT) =rg(M).
0 Pour toute matrice M de #,(K), rg(M)=n si, et seulement si, M est inversible.

Démonstration. (admis)

Remarques :
e Le rang d’une matrice est (aussi) la dimension de 1’espace engendré par ses lignes.
e On ne modifie pas le rang d’une matrice en faisant des opérations élémentaires sur ses colonnes et ses lignes.
o Si M e M, ,(K) alors rg(M) <netrg(M)<p ( ou encore rg(M) < min(n,p) )

e On obtient ce rang en appliquant 1'algorithme de Gauss sur les lignes ou sur les colonnes de la matrice.

3.10.3 Matrices et familles de vecteurs.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

Théoréme.

Soient (u1,us,...,u,) une famille de vecteurs de E et 2 une base de E.

rg (U, Ugy ..., Up) =T (Mat@(ul,UQ,...,un))
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Démonstration : Ici on utilise @ et @ de la proposition de 3.6.2.
Notons r = rg(uy, ..., up).

3.7.3 montre qu’il existe donc une sous-famille de r vecteurs, par exemple (u;,, ..., u;, ), qui est libre et telle que
Vect(u, ..., un) = Vect(u;,, ..., u;, ).

D’aprés @ , (Coordg(u;,), ..., Coordg(u;,)) est libre.

Et d’apres @ , Vect(Coordg(us), . .., Coordg(u,)) = Vect(Coordg(us, ), . .., Coordg(u;,)).

Donc (Coordg(us,), ..., Coordg(u;,)) est une base de Vect(Coordg(us), ..., Coords(uy)).

On a bien : rg(uy,...,u,) = rg(MatE@(ul, . ,un)).

Théorémes.
Soient (u1,us,...,u,) une famille de vecteurs de E et 2 une base de E.
On note M = Mat(@(ul,ug, ey un)
O (uy,ua,...,u,) est libre si, et seulement si, rg(M) =n
O (u1,us,...,u,) est génératrice si, et seulement si, rg(M) =dim(FE)
O (uy,us,...,u,) est une base de E si, et seulement si, M est inversible.

Remarque : Ici n est le nombre de vecteurs de la famille et non la dimension de F.

Démonstration : Conséquence des théorémes de 3.10.1.

3.10.4 Rang d’un systéme.

Définition :

Le rang d’un systéme est le nombre d’inconnues principales aprés réduction par l'algorithme du
pivot de Gauss.

Proposition :

Soient M € My, m(K), B € M,1(K) et ¥ lesystétme MX =B

rg(M) = rg(%)
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Probabilités
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4.1 Ensemble des événements et probabilités.

On cherche & modéliser une expérience aléatoire, on nomme S l'ensemble des résultats (I'univers).

4.1.1 Ensemble des événements.

4.1.2 Notion de tribu.

Q0 O0cT

Soit .7 une partie de Z(Q),
dire que 7 est une tribu sur € signifie que :

® VAecT, AcT. (T est stable par passage au complémentaire).
® VY(A,)nen € TN, U A, € T. (T est stable par union dénombrable).

(Contient I’événement certain)

neN
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Remarques : o Cette définition ne fera pas 'objet de questions directes, mais elle doit étre connue.

La donnée de (92,.7) est appelée : espace probabilisable.

T est ensemble des événements.

Un ensemble E est dénombrable s’il existe une bijection de N dans E.

_ o ) E={z,|neN}
autrement dit : §’il existe une suite (z,,) telle que

et V(i,j) EN? i #j= x; # 1,

Avec cette définition les ensembles dénombrables sont infinis. Vous trouverez d’autres définitions.

Propositions.

Soit 7 une partie de (1),
si 7 est une tribu alors :

0 ocT (Contient I’événement impossible).
® Y(A,)nenw € TN, ﬂ A, e 7. (T est stable par intersection dénombrable).
neN

© 7 est stable par réunion finie et par intersection finie.

Démonstrations. (Faites au tableau)

Propriétés des intersections et des réunions dénombrables.

Soient (A, )nen une suite d’événements, B un événement et N un entier naturel non nul,

+oo +oo +oo +oo
Complémentaire : ﬂ A, = U A, U A, = ﬂ A,
n=0 n=0 n=0 n=0

+o00 +o0 too too
Distributivité, BU (ﬂ An> = [ (BUA,) BN <U An> = JBnA,).

n=0 n=0 n=0 n=0

+oo N N +oo
Inclusion, ﬂ A, C ﬂ A, U A, C U A,
n=0 n=0 n=0 n=0

Démonstrations. (Voir cours outils sur logique et ensembles)

4.1.3 Systéme complet d’événements

Définition.

Soit (Ay)ner une suite finie ou dénombrable d’événements ( I =[1;n] ou =N ),
—— i
finie dénombrable
Dire que (A4, )ner est un systéme complet d’événements signifie que :
O V(i,j)el? i#j—ANA =0 et e (Ja.=0
nel

Remarque : @ se dit : (4,) est une suite d’événements deux a deux disjoints.

ou encore : (A,) est une suite d’événements deux & deux incompatibles.

4.1.4 Probabilité.

Définition.
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Soient (€2, J) un espace probabilisable et P une application de & dans R.
Dire que P est une probabilité sur (2, ) signifie que :

OvAc 7, P(A)el0,1].

8 PO =1

O Quel que soit (A, )nen une suite d’événements. (Aziome de o-additivité)
si les A, sont deux a deux incompatibles,

+o00 +oo
alors la série Z P(A,) convergeet: P (U An) = Z P(4,)
n=0 n=0

n=0

Remarque : ® entraine : Si AN B = & alors P(AU B) = P(A) + P(B).
On retrouve donc les mémes résultats que dans le cours de premiére année lorsque  est fini et .7 = Z(Q) :
° n étant fixé dans N, quel que soit (Ax)1<k<n une suite de n événements,
si les Ay sont deux & deux incompatibles, alors P <U Ak> = Z P(Ag)
k=1 k=0
° VAe T, P(Z):l—P(A) Eneffet:AUZ:QetAﬂZ:@doncP(A)—l—P(Z):P(Q):l

. Y(A,B) € 7% P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB).
En effet : P(AUB) =P(AU(ANB)) = P(A) + P(ANB) =P(A) + P(B) - P(AN B)

. Pour tout (A,B) € 72, si AC B alors P(A\ B) = P(B) — P(A).
. Pour tout (A,B) € 72, si AC B alors P(A) < P(B).
En effet : P(B) = P(

>
D)
X
_l’_
3
N
D)
Z
I

P(A)+P(ANB) >0

. Quel que soit (Ay)1<kgn une suite de n événements, P (U Ak> < P(Ag)

Proposition. (complément, & savoir redémontrer)

Soit (Ay)nen une suite d’événements,

N “+o0o
i li P A, =1 lors : P A, =1
Q si N_lg_loo (HO n) alors <nL_JO n)
N “+oo
O si Nl_ig_lOOP (ﬂo An> =0 alors: P (ﬂo An> =0

Démonstration : (faite au tableau)

n +oo n +o0
® Pour tout n € N, U A C U Ar donc P (U Ak> <P ( Ak>
k=0 k=0 k=0

n 400 n
ona VnéeN, P(UAk><P(UAk><1 et 11111 P(UAk>>_1
n——+oo
k=0

k=0

+oo
donc (passage a la limite) |P (U An> =1

k=0

+oo
donc (passage a la limite) |P (m An> =0

Proposition.

Soit (Ap)nen une suite d’événements,

“+oo
si (Ap)nen est un systéme complet d’événements alors : Z PA,) =1
n=0
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Remarques en lien avec le cours sur les séries
- Si (A;,) est une suite d’événements deux a deux incompatibles, la définition d’une probabilité de premiére année

suffit pour montrer que la série Z P(A,) converge.
n>=0
- Les séries convergentes sont ici toutes absolument convergentes, I'ordre de sommation n’a pas d’importance, on
pourra sans ambigiiité, pour I C N utiliser la notation Z P(A;) pour les sommes.
iel

4.1.5 Négligeable, presque siir, quasi-complet.

Définitions.

Soit A un événement,
dire que A est négligeable signifie que P(A4) = 0.
dire que A est presque sir signifie que P(A) = 1.
Soit (Ap)nen une suite d’événements,

dire que (A, )nen est un systéme quasi-complet d’événements signifie que :

O V(i,j)eN? i£j=ANA =0

+o0 +oo
(2] Z P(A,) =1 (La série converge et sa somme vaut 1) ou P (U An> =1
n=0 n=0

Remarque : Si un systéme est complet alors il est quasi-complet.  La réciproque n’est pas toujours vraie.

Propriétés.

Soit A un événement,
O Si A est quasi-impossible alors :
pour tout événement B, P(ANnB)=0 et P(AUB)=P(B)

® Si A est quasi-certain alors :
pour tout événement B, P(AnNB)=P(B) e PAUB)=1

Démonstrations :
© On suppose P(A4) =0,
Ona ANB C Adonc 0 < P(ANB) < P(A) donc P(ANB) =0
et P(LAUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB)=0+ P(B)—0donc P(AUB)= P(B)
0 On suppose P(A) =1,
OnaAC AUBdonc P(A) < P(AUB) < 1donc P(AUB) =1
et P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB) = 1 + P(B) — 1 donc P(AN B) = P(B)

4.1.6 Formule des probabilités totales (Version 1)

O Si (A)1<k<n est un systéme complet d’événements alors pour tout événement B on a :

P(B) = zn: P(AyN B)
k=1

@ Si (A,)nen est un systéme quasi-complet d’événements alors pour tout événement B on a :

+oo
(la série Z P(A, N B) est convergente et ) P(B) = Z P(A,NB)
n=0

n=>0

Remarques :

e Le théoréme @ est aussi vrai avec un systéme complet.
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e On sait que lorsque une suite d’événements deux a deux incompatibles alors la série E P(A,) converge.
n>=0

Ce qui permet dans le théoréme précédent d’oublier de préciser : Z P(A, N B) est convergente.
n=0

Démonstrations :

O (Ap)ig<kgn est un systéme complet d’événements et B est un événement :

P(B) = P(BNQ)
= P (B N (U Ak>> car (Ar)i<ksn est un systéme complet
k=1
= P (U (Ap N B))
k=1
= Z P(ApNB) car les (Ax N B) sont 2 a 2 incompatibles (o-additivité) .
k=1

O (A,)nen est un systéme quasi-complet d’événements et B est un événement :

+o0 +oo
P(B) = P (B N (U Ak>> car P <U An> =1 (voir la proposition précédente).
n=0 n=0
—+oo
= P (U (A, N B))
n=0
+oo
= Z P(A,NB) car les (An N B) sont 2 & 2 incompatibles. (o-additivité)
n=0

4.2 Conditionnement et indépendance.

On se place dans un espace probabilisé (2, T, P)

4.2.1 Deéfinition.

Définition.

Soient A et B deux événements tels que P(A) # 0,
P(ANB)

On appelle probabilité de B sachant A, notée P4(B), le réel : P4(B) = PlA)

Théoréme.

Quel que soit A € 7 tel que P(A) # 0, Dapplication P4 est une probabilité sur (2, 7). ‘

Démonstration : (non faite)

Il s’agit ici de démontrer que :
© Pout tout événement B, 0 < P4(B) <1,

O Py()=1
+oo +oo
©® lorsque (B,,) est une suite d’événements deux a deux incompatibles alors Py <U Bn> = Z P4(B,)
n=0 n=0
Remarques :

e P, est appelée "probabilité conditionnelle sachant A".

e Calculer une probabilité conditionnelle revient & se placer dans la situation ot I’événement A est réalisé.
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4.2.2 Formule des probabilités composées

Théoréme : (Formule des probabilités composées)

Soient n un entier supérieur a 2 et (Ay)1<r<n une liste d’événements vérifiant P(A; N---NA,_1) #0,

P(A1 n---N An) = P(Al) X PA1 (AQ) X PA10A2(A3) X --e X PAlﬂu-ﬁAn,l(An)

Démonstration : o
On utilise les conventions : ﬂ Ai=Q et Pq (A1) =P(4).
i=1
P(A1) x Pa,(A3) X -+ X Payra, ., (An) = ] P g, (A)

= P (ﬂ Ak> (Produit télescopique)

4.2.3 Formule des probabilités totales (Version 2)

Théoréme
O Si (Ax)1<k<n est un systéme complet d’événements non négligeables pour P (i.e : pour tout k, P(Ay) #0)

alors pour tout événement B on a: P(B) = Z P(Ag).Pa, (B)
k=1

0 Si (A,)nen est un systéme quasi-complet d’événements non négligeables pour P (i.e : pour tout n, P(A,) #0)

alors pour tout événement B on a :

—+ o0
(la série Z P(A,). Pa, (B) est convergente et ) P(B) = Z P(A,). P4, (B)
n=0

n=0

En effet : (Immédiat & partir de la version 1 et la définition d’une probabilité conditionnelle)

Remarques :
e Le théoréme @ est vrai avec un systéme complet ou un systéme quasi-complet d’événements.

e On pourra ne pas vérifier P(A,) # 0 et quand P(A,) =0, on pose P(A,).P4, (B)=0.

e Ici aussi on peut oublier de préciser que la série converge.

4.2.4 Formule de Bayes

Proposition :

Soit (A, )nen une suite d’événements,
Si (A, )nen est un systéme quasi-complet d’événements ( tel que : pour tout n, P(4,) # 0)
P(Ag).Pa,(B)

alors  pour tout événement B (tel que P(B) # 0) et pour tout k € N ona: Pg(A4x) = e~
n=0

Remarques :
e En pratique il est souvent plus simple de redémontrer cette formule.
e Ce théoréme est vrai pour un systéme complet et pour un systéme quasi-complet d’événements.

e Ce théoréme est vrai avec un systéme complet d’événements fini. (Théoréme vu en premiére année).
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4.2.5 Indépendance

Définition :

Soient A et B deux événements,
Dire que A et B sont indépendants signifie que:  P(ANB) = P(A)P(B)

Propositions :

Soient A et B deux événements,
0 Si P(B)#0 alors A et B sont indépendants si, et seulement si, Pg(A) = P(A).

® Si A et B sont indépendants alors A et B sont indépendants, A et B sont indépendants
et A et B sont indépendants.

Démonstrations :
O Immédiat avec la définition d’une probabilité conditionnelle.

® Pour montrer ces trois équivalences, il suffit de montrer I'implication suivante :

Quels que soient M et N deux événements de (2,

Si M et N sont indépendants alors M et N sont indépendants.

Prenons deux événements M et N deux événements indépendants de 2,
On sait que P(M) =P(M N N)+P(MNN)
et comme M et N sont indépendants il vient : P(M) = P(M) x P(N) + P(M N N), puis :

P(MNN) = P(M)-P(M)xP(N)
= P(M)(1-P(N))
P(M)P(N)
Remarque : Dire que (A,) est une suite d’événements 2 4 2 indépendants signifie que

V(Z’]) € 127 275] = P(AzmA]) = P(AZ)P(AJ)

Définition :

Soit (Ap)ner une suite finie ou dénombrable d’événements.

Dire que les A,, sont mutuellement indépendants signifie que :
pour toute partie finie J de I, P( ﬂ Aj> = H P(A))
jed jed

Autrement dit :
Pour tout entier k > 2, et k indices 43 < ---<ip ona: P(A;N---NA;,)=P(A4;) x - x P(4;,).

Remarque : siles A, sont mutuellement indépendants alors les A,, sont 2 & 2 indépendants,
la réciproque n’est pas toujours vraie.

Proposition :

Soient (A )ner une suite finie ou dénombrable d’événements.
et (By)ner une suite d’événements vérifiant : Vn € I, B, = A,, ou B, = A,

O Siles A, sont 2 & 2 indépendants alors les B,, sont 2 & 2 indépendants.

@ Si les A,, sont mutuellement indépendants alors les B,, sont mutuellement indépendants.

Autrement dit :  Si dans une suite d’événements deux a deux (resp. mutuellement) indépendants on remplace
un ou plusieurs événements par leur contraire, on obtient toujours une suite d’événements deux a deux (resp.
mutuellement) indépendants.
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4.3 Variables aléatoires réelles.
On considére ici un espace probabilisé (2, 7, P).

4.3.1 Définition.

Définition

Une variable aléatoire réelle est une application de 2 dans R vérifiant :

Pour tout a € R, [X < a] est un événement.

Remarques :
e Comme pour les tribus vous ne devriez pas étre interrogés sur cette définition.
e On note [X < a] 'événement {w € Q | X(w) < a}
e L’ensemble des valeurs prises par X est X(Q) = {X(w) |w e Q }
e Pour tout (a,b) € R* , [X >a], [a< X <D sont des événements.

Proposition : ’ Pour tout I intervalle de R, [X € I] est un événement. ‘

4.3.2 Fonction de répartition.

Définition

Soit X une variable aléatoire de (0, 7, P),

On appelle fonction de répartition de X la fonction F: R — [0,1]
z — P(X < x])

Remarques :

e Quand plusieurs variables aléatoires sont présentes on note Fx : R — [0,1]
x — P([X < z])
e C’est a rapprocher de la notion de fréquences cumulées en statistiques.

Proposition :

Pour tout (a,b) € R? tel que a < bon a :

P(X €a, b)) = F(b) — F(a)

En effet : (X < b) est 'union disjointe de (X < a) et (a < X <b) donc P(X <b)=P(X <a)+Pla< X <))

Proposition :

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F alors :
O F est une fonction croissante sur R.
@ F est partout continue a droite.
(3] Ili)r_nOCF(x) =0 et lim F(z)=1

Tr—r—+00

Démonstration :
0 Si z1 <z alors (X <x1) C (X <a2) done P(X <z1) <P(X < 29)
A et ©® admis.

4.3.3 Indépendance de variables aléatoires.

Indépendance de deux variables aléatoires.

Définition (définition du programme)

Soient X et Y deux variables aléatoires sur le méme espace probabilisé (2, .7, P),
Dire que X et Y sont indépendantes signifie que :

quel que soit le couple (I, J) d’intervalles de R, P(X el)n(Y eJ))=P(X el)x P(Y €J)

Théoréme (caractérisation)

Soient X et Y deux variables aléatoires de (2, 7, P),

X et Y sont indépendantes si, et seulement si, V(z,y) € R?, P(X <z)N(Y <y)) = P(X <x)x P(Y
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Indépendance de n variables aléatoires.

Définition

Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et (Xj)1<r<n une liste de variables aléatoires de (Q2,.7, P),
Dire que les X}, sont (mutuellement) indépendantes signifie que :

quelle que soit la liste (Ix)1<kgn d’intervalles de R, P (ﬂ (X € Ik)> = H P(Xy € I)
k=1 k=1

Théoréme (caractérisation)

Soient n un entier supérieur ou égal & 2 et (X )1<r<n une liste de variables aléatoires sur le méme espace
probabilisé (2, 7, P),

Les X} sont (mutuellement) indépendantes si, et seulement si, :
n

quelle que soit la liste (z)1<r<n de réels, P <ﬂ (X < xk)> = H P(Xy < zg)
k=1 k=1

Remarque :
On parle aussi de "liste mutuellement indépendante" (pour "liste de variables aléatoires mutuellement indépendantes”).

Indépendance d’une suite de variables aléatoires.

Définition

Soit (X, )nen une liste de variables aléatoires de (2, 7, P),
Dire que les variables de (X,,)nen sont (mutuellement) indépendantes signifie que :

toute liste finie extraite de la suite est (mutuellement) indépendante.

4.3.4 Propriétés de I'indépendance mutuelle.

Théoréme :

Soit (Xk)1<kgn une liste de variables aléatoires de (2, 7, P),
0Si Xi,,...,X, sont (mutuellement) indépendantes alors

toute sous-famille de (Xy,..., X, ) 'est aussi.
0 (Lemme des coalitions)

Soient f:R? - R et g: R"? — R deux fonctions,
si Xi,...,Xp,..., X, sont (mutuellement) indépendantes alors
f(X1,...,Xp) et g(Xpi1,...,Xp) sont indépendantes.

® Soient f1,..., f, des fonctions de R dans R,
si Xy,...,X, sont (mutuellement) indépendantes alors
f1(X1),..., fu(Xy) sont (mutuellement) indépendantes.

4.4 Espérance, variance et moments d’une variable aléatoire réelle.
On considére ici un espace probabilisé (Q2, 7, P).

4.4.1 Espérance.

Un introduction un peu théorique.

On admet lexistence d’une fonction E définie sur une partie de ’ensemble des variables aléatoires sur (€2, .7, P)
et a valeurs dans R qui possédent les propriétés suivantes :

0FE(1)=1
M Si X est a valeurs positives ou nulles et X admet une espérance alors E(X) > 0.
© Si a et b sont deux réels et X et Y deux variables aléatoires possédant une espérance alors

aX + bY admet une espérance et E(aX +0Y) =aE(X) + bE(Y)
Remarques :
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e On ne vous posera pas de question sur cette introduction.
e Retenir que certaines variables aléatoires n’ont pas d’espérance.
e Une variable est dite centrée lorsque son espérance est nulle.

e Si X est une grandeur physique alors E(X) et X ont la méme dimension.

Définitions

Situation 1 : Variable discréte finie.

Toutes les variables aléatoires finies admettent une espérance :

n
Pour X une variable aléatoire avec X(Q) = {zx | k € [1;n] }, BE(X) = Za:k}P’(X = xy)
k=1

Situation 2 : Variable discréte dénombrable.

Soit X un variable aléatoire avec X () = {x,, | n € N },

X admet une espérance si, et seulement si, g x,P(X = x,,) est absolument convergente.
neN

+oo
et alors F(X) = Z Tn P(X = x,)
n=0

Situation 3 : Variable a densité.

Soit X un variable aléatoire réelle de densité f,
+oo
X admet une espérance si, et seulement si, / xf(x)dx est absolument convergente.

— 00

“+o0o
et alors  F(X) :/ xf(z)dx

— 0o

Propriétés.

Proposition (Généralisation de la linéarité)

Soient n € N*, (X%)1<r<n une liste de variables aléatoires sur un méme espace probabilisé
<

<
et (ar)1<k<n une liste de réels.
n

Si les X, possédent toutes une espérance alors E ar X admet une espérance et
k=1

E7<j§:ak)(k> ::ji:akEX)Yk)
k=1 k=1

Démonstration : Raisonnement par récurrence sur n.

Proposition (Croissance de ’espérance)

| SiX<Y alos B(X)<E(Y) |

En effet : X <Y entraine Y — X > 0 donc E(Y — X) > 0 et avec la linéarité il vient E(Y) — E(X) >

0.
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Théorémes de transfert.
Théoréme. (Variable discréte)
Soient X une variable aléatoire réelle discréte et f une fonction définie sur X (2),
Dans le cas fini. on note : n le cardinal de X(2) et X(Q) ={zx | k € [1;n] },
I'espérance de f(X) vérifie : E(f(X)) = Zf(a:k) P(X = xy).
k=1
Dans le cas dénombrable. on note : X(Q) = {z. | n € N}, (‘avec les (z,) 2 & 2 distincts )
f(X) admet une espérance si, et seulement si, Z f(zn)P(X = z,) est absolument convergente.
neN
+oo
et alors l'espérance de f(X) vérifie : E(f(X)) = Z flzn) P(X = x,).
n=0
Théoréme (Variable ¢ densité)
Soient X une variable aléatoire réelle de densité f, telle que X est a valeurs dans |a, b]
(=00 < a<b< +00)
et ¢ :Ja,b[— R une fonction continue sauf éventuellement en un nombre fini de points.
b
©(X) admet une espérance si, et seulement si, / ©(t) f(t)dt est absolument convergente.
b a
et alors : E(o(X)) = / w(t)f(t)dt
4.4.2 Variance.
Définition.
Définition
Soit X une variable aléatoire admettant une espérance F(X).
Lorsque la variable (X — F(X))? admet une espérance on dit que X admet une variance et on
définit sa variance par
V(X)=E((X - E(X))?)
Remarques :
e Si une variable aléatoire X admet une variance alors nécessairement elle admet une espérance.
e Quelle que soit la variable aléatoire X admettant une variance, on a : V(X) > 0.
eSi V(X)=0 alors P([X =m]) =1 (oum= E(X)), On dit que X est une variable quasi-certaine.

e Dire qu’une variable aléatoire est réduite signifie que sa variance est égale a 1.

4.4.3 Formule de Kcenig-Huygens.

Théoréme :

Soit X est une variable aléatoire réelle,
Si X et X? admettent une espérance alors X admet une variance et

V(X) = B(X?) - (B(X))?

4.4.4 Variance de aX +b :

Théoréme :

Pour toute variable aléatoire X admettant une variance et a et b deux réels, on a :

aX + b admet une variance et V(aX 4 b) = a*V(X)
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4.4.5 Ecart-type.

Définition.

Quand X admet une variance, l’écart-type d’une variable aléatoire X est le réel : ox = /V(X)

Remarque : Si X est une grandeur physique alors ox et X ont la méme dimension.

Définition :

Pour X une variable aléatoire admettant une variance V(X) # 0,
X - E(X)

ox

X" est appelée variable aléatoire centré réduite associée a X.

Remarque : X™ est sans dimension.

4.4.6 Moments d’ordres supérieurs.

Définition.

Pour X une variable aléatoire et n un entier naturel,
Quand X" admet une espérance on appelle F(X") le moment de X d’ordre n.

4.4.7 Avec des variables aléatoires indépendantes.

Théoréme :

Soient X et Y deux variables aléatoires sur ({2, 7, P),

@® Si X et Y sont indépendantes et admettent des espérances alors
XY admet une espérance et E(XY) = E(X)E(Y).

@ Si X et Y sont indépendantes et admettent des variances alors
X 4+ Y admet une variance et V(X +Y) =V (X)+ V(Y)

Démonstration. (admis)

Généralisation :

Soit (Xj)1<k<n une suite de variables aléatoires sur (Q2, .7, P),
@ Si les X sont indépendantes et admettent des espérances alors
n n n
H X, admet une espérance et E (H Xk) = H E(X%)
k=1 k=1 k=1

@ Si les X, sont indépendantes et admettent des variances alors
n n

n
ZXk admet une variance et V <Z Xk> = Z V(Xk)
k=1 k=1

k=1
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Variables aléatoires discrétes
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5.1 Variables aléatoires discrétes.

On considére un espace probabilisé (€2; .7, P) quelconque.

5.1.1 Définition

Définition.

Soit X une variable aléatoire sur (Q; .7, P)

Dire que X est une variable aléatoire discréte signifie que X (€2) est un ensemble de réels fini ou dénombrable.

Remarques : fini dénombrable

——~
e Lorsque X est une variable aléatoire discréte, on note X(Q) ={ a; |i €1} avec I=[1;n] ou I=N
(et Y(i,j) € I?, i#j=>x; # xj)
o Extrait du programme : Une variable aléatoire est dite discréte si 'ensemble X (Q2) de ses valeurs est inclus dans
un sous-ensemble N de R indexé par une partie de N.

e Comment bien définir une variable aléatoire ?
En pratique 1 : On nous donne X(Q) ={ z; |i€l } et P(X =x;) =p;
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Vérifier si X est bien définie revient a :

O Vérifier que les x; sont 2 a 2 distincts. @ queVie I, p; >0 © et que Z vaut 1.
iel

Exemples : Feuille Cours 5

Proposition.

Si (25),,cn est une suite de réels deux a deux distincts et (p,), oy une suite de réels positifs tels que an
converge et a pour somme 1 , alors il existe une variable aléatoire réelle discréte X sur (2; .7, P) vérifiant

P (X = x,) = p, pour tout entier naturel n.

En pratique 2 : (On décrit une expérience aléatoire)
On décrit une expérience aléatoire avec {2 quelconque. On note E la partie de €2 ot X n’est pas définie.
X est une variable aléatoire bien définie lorsque P(E) = 0.
Dans ce cas la on confond Q et Q\ FE

Exemples : Feuille Cours 5

e FExtrait du programme : On tolére qu'une variable aléatoire issue d’une expérience aléatoire puisse ne pas étre
définie sur un événement de probabilité nulle.

5.1.2 Systéme complet d’événements associé a X

Théoréme.

Soit X une variable aléatoire sur (2; .7, P)
Si X est une variable aléatoire discréte avec X (Q) ={ x; |1 €I} (avec i # j = x; # ;)

alors ([X = ;]);es est un systéme quasi-complet d’événements.

5.1.3 Loi de probabilité

Définition.

Soit X est une variable aléatoire discréte.

L’application X(©2) — R est appelée loi de probabilité de X.
r +— P(X =2)

Définition. Loi conditionnelle.

Soit X est une variable aléatoire discréte et A un événement de probabilité non nulle.

L’application X(©2) — R est appelée loi de probabilité de X sachant A .
x — Pa(X =2)

5.1.4 Espérance et variance d’une variable aléatoire réelle discréte.
Espérance

Définition (Espérance mathématique d’une variable aléatoire discrete.)

e Lorsque X () est fini, en notant n = card(X(Q)) et X(Q) = {xx | k€ [1;n] }
on appelle espérance mathématique de X le réel : E(X) = Z zk P(X = xy)
k=1
e Lorsque X (2) est dénombrable, en notant X (Q) = {zn|n € N} (avecles (z,) 2 & 2 distincts ),

X admet une espérance si, et seulement si, la série E 2, P(X = x,) est absolument convergente.
n>=0

+oo
alors l'espérance mathématique de X est le réel : E(X) = Z Zn P(X = )
n=0
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En pratique.
e Cas fini.
n
"X () est fini donc X admet une espérance et E(X) = ka P(X =x)"
k=1
e Cas dénombrable.
0 " X admet une espérance si et seulement si, Z zn, P(X = x,,) est absolument convergente."
n=0
On montre que : Z |z |P(X = x,) est convergente et on dit que X admet une espérance.
n>=0
—+oo
0 On calcule l’espérance E(X) = Z zn P(X = ,)
n=0
Exemples : Feuille Cours_ 5
Remarques :
+oo
e La convergence absolue est nécessaire pour que la somme Z xn P(X =z,) ne dépende pas du choix des (z,)
n=0

pour décrire X (). (Voir le théoréeme 1.5.2 sur les séries).
e Retenir que certaines variables aléatoires n’ont pas d’espérance. (Ezemple : feuille Cours_5)
e Une variable aléatoire est dite centrée lorsque son espérance est nulle.

Théoréme : (linéarité)

Soient X et Y deux variables aléatoires d’'un méme espace probabilisé,
Si X et Y admettent chacune une espérance alors
pour tout réel a et b, aX + bY admet une espérance et E(aX +bY) = aE(X)+bE(Y).

Proposition : (Croissance)

Soient X et Y deux variables aléatoires d’'un méme espace probabilisé,
0Si X >0 et X admet une espérance alors E(X) > 0.
B Si X <Y etsi X etY admettent chacune une espérance alors E(X) < E(Y)

Généralisation

Soient n € N*, (X%)1<r<n une liste de variables aléatoires sur un méme espace probabilisé
et (ak)1<k<n une liste de réels.

n n
Si les X possédent toutes une espérance alors F (Z aka> = Z arE(Xy)
k=1 k=1

Théoréme de transfert.

Théoréme. (Théoréme de transfert)
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Soient X une variable aléatoire réelle discréte et f une fonction définie sur X (2),
Dans le cas fini. on note : n le cardinal de X(Q) et X(Q) ={xr | k € [1;n] },
Pespérance de f(X) vérifie: E(f(X)) = zn:f(a:k) P(X = xy).
k=1
Dans le cas dénombrable. on note : X(Q) = {z. | n € N}, (‘avec les (z,) 2 a 2 distincts )

f(X) admet une espérance si, et seulement si, Z f(zp)P(X = z,) est absolument convergente.
neN

+oo
et alors l'espérance de f(X) vérifie : E(f(X)) = Z f(zn) P(X = x,).
n=0

Rédaction.
e Cas fini.
X () est fini et f est définie sur X (2) donc (théoréme de transfert) f(X) admet une espérance

et B(f(X)) =Y flax) P(X = ax)
k=1

e Cas dénombrable.
O (f est définie sur X(Q2))

0 f(X) admet une espérance si et seulement si, Z f(zp)P(X = x,) est absolument convergente.
n=0

On montre que : Z | f(xn)|P(X = z,,) est convergente et on dit que f(X) admet une espérance.

n=0

+oo
® On calcule l'espérance E(f(X)) = Z flzn) P(X = x,)
n=0

Exemples : feuille Cours_5
Remarque : X peut admettre une espérance alors que f(X) non.

Variance d’une variable aléatoire discréte.

Définition

Soit X une variable aléatoire discréte.
Dire que X admet une variance signifie que X et (X — F(X))? admettent une espérance.
on définit alors sa variance par : V(X)) = E ((X — E(X))?)

Remarques :
e Retenir que certaines variables aléatoires n’ont pas de variance.

e Dire qu’'une variable aléatoire est réduite signifie que sa variance est égale a 1.

Formule de Kcenig-Huygens.

Lemme. (Ezercice)

Soit X une variable aléatoire discréte,
Si X? admet une espérance alors X admet une espérance.

Démonstration. (Voir feuille cours_ 5 2)

Théoréme : (Formule de Kenig-Huygens).

Soit X est une variable aléatoire discréte,

X admet une variance si, et seulement si, X2 admet une espérance
et alors

V(X) = B(X?) - (B(X))®
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Démonstration. Fuaite au tableau.

Rédaction.

Cas fini.
"X (1) est fini donc X admet une variance et E(X) =---, E(X?) =---, et ainsi V(X) = B(X?) — B(X)*"

Cas dénombrable.

© " X? admet une espérance si, et seulement si 22 P(X = z,,) est absolument convergente."
b} ? n
n=0

On montre que : Z |22 |P(X = x,,) est convergente et on dit que X admet une variance.
n=0

+oo “+o0
@ On calcule les deux espérances E(X) = Z r, P(X =x2,) et BE(X?) = Z 22 P(X = x,)
n=0 n=0

® On applique le théoréme de Koenig-Huygens : X admet une variance et V(X) = E(X?) — E(X)?

Exemples : Feuille Cours 5 2

Propriétés de la variance.

Proposition :

Quelle que soit la variable aléatoire X admettant une variance,
@ V(X)=0.
@81 V(X)=0 alors P([X =m]) =1 (o0 m = E(X)),
On dit que X est une variable quasi-certaine.

@ Pour toute variable X admettant une variance et a et b deux réels, on a :

aX +b admet une variance et V(aX +b) = o’V (X)

Démonstrations.

Moments d’ordre supérieurs.

Définition :

Pour X une variable aléatoire et n un entier naturel,
Quand X" admet une espérance on appelle F(X") le moment de X d’ordre n.

Ecart-type.

Définition :

Quand X admet une variance, 'écart-type d’une variable aléatoire X est le réel : \/V(X)

On note souvent : 0 = /V(X) ou ox =/ V(X),
d’ott la notation  V(X) = o?

Définition :

Pour X une variable aléatoire admettant une variance V(X) # 0,
X - E(X)

2P¢

X est appelée variable aléatoire centré réduite associée a X.

Démonstration. A montrer E(X*) =0et V(X™*) = 1.
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5.2 Indépendance.

5.2.1 Caractérisations.

Revoir la définition générale de l’indépendance.

Caractérisation. Indépendance de deux variables aléatoires discrétes.

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes,
Dire que X et Y sont indépendantes signifie que :
quel que soit le couple (z,y) €R? , P(X =z)N (Y =9)) =P(X =2) x P(Y =y)

Caractérisation. Indépendance de n variables aléatoires discrétes.

Soient n un entier supérieur ou égal & 2 et (Xj)1<k<n une liste (finie) de variables aléatoires discrétes,

Dire que les Xy sont (mutuellement) indépendantes signifie que :

quel que soit la liste de réels (zx)i1<hgn, P ﬂ (Xp=uzx) | = H P(Xy = )
k=1 k=1

5.2.2 Indépendance d’une suite de variables aléatoires. ) ) .
(Déja vu dans le chapitre Probabilité).

Définition

Soit (X, )nen une liste de variables aléatoires de (2, 7, P),
Dire que les variables de (X,,)nen sont (mutuellement) indépendantes signifie que :

toute liste finie extraite de la suite est (mutuellement) indépendante.

5.2.3 Propriétés de I'indépendance mutuelle ) ] .
(Déja vu dans le chapitre Probabilité).

Théoréme :

Soit (Xj)1<k<n une liste de variables aléatoires de (2, .7, P),
0Si X,,,...,X, sont (mutuellement) indépendantes alors

toute sous-famille de (X7i,...,X,,) 'est aussi.
0 (Lemme des coalitions)

Soient f:RP — R et g: R"? — R deux fonctions,
si Xi,...,Xp,..., X, sont (mutuellement) indépendantes alors
f(X1,...,Xp) et g(Xpt1,...,X,) sont indépendantes.

® Soient f1,..., f, des fonctions de R dans R,
si Xi,...,X, sont (mutuellement) indépendantes alors
f1(X1), ..., fu(X,) sont (mutuellement) indépendantes.

5.2.4 Théorémes.

Théoréme :

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur (2, 7, P),

O Si X et Y sont indépendantes et admettent des espérances alors
XY admet une espérance et E(XY) = E(X)E(Y).

® Si X et Y sont indépendantes et admettent des variances alors
X +Y admet une variance et V(X +Y) =V (X)+V(Y)

On admet @ car il nous manque un théoréme hors-programme, mais en admettant @ on peut démontrer @ .

Démonstration de @ :
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Geénéralisation :

Soit (Xj)1<kgn une suite de variables aléatoires discrétes sur (Q, 7, P),
O Si les X sont indépendantes et admettent des espérances alors
n n n
H X, admet une espérance et E (H Xk> = H E(Xy)
k=1 k=1
M Si les X sont indépendantes et admettent des variances alors

ZXk. admet une variance et V (Z Xk> = Z V(Xk)

k=1 k=1

Démonstration :

5.2.5 Stabilité des lois de Poisson.

Proposition.

Soient A1, Ao deux réels non nuls et X; et X5 deux variables aléatoires (sur le méme espace probablisé),

X| — f@()\l) s Xo — @()\2)
Si alors X7 + X5 — @(/\1 + )\2)

et X1, X5 sont indépendantes

Démonstration :
On note Z = X1 + X2, onsait que: X;(Q) =Net X5(Q) = Ndonc Z(Q2) CN

en appliquant la formule des proba. totales avec le systéme complet : ([X = k])ren, on obtient pour n € N :

P([X1 + X2 =n])

+oo

> P([Xy =k N[X1 + Xy =n))

ZS

= ) P(X;=knN[Xy=n—k])
k=0

= zn:P([Xlzk]ﬂ[XQ:n—k]) carpour k>n [Xo=n—kl=0
k=0

= ZP([Xl =k]) x P([Xo =n—k]) car X3 et Xy sont indépendantes

k=0

n k —k
= Ail ! X L6_>Q

il (n—k)!

S
_ ¢ N\ \kyn—k
- —r 2 (k) ATA2
k=0

e*(>\1+>\2)

- T()\l + A2)" Formule du bindéme.

Remarque : Aprés ce calcul on peut affirmer que Z(Q)) = N.

’X1+X2‘—>gz()\1+)\2) ‘

Généralisation .

Soient (X%)1<k<n une liste de variables aléatoires, (A;)1<r<ny une liste de réels non nuls,

(sur le méme espace probablisé)
N N

on note : X = ZXk et A= Z)\k.
k=1 k=1
Si les X sont mutuellement indépendantes et si Vk € N, X, — () alors X — Z()\)
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Démonstration :

Soit (X,,) une suite de variable aléatoire suivant tous une loi de Poisson, on note pour chaque n, A, le paramétre
de la loi de X,,.

n n
Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N*, 7, = ZX k suit la loi de Poisson de paramétre Z Ak
k=1 k=1

P(n)
e Pour n =1,
1

X suit la loi de Poisson de paramétre A\; et Z Ar = A1 donc P(1) est vérifiee
k=1
e Soit n € N* tel que P(n) est vraie,

n+1 n

Znt1 :ZXk = ZXk + Xnn1
k=1 k=1

n
or (lemme de coalition) les X, sont mutuellement indépendantes donc ZX r et X,4+1 sont indépendantes
k=1

n n
et hypothese de récurrence ZXk — X <Z Ak) et ona: X,11 = Z(M\t1)
k=1 k=1

n+1 n
on peut en déduire avec le résultat de la question 1) que : Z X, —> (Z A+ )\n+1>
k=1 k=1

P(n+1)

n n
En conclusion : pour tout n € N*, Z X, suit la loi de Poisson de paramétre Z Ak
k=1 k=1

5.2.6 Complément.

Théoréme

Soit (Ag)1<k<n une famille d’événements,

Les événements A, sont mutuellement indépendants
si, et seulement si, les variables aléatoires 14, sont indépendantes.

5.3 Lois finies usuelles.

5.3.1 Loi certaine.

Soit @ un nombre réel.
Dire que X est la variable certaine égale & a signifie que X est la fonction constante X : € — R

wr—a
Ona: X(Q)={a} e P([X=4qa)=1 EX)=a V(X)=0.
Remarque : Dire que X est "quasi-certaine égale a a" signifie que P([X =a]) =1
5.3.2 Loi de Bernoulli.
Définition :
Soit p un réel de 10, 1],
X(€) ={0,1}
dire que X suit une loi de Bernoulli de paramétre p signifie que : { P([X =0])=1—p
P(x =1])
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On note : X — B(p)etona: E(X)=p et V(X)=p(l-p)

En effet : X (Q) = {0,1} est fini donc X admet une espérance et une variance et
E(X)=0x(1—p)+1xpdonc | E(X)=p et E(X)=0x(1-p)+1>xp=p

donc (avec la formule Keenig-Huygens) ’ V(X)=p—p*=p(1—p) ‘

Remarque : Si A est un événement de 2 alors 1 4 est une variable aléatoire et 14 < B(P(A))

Simulation avec une fonction Python : def bernoulli(p):

if rd.random() <= p :

return 1
return O

5.3.3 Loi uniforme.
Définition :

Soient a et b deux entiers relatifs tels que a < b,

X(Q) = [as ]
Dire que X suit une loi uniforme sur [a; b] signifie que : Vieab], P(X=i)= . —
—a

On note : X < U ([a;b]), (Attention : Ne pas confondre avec X — U ([a;b]) du cours sur les VAR a densité)

Proposition :
+b b—a)(b— 2
si X < U ([a;b]) mmszmm:az ot v(x) =L @&2”*»
(la variance n’est pas a retenir)
Démonstration. (A savoir refaire)
n n(n + 2)
©® Commengons par montrer que pour X < U ([0;n]), FE(X)= 5 et V(X) = TR
n no9 V(X) = E(X?) - B(X)
ﬂngjk E@%:Z:k n(2n+1) n?
n+1 —nt 1 St Sl A
k=0 = 6 4
1 n(n+1) _ 1 nn+1)2n+1) n({2n+1 n
Tl 2 n+1 6 273 2
:% :n(2n+1) n(n+2)
6 T2

O Prenons maintenant une variable aléatoire X suivant la loi uniforme sur [a;b].

Ennotant Y =X —a,ona: Y < [0;b—a]
(En effet Y (Q) = [0;b—a] et toutes les valeurs sont équiprobables)

b— +b
ona X =Y +a donc (linéarité) E(X)=E(Y)+a or E(Y) = ?a (en utilisant ® ) donc |E(X) = ¢ 5

ona X =Y +a donc (comme V(aX + ) =a’V(X)) V(X)=V(Y)

b—a)*+2(b— b—a)?+2(b—
or (en utilisant @ ) V(Y) = ( a) ( a) done |V (X) = ( a) (b—a)
12 12
1 2_1
Remarque : pour X — U ([1;n]), E(X)= n—2|— et V(X)= r THE
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Simulation avec une fonction Python (sans randint) :

def uniforme(a, b):
return floor( a+ (b-a+1)*rd.random() )

Fonction de répartition

Vo <1, Fx(:r) =0
Si X <> U([1;n]) alors Vr e [l,n], Fx(z)= %

Ve >n, Fx(z)=1

5.3.4 Loi binomiale.

Définition :

# floor importé de math

Soit n € N* et p un réel de ]0,1[, X une variable aléatoire,
Dire que X suit une loi binomiale de paramétres (n, p) signifie que :

X () = [0;n]

whe ol B(X =4 = ([ )kt

On note : X < B(n,p) etona E(X)=np et V(X)=np(l-p)

Démonstration.

X () est fini donc X admet une espérance et E(X) = Z kP(X = k) donc

n
EX) = Z k<k>pkq"k (On a enlevé le terme pour k = 0 car il est nul)

n
n—1
= n( )pkqn_k (formule d’absorption, du chef, du capitaine, ... )

X () est fini donc X? admet une espérance (théoréme de transfert).

E(X?) = zn: E*P(X =k)
k=0

= Z k(k—1) (Z) pEg"F +np (on reconnait l’espérance)

n—2
-2
=n(n—1) Z (n )plc'ﬂqn_k_2 + np (réindezation)

- -2
= Zn(n -1 (Z >pkq”k +np (double formule du chef)

= Z kE(k—1)P(X =k)+ Z EP(X =k) (les termes pour k = 0,1 sont nuls)
k=0
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n—2
n—2 o
=n(n—1)p22( L )pkq” >k 4np

k=0
=n(n—1)p*(p+¢)" 7 +np
=n(n — 1)p? + np.

donc (Formule de Koenig-Huygens) X admet une variance et

V(X) = n(n—1)p*+np—n?p?
= —np’ +np

[V(X) =np(1-p) |

Situation type

Si une expérience est constituée de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes et si X désigne le
nombre de succés alors X suit la loi binomiale de parameétres (n,p) ou p est la probabilité du succés.

Remarque : On se retrouve dans cette situation lors d’un tirage successif avec remise.

Simulation avec une fonction Python.

def binomiale(n,p):
x=0
for k in range(n):
x += bernoulli(p)
return x

Somme de n variables de Bernoulli identiques et indépendantes.

Théoréme :

La somme de n variables de Bernoulli de paramétre p (mutuellement) indépendantes est une variable
aléatoire suivant la loi binomiale de paramétres (n,p)

Soient n un entier naturel non nuls et p un réel de l'intervalle |0, 1]

® X4,...,X, sont indépendantes
Si @Vie[l;n], X;— B , alors X — A(n,p)
X=X1+Xo+---+X,

Stabilité de la loi binomiale. (Complément)

Soient X et X5 deux variables aléatoires, ny, ne deux entiers naturels non nuls et p un réel de 0, 1]
Si X; et X5 sont indépendantes et si X1 < H(n1,p) et Xo — B(na,p)

alors

X1+ Xo = HB(n1 +n2, p)

Généralisation .

Soient (Xj)1<r<ny une liste de variables aléatoires, (ny)1<r<ny une liste d’entiers naturels non nuls et
N N

p un réel de |0, 1], on note : X = ZX’“ et n= an
k=1 k=1
Si les X}, sont mutuellement indépendantes et si Vk € N, X}, < Z(ng,p) alors X — %(n,p)
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5.4 Lois discrétes infinies usuelles.

5.4.1 Lois géométriques

Définition

Soient X une variable aléatoire réelle et p un réel de |0, 1],

Dire que X suit une loi géométrique de paramétre p signifie :

XQ)=N" vneN, PX=n)=1-p)" 'p

Remarques :
+o0 p
e X(Q)=N* et E 1—p)lktp= ﬁ =1 donc X est une variable aléatoire discréte bien définie.
—U=>p
k=1

e On note X — ¥4(p).
eEnnotant g=1—p, ona: VneN*, PX=n)=¢"'p

Situation type.
(Rédaction)

"Cette expérience est la succession d’un nombre indéfini d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes,
le succés est la probabilité du succés vaut p,

X est le rang du premier succés donc X — Z(p)."

Fonction de répartition.

Proposition

Soit F' la fonction de répartition d’une variable aléatoire X suivant une loi géométrique de paramétre p,
O Pour tout n <1, F(n)=0
O Pour tout n € N*| F' est constante sur [n;n+1[ et F(n) =1—¢"

Démonstration
Soit n € N*,
P([X>n]) - 1—P([X<n])

n

= 1-> p(1x=4)
k=1
k=1

= 1- 1-4q
1-¢q

= qn

Interprétation :

[X > n] : "avoir des échecs au cours des n premiéres épreuves", donc P(X > n) = ¢"

Théoréme

[ X = 9(p) si et seulementsi, VneN', P(X<n)=1-¢" et PX>n)=q"]

Démonstration. La loi d’une variable aléatoire est entiérement définie par la donnée de sa fonction de répartition.
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Espérance et variance.

Proposition.

Soit X un variable aléatoire réelle,

si X suit une loi géométrique de parameétre p alors X admet une espérance et une variance et

1
E(X)=- et V(X)=-—2
p
Démonstration.
e X admet une espérance si, et seulement si, Z xn, P(X = x,) est absolument convergente.

n>=1

or To|P(X =x,) = n(l —p)" 1p qui est une série géométrique dérivée qui converge
> |zl p)""'pa g q q g

n>1 n>=1

donc X admet une espérance et

+oo

E(X) = Y n(l-p"'p
n:im

= py n(l—p""

Remarque :
En lancant indéfiniment un dé, le nombre moyen de lancers pour obtenir le premier @ est égal a 6.

c’est linverse de g

e X? admet une espérance si, et seulement si, Z 22 P(X = x,,) est absolument convergente.
n>1
. . 2 o 2
si, et seulement si, Z x; P(X = x,) est convergente. ( car z;, >0 )
n>1
(Simplifions les sommes partielles, puis faisons tendre n vers +00)

2": T3 P(X = xy,) = Zn: E*pg*—!
k=1

k=1
= pgY k(k—=1)¢"+pd k"'
k=1 k=1
p
noree DAY TR
2q +
donc E(X?) existe et E(X?) = 1 5 P
p
on en déduit (formule Kenig-Huygens) que X admet une variance et
V(X) = E(X?) - E(X)?
_ 2q+p 1
o
_ 2q+p-—1
2
_ 29—4q
= =
q
V(X)=—
p
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Loi sans mémoire.

Proposition

Soient X une variable aléatoire réelle et p un réel de |0, 1],
si X suit une loi géométrique de paramétre p alors

V(k,n) € N x N*, POX>n+HHX>H):PQX>M)

Démonstration.
PQx>n+mer>m)

Par définition (de la probabilité conditionnelle) : P( [X >n+ k] | [X > K] ) = ( )
P([X > K]

or n>0 donc [X>n+k] C[X >kl etainsi [X>n+kN[X>k=[X>n+ket

P(IX>n+H)

PUX>n+MHX>M): POX>H)

or P([X>k]):qk et P([X>n+k]):q”+k7donc P([X>n+k]|[X>k]):q”7

vu avec la fonct. de répartition

en conclusion on a bien :

V(k,n) € N x N*, PQX>n+mHX>m):pqx>m)

Remarques : (interprétation)
e En se plagant dans la situation type : [X > k] : " Pas de succés pendant les k premiers lancers "
on observe les n prochains lancers le rang du premier succés suit la loi G(p)

e Si on n’observe 'expérience de 1 a k et qu’il n’y a pas eu de succeés alors la loi du temps d’attente du premier
succes est la méme qu’au début.

e Encore une autre interprétation :
On fixe n € N* et on note Y = X —n,

Sachant (X > n) ("l n’y a eu que des échecs du rang 1 au rang n'"),
Y est alors le temps d’attente du premier succés & partir du rang n + 1,
La proposition a montré que : la loi conditionnelle sachant (X > n) de Y est la loi ¥(p)

e On retrouvera cette propriété avec la loi exponentielle.

Simulation numérique.

Simulation avec une fonction Python :

def geometrique(p):
x=1
while rd.random() > p :
x +=1
return Xx

5.4.2 Loi de Poisson
Définition

Définition.

Soient X une variable aléatoire réelle et \ un réel strictement positif,
Dire que X suit une loi de Poisson de paramétre \ signifie que :
A’n

XQ)=N e VYneN, PX=n)= Fe—A
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n

X(Q) =N, pour tout n € N, Fe*)‘ >0et
n n
)\k N ) )\Ic
> € = ) Wl
k=0 k=0
— e xe série exponentielle
n—-+oo
— 1
n—-+oo

’ On a bien défini une variable aléatoire discréte. ‘

Remarques :
e on note : X — Z(\)
e Siméon Denis Poisson (1781-1840)
e Ne pas oublier de préciser que A € R’ au début de cette définition.

e Savoir vérifier rapidement que c’est bien une loi de probabilité .

Espérance et variance.

Proposition.

Soient X une variable aléatoire réelle et A un réel strictement positif,

Si X suit une loi de Poisson de paramétre A\ alors, admet une espérance et une variance et
EX)=X e V(X)=A

Démonstration :
e X admet une espérance si, et seulement si, Z 2o P(X = x,) est absolument convergente.
n=0
si, et seulement si, Z xn, P(X = x,) est convergente. (car z, > 0)
n=0

Utilisons les sommes partielles.
Pour n € N,

n n )\k_
kz:;)kP(X:k) = Zkﬁe*

= Ae A E — on réindice

(on fait tendre n vers +00) —  Ae N xe

somme partielle de la série exponentielle
n——+o0o

— A
n——+o0o

Donc X admet une espérance et

E(X) = A

e X? admet une espérance si, et seulement si, Z xiP(X = x,,) est absolument convergente.
n=0
. . 2 _ 2
si, et seulement si, Z xs P(X = x,) est convergente. (car z;, > 0)
n=0
Avec les sommes partielles.

n n )\k
inP(X =) = ZkQEe_A
k=0 k=0 ’
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n )\k .
= ) (k(k—-1)+ k) e
k=0 ’
n 2e—2 n N\e—1
-2 —A
ey Aoy
— 2! — 1)
= (k—2)! P (k—1)!
n—2 )\k n—1 /\k
_ —A\2 -
= e A Z i +e A Z T
k=0 k=0
—+> e A2t e et (Série exponentielle)
n—-+0oo
— AT
n—-+o0o

donc X? admet une espérance et : F(X?) = A2 + )

ainsi (formule Kenig-Huygens) X admet une variance et

V(X) = E(X?) - E(X)?
N

donc | V(X)=A

Approximation de lois binomiales par des lois de Poisson.

Proposition.

Soient X une variable aléatoire réelle et A un réel strictement positif,

Pour tout k£ € N,
k n—k k
A
" i 1-— i — e
k n n n—+oo k!

A
En posant p,, = — on obtient :
n

n k —k )\]C A
(i) o o e

Démonstration :
On fixe k € N et on prend un n > k,

n ékl_én_k nikx/\ikx 1_énx 1_5—]6
k n n k! = nk n n

A" n nk
Dans le calcul précédent on a utilisé : 1—— — e et ~
n—-4oo k) n—+oo k'

Approximation

Quand n > 30 et p < 0,1 on peut approcher la loi binomiale #Z(n,p) par la loi de Poisson £ (np) ‘

Simulation numérique.

Approximation

n

A A
Quand n > 30 et — < 0,1 on peut approcher par la loi de Poisson &?(\) par la loi binomiale % (n, )
n
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Remarque : n > 30 et < 0,1 équivaut & n > max(30,10\)

3| >

Simulation avec une fonction Python :

def loi_poisson(lbd): # attention lambda est un mot réservé du langage Python
n = int(max(10*1bd, 30)) # on choisit n pour avoir n >= 30 et p <= 0.1
p = lbd/n

return binomiale(n, p)

Il existe aussi rd.poisson(1bd) du module random.
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Applications linéaires.
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6.1 Applications linéaires.

Dans ce cours E et F' désignent deux espaces vectoriels quelconques sur K. (K =R ou C)
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6.1.1 Exemples.

e Les applications linéaires de R dans R sont les fonctions f de R dans R vérifiant :

il existea € Rtelque: f: R — R
T — ax

Remarque : Ce sont les seules fonctions de R dans R qui possédent la propriété :
V(z1,m2) € R, V(a, ) € R?, flawy + Bag) = af (1) + Bf (x2)

e "Linéarité de 'intégrale".
Soient @ et b deux réels tels que @ < b, on considére I'application : C°([a,b]) —

R
b
f — / flt)dt
En notant W cette application on a : ¢
Y(f1, f2) € C%([a,b])*, V(a,B) €R?, W(afi+Bfo) = a¥(fi) + BY(f2)

e "Linéarité de l'espérance".
Soit (2, Z(2),P) un espace probabilisé, on note ¥ I’ensemble des variables aléatoires sur €2,
on considére I'application définie dans le cours de probabilité :

E: ¥ — R
X — E(X)

Cette application E vérifie : V(X1, X3) € 72, V(a, B) € R?, E(aX; + X2) = aE(X;) + BE(Xy)

e "Le passage aux coordonnées dans une base est linéaire".
Soit E un espace vectoriel de dimension n et B une base de E, E — #,1(R)
u — Coordpg(u)
Cette application Coordp vérifie :

V(ui,up) € B, Y(a,B) € R?, Coord(au; + fus) = a Coordg(uy) +  Coordp (uz)

e "Le passage a la dérivée est linéaire".
On considére l'application : C*(R) — C*(R)
foo—=r

En notant d cette application on a :
V(fi, f2) € CF(R)*, V(a,B) €R?, d(afi+Bf2) = ad(fi)+Bd(f2)

o "X — AX".

Soient p et n deux entiers naturels non nuls et A une matrice de .4, ,(R)
On considére 'application :
My (R) —> ()
X — AX

En notant ¥ cette application on a :

Y(X1, Xo) € M1 (R)?, Y(a,B) €R?, U(aX; + BX2) =a¥(X;) + BT(Xs)

6.1.2 Définitions et vocabulaire.

Soit f une application de F dans F'.

Dire que f est une application linéaire signifie que :

V(a, ) € K?, Y(u,v) € B%,  f(au+ fv) = af(u)+Bf(v)
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Vocabulaire et notations :
e On note : Z(E,F) lensemble des applications linéaires de E dans F'.
e (Lorsque F' = K). On appelle forme linéaire sur E les applications linéaires de F dans K.
e (Lorsque F' = E). On appelle endomorphisme de F les applications linéaires de E dans E.
e On note .Z(FE) I'ensemble des endomorphismes de E.
e Les applications linéaires bijectives sont appelées isomorphismes.
e Les endomorphismes bijectifs sont appelés automorphismes.

e On note GL(FE) l'ensemble des automorphismes de E. (Groupe Linéaire)

Des cas particuliers importants.
L’application nulle de E' dans F' est linéaire.
L’application identité de E est un endomorphisme de E. (¢’est méme un isomorphisme)

L’application Coordp définie dans le cours sur les espaces vectoriels est un isomorphime.

Autres exemples dans la feuille Cours_ 6.

6.1.3 Propriétés.

Propositions :

O Si f est linéaire de F dans F,on aalors: f(0g)=0p

@ Si f est linéaire de F dans F,

pour tout (u1,...,un) € E™ et (A1,..., ) €K*, f (Z )\iui> = Z/\if(ui)
i=1 i=1

Démonstration :
0Sifec ZE,F),onaY(ap)cK? Y(uv) € B2 f(au+po)=af(u)+B.f(v)
donc en particulier f (0.0g +0.0g) =0.f(0g) 4+ 0.f(0g) et comme 0.0g = 0g et 0.f(0g) = OF il vient f(0g) = O0p

® On suppose que f est linéaire de E dans F,
pour chaque entier n on note : &, la proposition :

pour tout (ul, e ,Un) € E" et (Ah ey )\n) S K™ 5 f <Z /\Zu1> = Z )\zf(ui)
i=1 i

montrons par récurrence sur n que pour tout entier n > 2, &, est vraie.
e Pour n = 2,
La proposition est vraie, c’est exactement la définition d’une application linéaire.

e Soit n > 2 tel que &2, est vraie,
Soient (uy,...,uns1) € B™ et (A1,..., A1) € KT

n+1 n
f (Z Aﬂh‘) = f <Z)\iui + )\n+1un+1>
=1

i=1

= f <Z Ai%‘) + A1 f(Uny1) car f € Z(E, F)

i=1

= Z)\Zf(ul) + M1 f(tng1) en utilisant &2,
i=1

n+1 n+1
f (Z )\iui> = Z Ai f (ug) on a bien &,
i=1 i=1

On a bien montré que pour tout entier n > 2 :
n

pour tout (ui,...,u,) € E™ et (A,...;\p) €K", f <Z)‘iui> = Z)\if(ui)
i=1

i=1
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Remarque :

Pour démontrer qu’une application de £ dans F' n’est pas linéaire, on montre au choix :

® f(0p) #0p
® En prenant o = dans K et w=__ dans E, ona f(au)# af(u)
® En prenant u = dans Fetv=__ dans F, on a f(u+v) # f(u) + f(v)

Exemples dans la feuille Cours 6.

6.2 Opérations et applications linéaires.

6.2.1 Combinaison linéaire.

Des précisions sur Uespace vectoriel F¥ ou E et F désignent deuz espaces vectoriels.

Définition :

Pour f une application F dans F' et o un scalaire on définit les applications :

af: E — F f+g9g: E — F
u — af(u) u — f(u)+g(u)

Remarques :
e On admet que F'¥ muni de ces deux lois est un espace vectoriel.

e Le vecteur nul de F¥ est la fonction nulle, plus précisément c’est Papplication E — F
u — Op

Théoréme :

Soient f et g deux applications de E dans F,
Si f et g sont dans Z(E, F) et o et 5 deux scalaires alors «af + g € ZL(E,F) .

Démonstration :
Soient (o, B) € K? et (f,9) € L(E, F)?, on note h = af + g,
Soient (X, p) € K? et (u,v) € E?,

h(Adu+ pv) = af(du+ pv) + Bg(Au + pv) (Définitions des opérations ci-dessus)
aAf(u) + apf(v) + BAg(u) + Burg(v) (f et g sont linéaires)

= AMaf(u) + Bg(u)) + plaf(v) + Bg(v))

= Ah(u) + ph(v)

donc h=af+pge L(E,F)

On a bien démontré que : [si f € L(E,F) et g€ £ (E,F) alors af + Bg € L (E, F)|

Remarques :

e Le vecteur nul étant 'application nulle de E dans F, Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de F' =

e Plus généralement : Toute combinaison linéaire d’applications linéaires est une application linéaire.

n

Si  pour tout k € [1;n], \p €Ket fr, € Z(E,F) alors Z)\kfk € Z(E,F)
k=1
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6.2.2 Composition.

Théoréme :

Soient E, F' et G trois espaces vectorielset f: E— Fetg: F — G.
Si feZ(EF) et ge Z(F,G) alors gofeZ(EQG)

Démonstration :
On suppose f € Z(E,F) et g € Z(F,Q),
Soient (a, 8) € K? et (u,v) € E?,

goflau+pv) = glaf(u)+Bf(v)) car f € Z(E, F)
= ag(f(u)+pBg(f(v))  carge Z(F,G)
= aQOf(U)+BgOf()
donc go f € Z(E,QG)

Plus généralement : Toute composée d’applications linéaires est une application linéaire.

Propriétés :

0 Si g€$<FaG)> (a17a2)€K27 fleg(EwF) ngf(E7F)

alors go(aifi +asfa) =a1 gofi+azgofo
® Si ge L(EF), (a1,a0) €K?,  f1 € L(F,G) fr€ L(F,G)

alors (a1f1+asf2)og= a1 fiog + az faoyg

En effet : (égalité de deux applications par égalité en tout u € E)

9 go (afi +asfo)(u) = g(arfiw) +a2fo(w)) = a1 g(fi(w) +axg(f2(w) = (a1 go fi+az go o) ()

9eZL(F,G)
@ (aufi +azf2) 0 glu) = a1 filg(w)) + a2 falg(w) = arfi(g(w)) + azfa(g(w) = (a1 fiog + az f0g)(u)
Remarque : ici, on utilise uniquement la linéarité de g dans @ . Dans @ , aucune linéarité supplémentaire
n’intervient : on utilise seulement la définition de la combinaison linéaire d’applications.
6.2.3 Puissance d’'un endomorphisme

Définition :

Soit f € Z(FE), on définit pour n € N la notation f" par la relation de récurrence :

[P =1Idg vneN, frtl=jfrof

Plus simplement : "= fo---of
—_——

n applications

Théoréme :

Soit E un espace vectoriel, f: E — FEetn € N. Si feZ(E) alors f"e Z(E) ‘

Propriétés :

Soit f € Z(FE),
pour tout (ny,my) € NP, [l = flo e ep (e =

Conséquences :

Soit f € Z(FE),
pour tout (ny,mp) €N?, [0 fm = frio fU et (M) = (f1)

Remarque : en général, la composition des applications n’est pas commutative. Ici, la commutativité vient du
fait que toutes les applications sont des puissances d’'une méme application f.
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6.2.4 Reéciproque d’un isomorphisme.

Théoréme :

‘ La réciproque d’une bijection linéaire est linéaire.

Démonstration :
On suppose connaitre f une application linéaire bijective de E dans F'

Soient (v1,v2) € F? et (a1,00) € K2,
comme f est bijective on peut définir u; = £ (v1) et up = f~(v2),

ce qui nous donne : v; = f(u1) et v3 = f(u2).

f onvr + aguy) = N anf(ur) + a2 f(uz))
= fﬁl(f(oqul + a2u2)) car f est linéaire
= QU] + QaUusg car f_lof:]dE

a1 fH 1) + anf T (v2)

Ce qui achéve la démonstration

Autrement dit sachant que la réciproque d’une bijection est une bijection :

Si f est un isomorphisme de E dans F, alors f~! est un isomorphisme de F dans E.
Remarque : Si f est un automorphisme de E alors pour tout n € N | on note f~" = (ffl)”

6.3 Noyau et Image.

6.3.1 Définitions.

Définition :

Etant donné une application linéaire f : E — F, on appelle :
e noyau de f, le sous-ensemble de F suivant : ker(f) ={u € E | f(u) =0p}
e image de f, le sous-ensemble de F suivant : Im(f) ={ f(u) | u € E}

Remarques :
eker(f)CE et Im(f)CF.
e ker(f) est ensemble des antécédents de Op par f. Im(f) est 'image directe de E par f.
elm(f)={veF|ueckE: flu)=v}
e Si f est 'application nulle alors Im(f) = {Op} et ker(f) = E.
e Si f est 'application identité¢ de E alors Im(f) = E et ker(f) = {0g}.

6.3.2 Propriétés.

Théoréme :

Si f est une application linéaire de F dans F alors :

O ker(f) est un sous-espace vectoriel de E @ Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstrations :
O o ker(f) C E,

° f(OE) = 0p donc Og € ker(f)
e Soient (a, B) € K? et (u,v) € ker(f)?,

f(au + pv) af(u)+ Bf(v) car f € L(E,F)

alp + B0 car u,v € ker(f)

= OF
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donc  au + Bv € ker(f)

En conclusion : [ker(f) est un sous-espace vectoriel de E

Do Im(f) Cc F,
° OF = f(OE) donc OF € Im(f)
e Soient (a, B) € K? et (vy,v2) € Im(f)?,

on note v; = f(uy) et va = f(ug) avec uy,us € E,
avy + Bue = af(ur)+ Bf(u2)
= f(auy + Buz) car f € Z(E,F)
Im(f)

m

En conclusion : ’Im( f) est un sous-espace vectoriel de F ‘

6.3.3 Image et surjectivité.

Proposition : ’ Pour f € L(E, F), f est surjective si, et seulement si, Im(f) = F‘

En effet :
Si f est surjective, alors Vy € F, 3z € E tel que y = f(x) € Im(f) et ainsi F C Im(f).
Or Im(f) C F, donc Im(f) = F.

SiIm(f) = F, alors Vy € F, 3x € E tel que f(z) = y. Ainsi f est surjective.

Remarque : Sachant que Im(f) = f(E) (image directe) cette propriété est vraie pour toute application de E
dans F.

Théoréme :

’Soit feL(EF), Si (e1,--- ,e,) est une base de E alors, Im(f) = Vect(f(e1), -, f(en))- ‘

Démonstration 1 : Double inclusion

Sachant que pour tout i € [1,n], f(e;) € Im(f) et que Im(f) est un sous-espace vectoriel de F,
on a bien Vect(f(e1),---, f(en)) C Im(f)

n
Soit y € Im(f), on note y = f(z) avec x = inei,
i=1
n

comme [ est linéaire, il vient y = inf(ei), et ainsi y € Vect(f(e1), -+, f(en))
i=1
on a bien Im(f) C Vect(f(e1), -, f(en))

En conclusion :

[Tm(f) = Vect(f(er), -, f(en))]

Démonstration 2 : Une autre démonstration plus efficace mais moins élémentaire.

Im(f) = {f(u)[uveFE}

= {f (Zz,e,) ‘ (Il,...,l’n) S Kn }

= {lef (e;) | (x1,...,2,) €K" } ( car f est linéaire )
i=1

= Vect(f(e1), -, flen))
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6.3.4 Noyau et injectivité.

Théoréme :

Soit f une application linéaire de E dans F,

f est injective si, et seulement si, ker(f) ={0g}

Démonstration
On suppose que f est injective.
Pour x € E,
z €ker(f) <= f(z)=0p
=  flz) = f(0p)
<~ z=0g (car [ est injective)

donc ker(f) = {0} [ B

Remarque : au tableau, nous n’avons pas fait un raisonnement par équivalence.

On suppose que ker(f) = {0g}.
Soit (21,29) € E? tel que  f(x1) = f(x2),
on a alors : f(x1) — f(x2) = 0p, et comme f est linéaire il vient f(x; — x2) = Op
d’ott (x1 — x2) € ker(f) et en utilisant I’hypothése ker(f) = {0g} il vient 21 — 25 = 0p

ou encore T = Io.

donc f est injective [N

6.4 Image d’une base.

Soient E et F' deux K espaces vectoriels de dimension finie.

Théoréme :

Soit & = (e1,ea,...,e,) une base de F |
quel que so0it (v1,va, ..., v,) une famille de vecteurs de F, il existe une et une seule application
linéaire f de F dans F' vérifiant :

Vie[n], fle)=wu

Autrement dit : Une application linéaire est entiérement définie par I'image d’une base.
Eztrait du programmme : "Détermination d’une application linéaire par I'image d’une base."

Démonstration : (ce qui a été fait au tableau)
n

n
Idée : Comme f est linéaire alors si u = inei alors f(u) = szf(eq)
i=1 i=1
La seule connaissance des coordonnées de u et les f(e;) permet de calculer f(u).

Existence : L’application suivante convient : (ie : elle est linéaire et vérifie Vi f(e;) = v;)

f: F — F
n T1
U —> Z%‘%‘ ol : | = Coordg(u)
i=1 Tn
Au tableau j’ai défini f: E — F c’est une autre approche mais c’est peut-étre plus simple avec les v;.

u — En:xif(ei)

Unicité : Supposons connaitre deux applications f1 et fy qui conviennent.
(ie : elles sont linéaires et vérifient Vi f(e;) = v;)
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n
Soit w € E, on note u = g Tie;,
i=1

hw) = h <Z “>
=1
= Y zifile) car f1 € Z(E, F)
=1

= Zmifz(ei) car fi(e;) = fa(e:) = v;
i=1

= f <Z Jﬂiei) car fo € Z(E,F)
i=1
= fa(u)
Donc Yue E, fi(u)=fa(u) donc fi=f N

Théoréme :

Soit f € Z(E,F) et % une base de E.

f est bijective si, et seulement si, 'image par f de la base £ est une base de F.

Démonstration :
On note B = (e, ..., e,) et on désigne alors par f(%) la famille (f(e1), ..., f(en))

Montrons séparément :

O [ injective <= f(ZA) est libre et @ f surjective <= f(H) est génératrice de F.

Démo de @ (je fais comme au tableau mais on peut aussi faire une double implication)
f est injective <= ker(f) = {Op}

— Yu€ekFE, f(u)=0p < u=0g
= V(.’L‘l, 7.’17»”) c Kn, f <Z xiei> =0p <— inei =0g
k=1 k=1

= Y(x1,..,z,) € K", lef (e;)=0p < Vie][l,n], ;=0
k=1

car (e1,...,€ey) est libre

car f est linéaire

On retrouve la définition de la liberté de f(A).

f est injective si, et seulement si, f(2) est libre

Démo de @ (Ici je suis plus efficace qu’au tableau en utilisant le résultat important donnant Im(f) = Vect(f(%)) )

f est surjective <= Im(f)=F
< Vect(f(B))=F

f est surjective si, et seulement si, f(%) est une famille génératrice de F

En conclusion :

’ f est bijective si, et seulement si, f(%) est une base de F’
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Conséquence :

Soit f € Z(E, F) avec E un espace de dimension finie.

Si  f est bijective alors F est de dimension finie et dim(E) = dim(F).

En effet : On vient de montrer que si f est bijective alors f(Z#) est une base de F.
Or le nombre de vecteurs de f(#) est égal & dim(F) donc dim(E) = dim(F).

(Quand E et F ont la méme dimension)

Soit f € Z(E,F) avec dim(F) = dim(F).

O f est injective si, et seulement si, f est bijective.

@ f est surjective si, et seulement si, f est bijective.

Démonstration : (1l suffit de montrer : f est injective <= [ est surjective)

On suppose que dim(E) = dim(F') = n, on sait donc que f(#) posséde n vecteurs.

On utilise deux fois la propriété fondamentale (noté (x)) :

"Dans un espace vectoriel de dimension 7, toute famille libre (ou génératrice) de n vecteurs est une base".

f est injective <= f(Z) est une famille libre (vue dans la démonstration du th. précédent)
(x) ¢
< f(9) est une base de F
(x) ¢

<  f(9P) est une famille génératrice de F’
<= f est surjective (vue dans la démonstration du th. précédent)

En conclusion : Lorsque dim(F) =dim(F) on a

’f est bijective <= f est injective et f est bijective < f est surjective

En pratique :
e quand dim(E) = dim(F), il suffit de montrer que f est injective pour montrer qu’elle est bijective.
d

e quand dim(E) = dim(F), il suffit de montrer que f est surjective pour montrer qu’elle est bijective.

En particulier et le plus utile en pratique.

Soit E un espace de dimension finie et f € £ (F) (un endomorphisme de E).

@ [ est injective si, et seulement si, f est bijective.

® [ est surjective si, et seulement si, f est bijective.

En effet : C’est juste un cas particulier du théoréme précédent dans le cas F = F.

Remarque : Attention ce théoréme est faux en dimension infinie comme le montre les 2 exemples suivants.

- L’application linéaire f: R[X] — R[X] est injective, mais non surjective.
P — XP
En effet :
o Soit P € R[X],

Peker(f) <= f(P)=0gyx
< XP=0gx
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< P =0pgx] intégrité car X # Og[x)

donc ker(f) = {Ogx} et ainsi

e 1 n’a pas d’antécédent par f, en effet si XP =1 on aurait 0 = 1 donc ’ f n’est pas surjective

- L’application linéaire g : R[X] — R[X] est surjective, mais non injective.
P +— P
En effet :
e Pour Q = Z a,X* un polynéme quelconque de R[X],
k=0
n
A N A _ 1 .
en prenant P = Z L 1X on a g(P) = @ donc tout élément de R[X] admet un antécédent par g,
k=0

g est surjective

e g(1) =0pgx] donc Ker(g) # {Ogx)} et ainsi ’ g n’est pas injective ‘

Cette derniére remarque est difficile pour un éleve de BCPST car on fait essentiellement des exercices en dimension
finie. A vous de montrer que vous étes capable de retenir ces parties du cours, je vous assure c’est possible vous
pouvez le faire.

6.5 Représentation matricielle.

Soient E et F' deux K espaces vectoriels de dimension finie.

On notera si nécessaire : p = dim(E), & = (es, ..., ep) une base de E,
n=dim(F), & = (e}, ...,e,) une base de F.

6.5.1 Introduction.

Soit f une application linéaire de E dans F.
P P

Pour u = Zxkek € E, comme f est linéaire on obtient : f(u) = kaf(ek) et en appliquant Coordg qui est
k= k=
1 ) 1
aussi linéaire il vient : Coordg (f(u)) = Z zCoordg (f(ex))
k=1
p
Ce qui donne (Raisonnement déja vu : AX = ZxLCZ) :
=1
: : : !
Coordg (f(u)) = | Coordg (f(e1)) --- Coorda (f(e;)) --- Coordg (f(ep))
: . ) z,

6.5.2 Matrice d’une application linéaire.

Définition

Soient # = (ey,...,ep) une base de E, %' une base de F et f € Z(E, F),

on appelle matrice de f dans les bases # et %’ la matrice (notée : Matg @ (f) )

Matg g (f) = Matg (f(e1),. .., f(ep)) ou encore Matg (f(B))

Remarques :
e La matrice Matg o (f) dépend du choix des bases % et %'.
e On dit que la matrice Matg g (f) représente f dans les bases # et A’
e Lorsque f est un endomorphisme de F et que B = %' on note : Matg 4 (f) = Matg(f).

e La matrice de ’application nulle est la matrice nulle.
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Tllustration permettant de retenir la définition.

f(#)
fle1) fle) flep)
—~— —~— ——
' ' '
: — €]
Mat g g (f) = : e —>.€2 7
—>.e;l

Théoréme :

Pour Z une base de E et %' une base de F' (deux bases fixées)
lapplication f+— Matg & (f) est une bijection de Z(E, F') dans 4, ,(R)

s

En effet : Une application linéaire est entiérement définie par I'image d’une base.

Remarques :

O Pour montrer que f = g, il suffit de montrer que pour des bases Z et %’ quelconques,
Matg, g (f) = Mats 2 (g)
® On peut définir une application linéaire en donnant sa matrice dans deux bases quelconques.

Théoréme : (Théoréme trés utilisé dans ce cours, plus rarement en ezercice) On le notera "Théoréme (*)"

Soient % une base de E, et %’ une base de F' et f une application linéaire de E dans F,
Matg g (f) est Punique matrice A € 4, ,(K) vérifiant :

Vu e E, Coordg (f(u)) = ACoordg(u)

En effet : (Fait au tableau)
e On a vu dans l'introduction que Matg & (f) convient

e Si A; et Ay conviennent alors Vu € E, A; Coordg(u) = Az Coordg(u) donc VX € #,1(K), A1 X =AX
En prenant Xy, ... , X, la base canonique de .#}, 1 on montre que A; et Ay ont les mémes colonnes donc 4; = As.
(d’ott unicité.)

Dans la suite de ce chapitre on utilisera Théoréme (*) sous la forme :

Si on trouve une matrice A vérifiant Vu € E, Coordg (f(u)) = A Coordz(u)

alors on pourra affirmer que Matg & (f) = A

Relation importante : Pour f € Z(E, F), % une base de E et %' une base de I/

’ Vu e E, Coordg (f(u)) =Matg g (f)Coordg(u) ‘

Avec son corollaire plus couramment utilisé : Pour f € Z(F), % une base de E

[Vue E, Coordg(f(u)) = Matg(f) Coordg(u) |
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6.5.3 Matrices et opérations.

Matrice d’une combinaison de deux applications linéaires.

Théoréme

Soient % une base de E et %’ une base de F,
Pour tout (f,g) € Z(E,F)? et pour tout (a,3) € K* on a :

Mat g,z (of + Bg) = aMatg z (f) + BMatz, % (g)

En effet: Vue E, Coordg ((af + Bg)(v)) = Coordg (af(u)+ Bg(u))
aCoordg (f(u)) + BCoordg (g(u))
f)Coordg(u) + fMatg, g (g)Coordgs(u)

aMat@7ggf(

(aMat‘@"@/ (f) + BMat g % (g)) Coordg(u)

En utilisant le Théoréme () il vient : Matg o (af + Bg) = aMatg 2 (f) + fMatg 2 (g9)

Conséquence :

Soient % une base de E et %’ une base de F,
lapplication f +— Matg 4 (f) est un isomorphisme de .Z(E, F') dans 4, ,(K)

En effet : On vient de démontrer qu’elle est linéaire et un peu plus haut on a vu qu’elle est bijective.

Matrice de la composée de deux applications linéaires.

Théoréme

Soient %7 une base de E, %5 une base de F' et %3 une base de G,

Pour tout f € Z(E,F) et ge L (F,G)ona: Matg, (g0 f)=Matg, z,(9) Mata, =,(f)

Démonstration : pour tout u € E,

Coordaz, ((g o f)(w)) = Coords, (9(f ()
— Matgz, 2, (9) Coorduz, (f(u))
(9)

- Mat:@%:@g g Mat%h%z (f) COOI‘dggl (U)

D’aprés le théoréme (*),
Mat g, 2, (g o f) = Mats, 2,(9) Mats, 2, (f).

Corollaire (trois endomorphismes et quatre bases)

Soient f,g,h € L(F) et By, Ba, B3 et B4 quatre bases de E.

Matg, #,(hogo f) = Matg, @, (h) Matg, 2,(g) Mats, a,(f)

En effet : (a faire)

Corollaire (Puissance d’un endomorphisme avec une seule base).

Pour f un endomorphisme de E, m un entier naturel et % une base de FE,

Matz (f™) = (Matg (f))"

En effet : (a faire)
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Matrice de la réciproque d’une application linéaire bijective.

Théoréme

Soient % une base de E, %’ une base de F' et f une application linéaire de E dans F.

f est bijective si, seulement si, Matg g (f) est inversible

et alors :
Matg z(f ') = (Matz,m (f))”

Démonstration :

e Supposons que Mateg 2 (f) est inversible.
Prenons un vecteur v de F' et cherchons ses antécédents par f :
Pour u € F,

flu)=v <= Matgagw (f)Coordg(u) = Coordg (v)
<= Coordg(u) = Matg, gz (f) ' Coordg (v)
= u= Coord;é,1 (Matgg)ggl(f)_l(jOOI‘dgg/ (v))

Tout élément de F' admet un unique antécédent par f, donc f est une bijection W

e Supposons que f est une bijection,
- En utilisant le théoréme 1, on sait que f(B) est une base de F et ainsi dim(FE) =dim(F)
donc Matg o (f) € #,(K) (matrice carrée)

- On a aussi vu que f~! est linéaire. (Voir ci-dessous)

- En utilisant le résultat sur la matrice d’une composée :

Mat@,g@’(f)Mat%/,gg(ffl) = Matg(fof™)
Matggl(ldp)
L,

Matg &(f )Matg gz (f) = Matg(f~'of)
—  Matp(Idp)
- 1,

on peut en conclure que Matg & (f) est inversible et que (Mat{@’gg/(f))_l = Matg z(f*) N
Ce qui achéve la démonstration de :

f est bijective si, seulement si, Matz 2 (f) est inversible

6.6 Isomorphe a K".

Définition.

Soient E et F' deux espaces vectoriels,

Dire que F et F' sont isomorphes signifie qu’il existe un isomorphisme de F dans F'.

Théoréme.

Pour n un entier naturel non nul,

tout espace vectoriel de dimension n est isomorphe & K.

Conséquence.

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie,

E et F sont isomorphes si, et seulement si, dim(E) =dim(F) .
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Théoréme :

Soient E un espace de dimension n et % une famille de vecteurs de F.
Si %A est une base de E alors

lapplication E — 4, 1(K) est un isomorphisme.
v +— Coordp(v)

Démonstration : (Vue dans le cours sur les espaces vectoriels)

Théoréme :

Soient F un espace de dimension finie, 4 une base de ¥ et uq, ... u, des vecteurs de FE.

@ Pour tout v € E, v € Vect(uy,...,u,) <= Coordg(v) € Vect(Coordg(u1), ..., Coordeg(u,))
O (uy,...,uy) est libre si, et seulement si, (Coordg(uy), ..., Coordg(u,)) est libre.

O rg(uy,...,u,) =rg(Coordg(uy),...,Coordg(uy)).

Démonstration. (Vue dans le cours sur les espaces vectoriels)

6.7 Rang d’une application linéaire.

Soient E et F deux K espaces vectoriels de dimension finie. On note p = dim(E) et n = dim(F).

6.7.1 Définition.

Soit f une application linéaire de E dans F,

on appelle rang de l'application linéaire f 'entier naturel noté rg(f) et défini par :

rg(f) = dim (Im(f))

6.7.2 Lien avec les autres notions de rang.

On note Z = (€1, ez, ...,¢e,) une base de E et %’ une base de F.

rg(f) = dim(Im(f))
= dim (Vect(f(e1), ..., f(ep)))
=rg(f(e1),. --7f(€p))
(Coordﬁg/ )), ..., Coordz (f(ep)))
rg(Mat g (f . f(ep))
rg(Mat@ 2 ( )

6.7.3 Théoréme du rang

Théoréme :

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un K-espace vectoriel.

Vfe ZL(E,F),  rg(f)+dim(ker(f)) = dim(E)

Démonstration : Ez 4 de la feuille Cours 6 2.
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6.7.4 Caractérisation des isomorphimes

Théoréme :

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension n et f € Z(E,F)

f est bijective si, et seulement si, rg(f) = n

En effet : Le théoréme du rang donne rg(f) =n <= ker(f) = {Og} et ainsi rg(f) =n <= f injective.

Avec le paragraphe 6.4 il vient rg(f) = n si, et seulement si, f est bijective.

Conséquences :

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f € Z(FE, F)
e f injective <= rg(f) = dim(E)
o f surjective <= rg(f) = dim(F)

6.8 Une matrice vue comme une application linéaire.

Ici n et p désignent deux entiers naturels non nuls.

6.8.1 Application linéaire canoniquement associée a une matrice.

Définition.

Pour toute matrice M de .#, ,(K) on appelle application canoniquement associée & M, ’application :

My (K) — A,1(K)

X — MX
Propriété
Pour toute matrice M de .4, ,(K) lapplication : .#,1(K) — 4, 1(K) est linéaire.
X — MX
Démonstration :
On note f cette application.
Soient (o, B) € K2 et (X1, X») € M, 1(K)?,
flaXy+BX5) = M(aX;+ fX,)
= aMX;+8MX, (cours sur les matrices)

= af(X1)+ Bf(X2)

’ f est une application linéaire ‘

Remarque :

En notant : £ la base canonique de .#), 1 (K), %' la base canonique de .#, 1 (K).

La matrice de f dans les bases & et %’ est égale & M .
(M. (f) = M)

6.8.2 Noyau, image.

Définition :

Pour toute matrice M de .4, ,(K), on définit le noyau et I'image de M par :

ker(M) = {X e My (K) ‘ MX =0 } Im(M) = { MX ‘ X € My (K) }
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Remarques :

e En notant f: A, 1(K) — #,1(K) ona: ker(M) =ker(f) et Im(M)=Im(f)
X — MX

T T 0 T
e ker(M) = et (K) [ M| =] et Im(M) = M| : (1, ...,zp) € KP

Tp Tp 0 Tp
o ker(M) et Im(M) sont des espaces de matrices colonnes.  ker(M) C 4, 1(K) et Im(M) C A, 1(K)
e Pourtout Y € #,1(K), YeIm(M) < 3IX € 4, 1(K): Y =MX

e Le plus souvent pour déterminer une base de ker(M) on résout le systéme homogéne M X = 0.
(Méthode du pivot sur les lignes)

e Le plus souvent pour déterminer une base Im(M) on utilise Im(M) =Vect( Cy , ..., Cp ) et ensuite :
—_——

Le colonnes de M
© On utilise les relations entre les colonnes données par ’étude du noyau pour supprimer des colonnes.
ou
® On utilise la méthode du pivot sur les colonnes de M.
ou
©® On connait la dimension m avec le théoréme du rang et on trouve une famille libre de m vecteurs de Im(M).

Proposition :
Lien entre noyau et image d’une matrice et d’une application linéaire représentée par cette matrice dans des bases.

Soient f € Z(E,F), % une base de E et %' une base de F :

Yue E, wuc€ker(f) <= Coordg(u) € ker(Matg o (f))

Yve F, velm(f) «= Coordg (v) € Im(Matgz 2 (f))

Exemples :
1. Soit A Papplication linéaire de Ro[X] dans Ro[X] qui & P(X) associe P(X + 1) — P(X —1).
(on ne démontera pas que A est bien linéaire).
Déterminer une base du noyau et une base de 'image de A.

2. Soit f P’application linéaire de R3[X] dans R® qui & P(X) associe (P(0), P(1), P(2)).
(on ne démontera pas que f est bien linéaire).
Déterminer une base du noyau et une base de 'image de f.

6.8.3 Rang d’une matrice.

Définition : ’ Le rang de M est la dimension de ’espace engendré par les colonnes de M ‘

C’est le rang de 'application linéaire : .4, 1(K) — 4, 1(K)
X — MX

Dans l’algorithme du pivot de Gauss pour la résolution du systéme homogéne M X =0 :
(systéme n équations, p inconnues)
e rg(M) est le nombre d’inconnues principales, (ou encore le nombre de pivots)

e dim(ker(M)) est le nombre d’inconnues secondaires,

Théoréme :

‘ Pour toute matrice M de .4, ,(K) : dim(Im(M)) + dim(ker(M)) = p

En effet :
Attention : p est le nombre de colonnes de M.

Corollaire :

Pour toute matrice M de #,(K) : dim(Im(M)) 4+ dim(ker(M)) =n
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6.8.4 Inverse a gauche, inverse a droite.

Théoréme.

Pour A € #,,(K) et B € #,(K) deux matrices carrées, AB=1, < BA=1,

Démonstration : (1l suffit de montrer une deuz implications).

On suppose que AB =1, et onnote: f: Mp1(K) — A,1(K).
X — BX

Ker(B) C ker(AB) cela entraine ici que ker(B) = {0,,x1} donc rg(B) = n et ainsi B est inversible.
et alors la relation AB = I,, entraine ABB™' = B~ donc A = B~ ! et ainsi BA=1,

6.9 Changement de base.

6.9.1 Matrice de passage.

Définition et notation

Soient # et %’ deux bases de E,
la matrice Mat (%) est appelée matrice de passage de Z a %', on la note Py g

Remarques :

® Quand on donne une nouvelle base %', on donne la matrice Matg(%4').
La matrice des vecteurs de la nouvelle base dans 'ancienne.

@ Pour les démonstrations on pourra utiliser la remarque Pg o = Matg 2 (IdE)

Propriétés.

Quelles que soient % et %’ des bases de E,
(1] P%’,% = In
O Pz 4 est inversible et P‘%‘w’@/_l = Pg »

0

En effet : @ Pour tout i € [1,n], Coordg(e;) = [ 1|« ™ donc

0
® Py zPga = Matg g (Idgp)Matg z(ldp) = Matg g (Idg) = I,, donc

’ng,gg/ est inversible et P@7@/_1 =Py »

Remarque : Toute matrice inversible est la matrice de passage entre deux bases bien choisies.

Propriétés. (Complément)

‘ Quelles que soient &, %' et A" trois bases de E, Py % Pw 2 = Pg g

Démonstration. Idée : Matg o (Idg) = Matg z(Idg) Matg @ (Idg)

6.9.2 Changement de bases, action sur les coordonnées d’un vecteur.

Théoréme

Quelles que soient % et %’ deux bases de F, Vu € E, Coordg(u) = Pg, g Coordg (u) ‘
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Démonstration :
n

Soit u = E z).€) un vecteur quelconque exprimé sur la base %'.
k=1

n
donc en appliquant Papplication linéaire Coordg(-) on obtient Coordg(u) = Z x),Coordg(e},)

k=1
/
n Ty
or (remarque du paragraphe 3.6.2) Z z},Coordg(ey,) = Matz(#') | :
k=1 z
donc
Coordg(u) = Pg, gz Coordg (u)
Remarques :
e en notant : X = Coordg(u) , X' = Coordg (u) et P = Py g

X =PX' X' =plXx

e Certains trouvent le nom "matrice de passage de Z & %’ contre-intuitif.
en effet : pour passer de X a X’ on applique X — Py X

6.9.3 Changement de bases, action sur la matrice d’un endomorphisme.

Théoréme

Soient & et %A’ deux bases de F.

Vf e f(E) Mat g (f) = P@/“@Mat@(f) P g

En effet : Pour u € FE,

Coord%/(f(u)) = ng/%@COOI‘dK@(f(U))
Po gMatgz(f)Coordgs(u)

Yu e E, Coordg (f(u)) = P{@/%@Matg(f)f:{ggﬁ@/ Coord g (u)

On peut en déduire que : Matg (f) = Pg gMatgz(f)Ps a

Ici il faut se rappeler que :

Matgz g (f) est 'unique matrice A € 4, ,(R) vérifiant : Vu € E, Coordg (f(u)) = ACoordgz(u)

e Il y a plusieurs démonstrations de cette formule, mais & la fin il faut trouver un moyen de la retenir .
Matg (f) = Pe #Matz(f) Pg.s

e Si on note M = Matg(f), M’ = Matg (f) et P = Py g4 alors :

M =P 'MP

et
M=prM' P!

Remarque : (Plus compréhensible apreés le chapitre sur la diagonalisation).

On passe souvent d'une base % a une base %’ dans laquelle la matrice M’ = A est plus simple
(diagonale ou triangulaire).

on a alors avec la formule du changement de base en notant P = Pz g :
A=P'MP

on en déduit la relation :
M = PAP™!
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6.10 Matrices semblables

Dans ce paragraphe toutes les matrices sont carrées.

Définition :

Soient M et N deux matrices de .4, (K),

dire que M est semblable & N signifie qu’il existe une matrice P inversible de ., (K) telle que :

M =P 'NP

Exemple et contre exemple.

2 1 2 0
1. M= (0 3) et N = <0 3) sont semblables.

11 1 0
2. M = (0 1) et N = <O 1) ne sont pas semblables.

Attention : une telle matrice P n’est pas unique.

En effet :

Proposition

1. M est semblable & M. (réflexif)
2. Si M est semblable & N alors N est semblable & M. (symétrique)

3. Si M est semblable & My et My est semblable & Mz alors M; est semblable & Ms.
(transitive)

Démonstration.

Caractérisation.

Soient M et N deux matrices de .4, (K),

M et N sont semblables si, et seulement si,

elles sont les matrices d’'un méme endomorphisme dans deux bases.

Démonstration.

Autrement dit :

Deux matrices M et N de .#,(K) sont semblables si, et seulement si, :
pour un espace E de dimension n, un endomorphisme f de E et deux bases %, %’ de E, on a :

M = Mat g (f) et N = Matg(f)
M et N représentent le méme endomorphisme dans deux bases.

Théoréme :

Si deux matrices M et N sont semblables avec pour P inversible la relation N = P~'M P alors

Vn € N, N" =P~ 'Mmp

Démonstration 1.
Montrons par récurrence sur n € N que pour tout n € N,  M" = P IN"P
—_—

notée R(n)
e Pour n =0,
d’une part M° =1, et d’autre part PN°P~!=p-'[,P=P'P=1,

on a bien R(0) vraie
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e Soit n € N tel que R(n) est vraie,

M™ = MM x M
= PIN"PxM (d’apres Uhypothese de récurrence)
= P IN"Px P INP (d’apres la donnée de l’énoncé)
= P 'N"I,NP
= p innfip ce qui donne R(n + 1)

En conclusion :

pour tout n € N, M" =P IN"P ‘

Démonstration 2. Pour les champions du changement de base.
Je ne vous conseillerais pas encore cette démonstration, mais c’est bien de savoir qu’elle existe.
On note &, #' deux bases de #,,1(K) et f 'endomorphisme de ., 1(K) tels que :

P=Pgg et N:Matgg(f)

comme M = P 'NP il vient : M = Matg (f), (Effet du changement de base sur la matrice d’un endomorphisme)
Pour n € N,

N = Matg(f) donc N" = Matz(f") et M= Matg (f) donc M"™ = Matg (f")
or on sait (Effet du changement de base sur la matrice d’un endomorphisme) que :

Matzg (") = Py lgp Mat(f") Pes,

on obtient bien :

’ pour tout n € N, M" =P IN"P ‘

Remarques :
e si M et N sont semblables alors pour tout n € N,  M"™ et N™ le sont aussi.

e On utilise les matrices semblables pour calculer les puissances de matrice.

Proposition

Soit A € K, M est semblable & A, si, et seulement si, M = \I,,. ‘

En effet :

M est semblable & I, 3P € M, (K) (inversible) : M = P~*(\I,)P
3P € M, (K) (inversible) : M = AP~*I,,P
3P € M, (K) (inversible) : M = \P~'P

M = I,

Tt

Théoréme : (complément)

Soient A et B deux matrices de ., (K),
Si A et B sont semblables alors rg(A) = rg(B).

Démonstration. voir feuille Cours 6 5 Ex 10
Remarque : La réciproque est fausse, voir feuille Cours 6 _5 Ex 9

Théoréme : (complément)

Soient A et B deux matrices de ., (K),
Si A et B sont semblables alors tr(A) = tr(B).

Démonstration. voir feuille Cours 6 5 Fx 6
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Intégrales généralisées

Plan du chapitre
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7.4

7.5
7.6

7.7
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7.2.1 Intégrales sur un intervalle semi-ouvert. . . . . .. .. ... o000
7.2.2 Intégrales sur un intervalle ouvert. . . . . . .. ..o o Lo
7.2.3 Cas particulier d’une fonction prolongeable par continuité. . . . . . . . . .. .. .. ..
7.2.4 Généralisation. . . . . . . .. Lo e

Théorémes de convergence. . . . . . . . . . . . e e e e e e

7.3.1 Théoréme de convergence par comparaison des intégrandes positifs . . . . . . .. . ..
7.3.2 Théoréme de convergence par équivalence des intégrandes positifs. . . . . .. .. ...
Propriétés. . . . . o e e

7.4.1 Relation de Chasles. . . . . . . . . .. .
7.4.2 Linéarité. . . . . . ..
7.4.3 Positivité . . . . .
7.4.4 Croissance de lintégrale. . . . . . . . . .. ... oo
7.4.5 Stricte positivité. . . . . . . L L
7.4.6 Parité. . . . . o e e
Absolue convergence. . . . . ... .o e e e e
Calculs. . . . . o
7.6.1 Intégrations par parties. . . . . . . ..o L L L
7.6.2 Changement de variable. . . . . . . ... L Lo
Intégrales impropres usuelles. . . . . . . . .. L
7.7.1 Loi uniforme . . . . . . L
7.7.2 Loi exponentielle . . . . . . . .
7.7.3 Loi normale . . . . . . . L e
7.7.4 Compléments : Intégrales de Riemann. . . . . . . ... .. ... ... .. ...

7.1 Introduction

Ce que nous avons déja vu :

- Interprétation géométrique de 'intégrale d’une fonction continue sur un intervalle.

- Lien avec les sommes de Riemann.

b
- Théoréme fondamental de I’analyse et sa conséquence principale : / ft)dt = F(b) — F(a)

Les objectifs de ce cours :

b

e Définir sous conditions : / f(t)dt pour f continue sur ]a, b].

a

+oo
e Définir sous conditions : / f(t)dt pour f continue sur R sauf en un nombre fini de points.

— 00
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xr
e Etudier sous conditions : x — / f(t)dt pour f continue sur R sauf en un nombre fini de points.
—00

Comme pour les séries, il y faudra établir la convergence (I'existence) avant de faire le calcul.

On va retrouver les propositions du cours sur I'intégrale d’une fonction continue sur un segment :
Relation de Chasles, linéarité, positivité, croissance de 'intégrale, stricte positivité, parité.

La représentation reste 1’aire de domaines du plan, mais ici ils ne sont pas bornés (le plus souvent).

Pour I'étude de la nature (convergence, existence) nous verrons deux théorémes comme pour les séries.
La configuration principale de ces objectifs étant ’étude de deux fonctions f et F' définies sur R et vérifiant :

vz € R, F(m):/z F(t) dt

ou : f continue sur R sauf éventuellement sur un ensemble fini.

F continue sur R tout entier et de classe C! sur R sauf éventuellement sur un ensemble fini.

En pratique pour ’étude de la nature et pour les calculs on va devoir s’adapter aux différentes situations :

b
(1] / f(t)dt pour f continue sur [a,b]. avec b € R ou b = +o0.
b
(2] / f(t)dt pour f continue sur |a,b]. avec a € R ou a = —c0.
b
(3] / f(t)dt pour f continue sur ]a,b[. avec (a € R ou a = —o0) et (b = 400 ou b € R).

b
(4] / f(t)dt pour f continue sauf en un nombre fini de points sur |a, b[.

avec (¢ € R ou a = —o0) et (b= +o0 ou b € R).

b
Remarque : Dans ce cours les propositions sont présentées pour / f(t) dt lorsque a < b,
a

a b
mais / ft)de et / f(t)dt sont de méme nature (CV ou DV) et quand elles représentent un réel on a :
b a

/baf(t)dt_/abf(t)dt

7.2 Deéfinitions. vocabulaire. notation.

Toutes les intégrales définies dans ce cours sont appelées intégrales généralisées (ou impropres).

7.2.1 Intégrales sur un intervalle semi-ouvert.

Les fonctions continues sur [a, b[

Ici a est un réel et b désigne un réel > a ou +00.

On dit que l'intégrale est impropre en b.

Définition.

Soit f une fonction continue sur Iintervalle [a, b [,

z—b~ z—b~

T b x
e Si lim / ft)dt =¢ € R alors on dit que / f(t)dt existe et vaut  lim / f(t)dt.

on dit aussi que 'intégrale converge

x b
e Quand / f(t)dt n’a pas de limite réelle quand x tend vers b~ on dit que / f(t) dt est divergente.
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Caractérisation. (Avec une primitive de f sur [a,b])

Soit f une fonction continue sur 'intervalle [a, b [, on note F' une primitive de f sur [a, b[,

b
eSi lim F(x)=(¢e€R alors / f(t)dt existe et vaut lim F(z) — F(a).
a

z—b~ z—b~

on dit aussi que ’intégrale converge

b
e Quand F(z) n’a pas de limite réelle quand z tend vers b~, on dit que / f () dt est divergente.
a

En effet : pour z € [a,b], [ est continue sur le segment [a, z] donc / f@)dt = F(x) — F(a)

Remarques :
e Cette caractérisation ne dépend pas du choix de la primitive choisie.
e Ici on détermine la nature en trouvant une primitive de ’intégrande.

Dans la suite nous verrons des raisonnements permettant d’étudier la nature sans faire le calcul d’une primitive.
Exemples : voir la feuille. Cours_8.

Proposition. (On peut remplacer la borne non impropre)

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b[.

b b
Pour ¢ un élément de [a, b, les intégrales / f)de et / f(t)dt ont la méme nature.

b b
En effet : / f(t) dt converge si, et seulement si, lim F(z) = /¢ € R si, et seulement si, / f(¥)de.

z—b~

Les fonctions continues sur ]a, b]

Ici a est un réel ou —oo et b un réel vérifiant a < b.

On dit que l'intégrale est impropre en a.

Définition.

Soit f une fonction continue sur 'intervalle }a, b],
b b b
e Si lim (t)dt = ¢ € R alors on dit que / f(t)dt existe et vaut  lim (t) dt.

z—at J, z—at J,

on dit aussi que 'intégrale converge

b b
e Quand / f(t)dt n’a pas de limite réelle quand x tend vers a™, on dit que / f(t) dt est divergente.

On peut adapter la caractérisation et la proposition du paragraphe précédent

7.2.2 Intégrales sur un intervalle ouvert.

Ici a est un réel ou —oo et b un réel > a ou +oo.

Définition.

Soit f une fonction continue sur lintervalle |a, b[ et ¢ un élément quelconque de Ja, b|,

b c b
/ f(t)dt converge signifie que : / f(t)de et/ f(t)dt convergent.

c b
et alors elle vaut / ft)dt+ / f(t)dt.
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Caractérisation. (Avec une primitive de f sur ]a, b[).

Soit f une fonction continue sur l'intervalle }a, b[, on note F' une primitive de f sur ]a, b[,

lim+F(3c):€1€R b
: r—a . . . BRRT
e Si HI? Flz) =6 € R alors /a f(t)dt existe et vaut Tlgilf F(x) Tlgza F(z).
z—b—

on dit aussi que 'intégrale converge

b
e Quand F n’a pas de limite réelle en a™ ou en b, on dit que / f(t) dt est divergente.
a

lim+F(gc):€1€Ret lim F(z)=4¢;€R

T—a z—b—

c b
En effet : / f(®)dt et / f(t)dt convergent si, et seulement si,
a c

b c b
Attention : Dans un exercice : ne pas commencer par / f)det = / f)de + / ft)dte,
a a (&
c’est & la fin lorsqu’on a montré la convergence des deux intégrales.

Voir la rédaction dans la feuille cours 8

Propositions :

e Cette définition est cohérente avec la définition des intégrales d’une fonction continue sur un segment.

Soit f une fonction continue sur le segment [a, b], on note F' une primitive de f sur [a7 b},

T—b— r—at

b b
L’intégrale / f(t) dt existe et on a aussi : / f@t)dt = lim F(z)— lim F(x).

En effet : Ici F est continue sur le segment [a, b]. (elle est méme dérivable)

o Cas particulier de la fonction nulle.

b b
Si f est la fonction nulle sur a, b[ alors / f(t) dt est convergente et / fe)dt=0

En effet : [ est la fonction nulle sur |a, b[ alors il existe k € R tel que Vz €]a, b, F(z) =k
On utilise cette proposition dans la plupart des exemples avec les fonctions indicatrices.

o (Peu importe les valeurs de f aux bornes de [a,b])

Soient f et g deux fonctions continues sur |a, b|
Si vidab, f(t) = g(t)

b b
alors / f)de / g(t) dt sont de méme nature et égales en cas de convergence.
a a

En effet : Les primitices de f et g sur I'ouvert ]a, b[ sont les mémes.

7.2.3 Cas particulier d’une fonction prolongeable par continuité.

Proposition.

Soient a et b deux réels, f une fonction continue sur l'intervalle ]a, b[,

Si f(x) admet une limite réelle quand x tend vers a* et quand x tend vers b~

b
alors 'intégrale / f(t) dt est convergente.
a
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b b
En effet : En notant g le prolongement par continuité de f a [a,b] on a / f@t)dt / g(t) dt sont de méme

nature et égales en cas de convergence.

/0 1 @ dt /0 1 tIn(t) dt /1 i in_@i dt

Exemples :

Remarque :
Certains disent dans cette situation que l'intégrale est "faussement impropre" en a ou/et en b.
(terme non utilisé dans le programme)
7.2.4 Généralisation.

Définition.

Quand a désigne un réel ou —oo, b un réel ou +o0o, n un entier naturel non nul et (ag,...,a,) tels que :
a=aqy< a1 < - <ap_1<a,=>
Pour f une fonction continue sur Ja, b[ sauf (éventuellement) aux réels aq,...,an—1

b
Dire que l'intégrale / f(t)dt est convergente signifie que :
a

ag
pour chaque k € [1,n], l'intégrale / f(t)dt est convergente.
ak—1

b n ag
et en cas de convergence de toutes ces intégrales, on définit : / f)ydt = Z f(t)dte.
a

k=1 k-1

[llustration graphique.

discontinuité et/ou borne infinie ete.

[ s " rwar [

ay

!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
&
@

a

!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
&
@

a = ag a

[

)
S

i

—

b
On découpe donc l'intégrale impropre sur chaque intervalle |ag_1,ag[, puis on dit que / f(t)dt converge si, et

a
seulement si, toutes les intégrales obtenues convergent.

Notation. (Extrait du programme)

b b
Les notations / 7 / f)de, / /s / f(t)dt pourront, selon le contexte, désigner l'intégrale généralisée ou sa
I I a a
valeur.

Meéthode pratique générale. voir exemples dans la feuille Cours_ 8

© Déterminer les intervalles (]ak,l, ay [) )
1<kLn
ak

® Etudier pour chaque k entre 0 et n — 1, la nature de l'intégrale / f@@)dt.

k-1
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® En cas de convergence de toutes ces intégrales impropres, on conclut :

b b n ak
/ f(t)dt est convergente et / fltydt = Z/ flt)de

Remarques :
ay

b
e Si au moins une des intégrales f(t)dt diverge alors / f(t)dt diverge.

Ar—1

b n ak
e On ne peut écrire / f@)de = Z f@)dt qu’ala fin du raisonnement en cas de convergence.
a

k=1 ak-1

Proposition. (Intégrales sur un plus petit intervalle)

Soit f une fonction continue sur |a, b[ sauf (éventuellement) en nombre fini de réels de ]a, b,

b
Si lintégrale / f(t)dt est convergente  alors

d
pour tous réels c et d vérifiant a < c<d<b, lintégrale / f(t)dt est convergente.
(&

Proposition.

Soient o un réel et f une fonction continue sur ]a, b] sauf (éventuellement) en nombre fini de réels de ]a, b],

b b
Si a#0 alors les intégrales / f@)dt et / af(t)dt sont de méme nature.
a a

7.3 Théorémes de convergence.

7.3.1 Théoréme de convergence par comparaison des intégrandes positifs

Théoréme.

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b[,

b

Si Vte [a,b], 0<f(t)<g(t)
et si

b
g(t) dt est convergente alors / f(t) dt est convergente.
a

Démonstration.

F:zr— / f)dt et G:x+— / g(t) dt sont croissantes (car les intégrandes sont positifs)
L’encadrement et la "croissance de Uintégrale" donne Vz € [a,b], 0< F(z) < G(x)
b
donc Vz € [a,b], 0< F(z) < / g(t)dt

——
eR

11 suffit alors d’appliquer le théoréme de limite monotone & F' pour conclure.

Remarque : En prenant la contraposée, on obtient :

Corollaire.

b b

Si Vtea,b, 0< f(t) <g(t) et si / f(t)dt est divergente, alors / g(t) dt est divergente.

a a
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Corollaires.

O Soient f et g deux fonctions continues sur ]a, b},
b b
Sivte la,b], 0< f(t) <g(t) et si / g(t) dt est convergente alors / f(t)dt est convergente
a a
® Soient f et g deux fonctions continues sur ]a, b[ (sauf en un nombre fini de réels),

Si Vte ]a, b[, 0< f(t) <g(t) (sauf en un nombre fini de réels).

b b
et si / g(t) dt est convergente alors / f(t) dt est convergente.
a a

Remarques.

e Comme pour les séries : On ne passe pas a U'intégrale!!!
e On compare les intégrandes positifs pour en déduire la nature d’une intégrale.
b b
o Ce théoréme permet uniquement de trouver la nature de / f(t)dt ou de / g(t)dt
a a

b
e Ce théoréme ne permet pas de calculer la valeur de / f(t)dt quand il y a convergence.
a

e Attention ici la conclusion du théoréme n’est pas : "elles sont de méme nature".

7.3.2 Théoréme de convergence par équivalence des intégrandes positifs.

Théoréme.

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b[,
Si Vte [a,b], g(t)=0 et st f(t) ~ g(¢), alors

t—b—

b b
o Si/ g(t) dt converge alors / f(t)dt converge.

b b
(2] Si/ g(t) dt diverge alors / f(t)dt diverge.

Démonstration. (Rapidement)

On se place dans le cas ou g ne s’annule pas sur [a, b[,

1
o f(t) ~ g(t) donc il existe c € [a,b], VtE€ [c,b], =
t—b— 2 7 g(t)

1 3
e et g(t) >0 donc Vteleb, 0 < §g(t) < f(t) < ég(t)

Il suffit alors d’appliquer le théoréme de convergence par comparaison pour conclure.

Corollaire.

Soient f et g deux fonctions continues sur }a, b],
Si  Vtelab], g(t)=0 et si f(t) ~ g¢g(t), alors

t—at

b b
o Si/ g(t) dt converge alors / f(t)dt converge.

b b
(2] Si/ g(t) dt diverge alors / f(t)dt diverge.

Remarques.

b
e Ce théoréme permet uniquement de trouver la nature de / f@t)dt.

a
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b

e Ce théoréme ne permet pas de calculer la valeur de / f(t) dt, ni méme son signe.
a

e On peut résumer @ et @ en :

b b
/ g(t) dt converge si, et seulement si, / f(t)dt converge.
a a

e On peut résumer @ et @ en :

b b
/g(t) dt et /f(t)dt sont de méme nature.

7.4 Propriétés

a est un réel ou —oo et b un réel > a ou +oo,
et f, g9, f1, ..., fn sont des fonctions continues sur ]a, b[ sauf éventuellement en un nombre fini de réels.

7.4.1 Relation de Chasles.

Théoréme :

b
Si / f(t) dt est convergente,

co c3 c3
alors, pour tout (¢1,ce,c3) € [a,b}g, / f(t)dt, / f®)dt et / f(t)dt convergent
c1 Cc2

ot /:Sf(t)dt:/:2 f(t)dt+/c:3 £(t) dt

Démonstration : (admis) (On ajoute cq,ca,c3 o la subdivision ...)

Hllustration graphique de la relation de Chasles.

/C Ft)at / Ft)dt

— - —
C1 C C3

2
" fyae

C1

L’aire totale entre c1 et c3 est la somme des aires entre c¢1 et co, puis entre co et cs.

Généralisation : pour n € N*

b
Si / f(t)dt est convergente,

Cht1
alors, quel que soit (cg, ..., c,) € [a,b]" !, on a : Vk € [0;n — 1], / f () dt convergent

et /c: ftydt = Ti/cm F(t) dt

k=0 "¢k

Remarque : Les c, ne sont pas nécessairement dans l’ordre croissant est peuvent étre égaux & a ou b.
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7.4.2 Linéarité.

Théoréme :

b b
Si / f(t)dt et /g(t) dt sont convergentes,

b
alors pour tout (a, ) € R? / (af(t) + Bg(t)) dt converge et

b b b
/ (af(t) + Bg(t)) di = o / F(t)dt + 8 / oft) dt

Démonstration : (admis) (Travailler sur des subdivisions de ]a,b| adaptées ¢ f et g)

[llustration graphique de la linéarité de ’intégrale.

f+yg
f+yg
f /\
g
/\
\
t t t
a b b a b b a  p b
f(tyat / oft) dt / (f + o)) dt
b b b
/(f+g>=/ f+/g
af.
of
; /_\
/\
t t

' /abf(t)dt ’

baf(t)dt =« bf(t)dt
J /

Généralisation :

b
Si  pour tout k € [1;n], lintégrale / fe(t)dt  est convergente,

a

b/ n
alors pour tout (ax)i<k<n € R, Dintégrale / (Z akfk(t)> dt converge et
@ \k=1

b [ n n b
/ <Z Oékfk(ﬂ) dt = oy, </ Ji(t) dt)
@ \k=1 k=1 e

Démonstration : (admis) (Raisonnement par récurrence sur n,)
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7.4.3 Positivité
On rappelle qu’on est sous I’hypothése .

Théoréme :

b
Lorsque / f(t)dt est convergente,
a

b
Si Vt€la,b], f(t) >0 alors / f@®)dt =0

Démonstration : (admis)

7.4.4 Croissance de l’intégrale.

Théoréme :

b b
Lorsque / f@)de et / g(t)dt sont convergentes,

Si Vit €la,b], f(t)<g(t) alors /b f)dt < /b g(t)dt

En effet : Appliquer le théoréme de 7.4.3 & la fonction g — f.

7.4.5 Stricte positivité.
a désigne un réel ou —oo, b un réel ou +oo et .

Théoréme :

b
Lorsque / f(t)dt est convergente.
a

f est continue sur ]a, b,
vt ela.bl, f(t) >0,

/abf(t)dtO

f est continue sur |a, b[, il existe F' un primitive de f sur ]a, b|.
d’une part f > 0 donc F est croissante,

alors V¢ €la, b, f(t)=0

Démonstration.

b b
d’autre part / f(t)dt est convergente donc lli)mF et lir+nF existent, sont réelles et / f)de = lzi;mF - lirPF
a - a a - a
b
et comme / f(t)dt =0 il vient lli)mF = lim F
a - a
F est croissante et liinF = lim F' entraine que F' est constante sur |a, b[ et ainsi V¢ €]a, b, f(t) =0.
a

Remarques :

e On peut remplacer dans ce théoréme l'intervalle ]a, b[ par tout intervalle I : ]a, b, [a, b ou [a, b]
En effet :

e Attention a 'argument " f est continue sur I".

1
On peut trouver une fonction positive sur |0, 1], telle que / f(t)dt =0 et qui n’est pas nulle sur ]0, 1.
0

(qui n’est pas la fonction nulle)
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Corollaire 1 :

b
Lorsque / f(t)dt est convergente,
a

f est continue sur ]a, b], X
Si{ Vte€la,b], f(t) =0, alors / f(t)dt >0

f n’est pas la fonction nulle sur ]a, b[

En effet : C’est une forme contraposée du théoréme précédent.

1 1
1 1
Exemple d’application : L’intégrale / t cos? <t) dt converge et / t cos? (t> dt >0
0 0

Corollaire 2 :

Pour f une fonction continue sur |a, b| sauf peut-étre en un nombre fini de points.

b
Lorsque / f(t)dt est convergente,
a

b
Si Vielab), f(t)>0  alors / F(t)dt >0

En effet :

En raisonnant sur une subdivision bien choisie, ’hypothése ici entraine les hypothéses du corollaire précédent.

Exemples d’utilisation :

jus 1
2
e Pour tout n € N, / cos”(t)dt >0 o / (In(t))®dt < 0
0 0

7.4.6 Parité.

Ici a est un réel positif ou +0o et f est continue sur | — a,a| sauf en un nombre fini de réels.

Proposition :

Lorsque f est paire,
a

a
f(t) dt est convergente si, et seulement si, / f(t) dt est convergente
0

—a

et alors ’ f)ydet = 2/a f)dt
—a 0

En effet : Sachant que f est paire, si F' est une primitive de f sur | — a,a[, alors  — —F(—z) est aussi une

primitive de f, donc il existe k € R tel que Vx €] — a, a], F(z)+ F(—z)=k. (=2F(0))

Ainsi, lim F(z) € R < im)+ F(z) € R. ce qui donne 'équivalence de convergence.
r—a~ x —a

1
—(

r—a~

Enfin, en notant £ = lim F(x), il vient : fOydt=t—(k—0)=20—k=2((—F(0)) = 2/ ft)dt
0

—a

\\_// N
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Proposition :

Lorsque f est impaire,
a

a
f(t)dt est convergente si, et seulement si, / f(t) dt est convergente
—a 0

et alors f)ydt=0

—a

En effet :
Sachant que f est impaire, si F' est une primitive de f sur | — a, a[, alors  — F'(—x) est aussi une primitive de f,
donc il existe k € R tel que Vz €] — a, qf, F(z)—F(—z)=k. (=0)

Ainsi, lim F(z) e R<= lim F(z) € R. ce qui donne 'équivalence de convergence.
T—a~ z—(—a)t

Enfin, en notant £ = lim F(x), il vient : fOdt=0—(k+6)=k=0

r—a— —a

7.5 Absolue convergence.

a désigne un réel ou —oo et b un réel > a ou +o0,

Définition.

Soit f une fonction continue sur |a, b[ sauf éventuellement en un nombre fini de réels.

b b
Dire que / f(t)dt est absolument convergente signifie que / |f(#)|dt est convergente
a a

Théoréme :

Soit f une fonction continue sur |a, b[ sauf éventuellement en un nombre fini de réels.

/a " fey e

b
Si / f(t)dt est absolument convergente
a

b
< / F(1)]

b
alors / f(t)dt est convergente et
a

En effet :

e Pour la convergence on applique le théoréme de convergence par comparaison avec I’encadrement

Vt €la,bl, 0< f(t) + | F(t)] < 2|f(t)]

On montre la convergence de / (f +|f]) puis avec la linéarite celle de / I

e Ensuite on applique la croissance de 'intégrale a 'encadrement : V¢ €]a,b[, —|f(¢)| < f(t) <|f(t)]-
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Proposition

Soient f et g des fonctions continues sur Ja, b[ sauf éventuellement en un nombre fini de réels,
et a, [ deux réels,

b b
Si / f(t)dt et / g(t) dt sont absolument convergentes

b
alors / (af(t) 4+ Bg(t)) dt est absolument convergente.
a

En effet : Cela découle directement de V¢ €]a,b], 0 < |af(t) + Bg(t)| < |al|f ()| + |8]|g(t)| avec le théoréme de

convergence par comparaison.

Autrement dit : L’ensemble des fonctions continues sur ]a, b, sauf éventuellement en un nombre fini de réels, dont
Uintégrale est absolument convergente sur ]a,b| est stable par combinaison linéaire. C’est un sous espace vectoriel

de l’espace des fonctions

7.6 Calculs.

Dans ce paragraphe, a et b vérifient —oco < a < b < 4o0.

7.6.1 Intégrations par parties.

Théoréme. (Intégration par parties )

Soient u et v deux fonctions de classe C' sur ]a, b],

)
Si| lim u(z)v(z) €R, lim u(z)v(z) eR et / o' (t)v(t) dt converge | (Trois conditions)
a

r—at T—b—

b
alors / u(t)v'(t) dt est convergente et
a

b b
/ w(t)v' (t)dt = lim u(z)v(z) — lim u(m)v(m)—/ o' (t)v(t) dt

T—b— r—at

Démonstration. (admis)

En pratique on n’utilise pas souvent ce théoréme, il est plus simple de chercher une primitive.

Corollaire.

Soient u et v deux fonctions de classe C'* sur }a, b[,
Si lim u(z)v(z) €R, et lim u(zx)v(z) € R,
r—at z—b— X

a

b
alors / u(t)v' () dt et / o' (t)v(t) dt sont de méme nature.

7.6.2 Changement de variable.

Théoréme. (Changement de variable x = ¢(t))

Soient ¢ et f deux fonctions a valeurs dans R.
Si ¢ est de classe C'' et strictement monotone sur ]a, b[, on note @ = lim+ p(t) et = lim o(t)
t—b—

t—a
et si f est continue sur |o, 3],

B b
alors / f(z)dx converge si, et seulement si, / Flp(t) ' (t)dt converge
[e% a

8 b
et en cas de convergence : / flz)dx = / Flp(t) ' (t)dt

Démonstration. (admis)
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Corollaire. (f strictement croissante)

Soient ¢ et f deux fonctions & valeurs dans R et «, 8 des réels ou —oo ou +oc.

Si ¢ :]a,b[—]a, B[ est de classe C*, strictement croissante et bijective, et si f est continue sur ]a, A,

B b
alors / f(x)dx converge si, et seulement si, / flo()) ¢’ (t)dt converge
(03 a
et en cas de convergence :

8 b
/ fa)da = / Flo(t)) @' (1)t

En effet : o = lim ¢(t) et 8= lim ¢(t)
t—at t—b—

Corollaire. (f strictement décroissante)

Soient ¢ et f deux fonctions & valeurs dans R et «, 8 des réels ou —oo ou +oc.

Si ¢ :]a,b[—]B, ] est de classe C*, strictement décroissante et bijective, et si f est continue sur |3, af

B b
alors / f(z)dx converge  si, et seulement si, / Flp(t) ' (t)dt converge
[e% a
et en cas de convergence :

8 b
/ f(z)de = / Fe(t) @' (1)t

En effet : a = lim o(t) et 5= lim ¢(t)
t—at t—b—

En pratique :

O On identifie la fonction ¢ et on vérifie qu’elle posséde les propriétés requises.
® on cherche a, b, a et f telsque tvadeaab et xdeadf.

® on remplace dz par ¢'(t)dt ou ¢'(t)dt par dz.

O on remplace © par ¢(t) ou (t) par z.

3 b

(@) [dz] = / Fe)] [ e
a | =<—= =~ a_ | ~— Y——
~ ° ° S ° ©

Corollaire. Changement de variable affine x = mt + p.

Soient f une fonction a valeurs dans R et m, p deux réels tels que m # 0
On note : a= lim (mt+p) et S = lim (mt+p)
t—at t—b—

Si  f est continue sur |a, 5],

b B
alors / f(mt + p) mdt converge  si, et seulement si, / f(z)dx converge

et en cas de convergence :

/abf(mter)dt = /jf(@ﬂidm

Remarque :

Ici les conditions d’utilisation du théoréme sont plus simples, on peut alléger la rédaction.
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7.7 Intégrales impropres usuelles.

7.7.1 Loi uniforme

+oo
/ ]l[a,b] t)dt=b—a

7.7.2 Loi exponentielle

Pour A € R,
+oo 1
/ Ig, (t) e Mdt = 3

7.7.3 Loi normale

Centrée réduite. (admis)

“+o0o 2
/ e 2dt=+V2m

—0o0
Soient € R et 0 € R,

too  (t—p)?
/ e 202 dt=o0V27

— 00

A savoir redémontrer.

7.7.4 Compléments : Intégrales de Riemann.

Hors programme, voir feuille Ero 15

a0 | 0<a<l |a=1]1<a«
T
1
/t—adt CV Cv DV DV
0
1 1 1
/—dt—
o t% 11—« 1—a
+oo 1
/ t—adt DV DV DV Ccv
1
+oo 1 1
/ L=
1 t* a—1

Des exemples de convergentes.
/11dt2 /+001dt 1 /mldt ! /+001dt2
o Vi 2 2 otVE
Des exemples de divergentes.

/1 1 1 Feeq too
— dt diverge / — dt diverge / — dt diverge — dt diverge
o 17 ot 1t 1Vt
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Diagonalisation

Plan du chapitre
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8.4.1 Définition. . . . . . . L 109
8.4.2 Condition suffisante. . . . . . . . . ... 111
8.4.3 Condition nécessaire et suffisante. . . . . . . . . . .. Lo oo 111
8.4.4 En pratique pour les matrices carrées. . . . . . . ... L Lo 112
8.4.5 Application au calcul de puissance de matrices carrées. . . . . . . . . . .. .. .. ... 113
8.4.6 Application aux systémes différentielles linéaires. . . . . . . . .. .. .. ... ... .. 113

8.1 Introduction
Dans ce paragraphe on travaille dans F un espace vectoriel sur K =R ou C.

Lors d’une mesure d’absorbance, on met en évidence des fréquences caractéristiques propre & une molécule. Ici
nous allons mettre en évidence des valeurs propres a des endomophismes. (Etude spectrale)

Sachant qu’une matrice carrée peut étre vue comme un endomorphisme, toutes les définitions sur les endomor-
phismes seront encore valables pour les matrices.

On étudie souvent des phénoménes modélisés par des relations u,+1 = f(uy,) ou X117 = MX,.
On s’intéresse ici au "direction fixe" : autrement dit les vecteurs u vérifiant u # O et f(u) et u sont colinéaires.
Ces directions privilégiées sont dirigées par les vecteurs appelés vecteurs propres de f.

Exemples :
o Avec f: (z,y) — 2z +y,z+2y) avecu = (1,1) et v = (1,-1)

flu)=3u  flv)=v

1 1 2 1
o Avec M = (1 1) avec X1 = (2) ou Xo = (_1)
0

MX; =2X; MX,= (0) (= 0X>)



Chapitre 8. Diagonalisation

103

8.2 Eléments propres.

8.2.1 Eléments propres d’un endomorphisme.

Valeurs propres. Spectre.

Définition ( Valeur propre d’un endomorphisme)

Soient E un espace vectoriel, f un endomorphisme de F et A € K
Dire que X est une valeur propre de f signifie que :

il existe un vecteur v non nul de F tel que f(u) = Au.

En pratique : (caractérisations)

Montrer qu’ "un scalaire A est une valeur propre de f" revient & savoir s’
"il existe un vecteur v non nul vérifiant f(u) = Au"

c’est équivalent &  "pour un certain vecteur u non nul on a : f(u) — Au = 0g"
c’est équivalent & il existe un vecteur u non nul vérifiant (f — AMdg)(u) = 0g"
c’est équivalent &  "il existe un vecteur u non nul appartenant a ker(f — M dg)"
c’est équivalent a " [ker(f — Mdg) # {0g}]"

c’est équivalent &  "I’endomorphisme f — AIdg n’est pas injectif ".

Si de plus E est de dimension finie ( dim(E) =n ) :

c’est équivalent & "l’endomorphisme f — AIdg n’est pas bijectif ".

c’est équivalent a " [rg(f — AMdg) <n| ".

Remarques autour de la valeur propre 0 :

e 0 est une valeur propre de f si, et seulement si, ’ f n’est pas injective‘.

e 0 est une valeur propre de f si, et seulement si, ker(f) # {Og}

En effet : Pour A=0, (f — Mdg) = f donc ker(f — Mdg) # {0g} < ker(f) # {0g}

Définition (Spectre.)

Soient E un espace vectoriel et f un endomorphisme de F,

On appelle spectre de f ’ensemble des valeurs propres de f.  (on note : Sp(f)).

Vecteurs propres. Sous-espaces propres.

Définition ( Vecteur propre d’un endomorphisme)

Soient E un espace vectoriel, f un endomorphisme de F et u € F
Dire que u est une vecteur propre de f signifie que :
O uestnonnul et @ ilexiste un A € K tel que f(u) = Au.

Définition ( Vecteur propre et valeur propre associés)

Soient E un espace vectoriel, f un endomorphisme de F, u € E et A € K

O uestnonnul et que @ f(u)=N\u.

Dire que u est une vecteur propre de f associé a la valeur propre A signifie que :

Définition (Sous-espace propre associé a une valeur propre.)

Soient E un espace vectoriel, f un endomorphisme de F et A € K

Lorsque A est une valeur propre de f

On le note : Ex(f)

Pensemble des vecteurs u vérifiant f(u) = \u est appelé sous-espace propre de f associé a \.
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Ex(fy={ueE]| f(u)=)u}
Remarques :
o E\(f)=ker(f — Aldg) En effet : f(u) = <= f(u) —Mu=0g < (f — M\ldg)(u) =0g
e O appartient & Ey(f)

e FE,(f) est 'ensemble des vecteurs propres de f complété par 0.

° ’EA( f) est un sous-espace vectoriel de E‘ En effet : c’est le noyau d’une application linéaire.

Théoréme En dimension finie

Soient £ un espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E.
Pour tout A € Sp(f), O dim(E\(f)) =n—rg(f — AdEg)
® dim(E(f)) > 1

En effet : Théoreme du rang appliqué a f — Ndg,

8.2.2 Eléments propres d’une matrice carrée.

Dans ce paragraphe comme dans le cours sur les applications linéaires, on adapte toutes les définitions en confon-
dant la matrice carrée M et Uendomorphisme de #, 1(K) qui ¢ X associe M X.

Ici n est un entier naturel non nul.

Valeurs propres. Spectre.

Définition ( Valeur propre d’une matrice carrée)

Soient M une matrice de ., (K) et A € K
Dire que A est une valeur propre de M signifie que :

il existe une matrice colonne X non nulle de ., 1 (K) telle que M X = A\X.

En pratique : (caractérisation).

Montrer qu’ "un scalaire A\ est une valeur propre de M" revient & savoir s’
"il existe une colonne X non nulle vérifiant M X = AX".

c’est équivalent &  "le systéme (M — AI,)X = 0 admet une solution non nulle"

c’est équivalent a " [la matrice (M — AI,) n’est pas inversible|".

c’est équivalent a " [ rg(M — AI,) <n|".

c'est équivalent & " [ker(M — AI,,) # {0n,1}]"

Remarques : (cas particulier de la valeur propre 0)
e 0 est une valeur propre de M si, et seulement si, rg(M) # n.
e ( est une valeur propre de M si, et seulement si, M n’est pas inversible.

Définition (Spectre.)

Soit M € #,(K),
On appelle spectre de M ’ensemble des valeurs propres de M. (on note : Sp(M)).

Vecteurs propres. Sous-espaces propres.

Définition ( Vecteur propre d’une matrice)

Soient M € A,(K) et X € M,,1(K)
Dire que X est une vecteur propre de M signifie que :
O X est nonnulle et @ ilexiste un A € K tel que M X = \X.
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Définition ( Vecteur propre et valeur propre associée)

Soient M € 4, (K), X € #,1(K) et A € K.
Dire que X est une vecteur propre de M associé a la valeur propre \ signifie que :
O Xestnonnulle e & MX=M)X.

Définition (Sous-espace propre associée a une valeur propre.)

Soient M € #,(K) et A € K.

Si A est une valeur propre de M, alors
I'ensemble des X € #,,1(K) telles que M X = AX est appelé sous-espace propre de M associé & .

On le note : E)(M)

Ex(M)={Xe M 1(K)| MX =)X }

Remarques :
o | Ex(M) =ker(M — )I,,) |

e C’est ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A complété par la colonne nulle.

o C’est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des matrices colonnes : ., 1(K)
(Démonstmtion : c’est le noyau d’un endomorphisme de ///nl(K))

Proposition. (Dimension d’un sous-espace propre).

Soit M € 4, (K),
pour tout A € Sp(M), O dim(E)\(M)) =n—rg(M — A,)
0 dim(E\(M))>1

Démonstration : Théoréme du rang appliqué a la matrice M — M\, .

Cas des matrices triangulaires.

Théoréme.

Soit M € ., (K),

si M est triangulaire (supérieure ou inférieure)
alors les valeurs propres de M sont les coefficients diagonaux de M.

En effet. On applique a la matrice triangulaire M — AI,, le théoréme fondamental :

"Une matrice triangulaire est inversible si, et seulement si, elle n’a pas de zéros sur sa diagonale".

Autrement dit : un scalaire A est une valeur propre de M = (m; ;) si, et seulement si, X\ € { m;; | i€ [1;n] }

Cas des matrices diagonales.

Proposition.

Soit (v, ..., ) € K*, on note A = Diag(ay, ..., )
O Sp(A)={wa; |ie[l,n]}
@ pour tout A € Sp(A), dim(E\(A) =card({i € [1;n] | a; =\ })

Démonstration.

Autrement dit @
la dimension de I’espace propre de A associé a A est égale au nombre d’apparitions de A sur la diagonale.

Attention : La proposition @ est fausse pour une matrice triangulaire.
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Reésultats classiques, mais hors programme.

(A savoir redémontrer) Voir la feuille cours 7

Transposée (Ex 7). Somme des lignes (resp. des colonnes) constantes (Ex 11). Polynéme annulateur (Ex 9, 10)

8.2.3 Lien entre matrice et endomorphisme.

Ici E est un K-espace vectoriel de dimension n € N*.

Théoréme ( Valeur propre.)

Soient f € Z(F), A € K et Z une base quelconque de F,

A est une valeur propre de f si, et seulement si, A est une valeur propre de Matg(f).

En effet : En notant : M = Matg(f),
A€Sp(f) < rg(f — Aldg) <n <= rg(M — \,) <n <= X & Sp(M)

Autrement dit :

Soient f € Z(E) et A €K, pour toute base # de E, Sp(f)= Sp(Matz(f)).

Corollaires :

O Si P et A sont deux bases de E, alors Sp(Matg(f)) = Sp(Matg (f)).

@ Pour A et B deux matrices carrées, si A et B sont semblables alors Sp(A4) = Sp(B)

En effet :
© Sp(Mata(f)) = Sp(f) = Sp(Matas (f)
® Si A et B sont semblables alors elles sont les matrices d’un méme endomorphisme dans deux bases donc

en utilisant @ il vient Sp(A) = Sp(B)

Théoréme (Vecteurs propres .)

Soient f € Z(E),ue€ E, A€ K et % une base de E.

u est un vecteur propre de f associé a la valeur propre A

si, et seulement si, Coordg(u) est un vecteur propre de Matz(f) associé a la valeur propre A

En effet : Avec les propriétés de l'application Coord(-) on a :

f(u) = Au <= Matg(f)Coordg(u) = ACoordg(u)

Propositions (Sous-espaces propres.)

Soient f € Z(FE), uy,..., U, des vecteurs de E, A € Sp(f) et % une base de E,
on note M = Matg(f) et pour tout i € [1;m], X; = Coordg(u;),
O (X1,...,X,,) est une base de E)(M) si, et seulement si, (uq, ..., un,) est une base de Ex(f)
@ dim(E)(M)) = dim(Ex(f))

En effet : On utilise les propriétés de I'application Coordg(-) (3.6.2)

Corollaires :

@ Si B et %' sont deux bases de F, alors VA € Sp(f), dim (Ex(Matz(f))) = dim (Ex(Mata (f))).

@ Pour A et B deux matrices carrées,

Si A et B sont semblables alors VA € Sp(4), dim(Ey(A)) = dim(Ex(B))

En effet : dim (E)(Matz(f))) = dim (ker(f — AMdg)) = dim (Ex(Mat (f)))
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8.3 Propriétés des familles de vecteurs propres.

Soient E un espace vectoriel, f un endomorphisme de E et m un entier naturel non nul.
et soient n un entier non nul et M une matrice de ., (K)

8.3.1 Vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes.

Théoréme.

Soient u1, ..., u,, des vecteurs de E et \q,..., \,, des scalaires.

Si A1, ..., A, sont m valeurs propres distinctes de f et
si uq,..., Uy, sont des vecteurs propres de f associés respectivement & A, ..., Ay,

alors (uq, ..., un,) est une famille libre.

Démonstration :

On fixe m dans N*. et on considére us, ... , u,, des vecteurs propres associés respectivement & m valeurs propres
distinctes Ay, ..., Ap.

Montrons par une récurrence finie que (uq, ..., Uy, est une famille libre.

e Pour k=1,

comme u; est un vecteur propre u; # Og donc (u1) est une famille libre.

e Soit k € [1,m — 1] tel que (uy, ..., ux) est une famille libre,
(Montrons que (u1, ..., ux+1) est une famille libre)

k+1
Soient (ary, ..., ary1) € KF tel que Zajuj =0g, (1)
j=1
k+1 k+1
comme f est linéaire on en déduit Zajf(uj) = 0O, puis Zaj)\juj =0g (2)
j=1 j=1

k
en faisant (2) — Ax,,, (1) on obtient : Zaj()\j — Aet1)uj =0g ,
j=1

et comme on a supposé que (u1, ..., ux) est libre on en déduit Vj € [1, k], a;(Xj — Agg1) =0
sachant de plus que Vj € [1,k], Aj —Ap11 #0 onaVyje [l k], a; =0.
en reprenant (1) on en déduit agyiugr; = Op qui entraine agy; = 0 car ugy1 # Og.
k+1
on a bien montré que : Zajuj =0 = Vje[Lk], a; =0
o~ (La famille (u1,...,uxt1) est libre)
e En conclusion (de ce raisonnement par récurrence) :

| (u1, ..., um) est une famille libre |

Corollaire.

Soient X1, ..., X, des matrices de 4, 1(K) et Aq,..., Ay, des scalaires.
Si A1, ..., A, sont m valeurs propres distinctes de la matrice M et
si Xi,...,X,, sont des vecteurs propres de M associés respectivement & Ay, ..., A\,

alors (X1, ..., X,,) est une famille libre.

En effet : Il suffit d’appliquer le théoréme précédent & I’endomorphisme X —— M X.

8.3.2 Juxtaposition des bases des sous-espaces propres.

Théoréme.
Soient 41, ..., A, des familles de vecteurs de E et Aq,..., A, des scalaires.
Si A1,..., Ay, sont m valeurs propres distinctes de f et
si B, ..., B, sont respectivement des bases des sous espaces propres Ey, (f),..., Ex,, (f),

alors  (%1,...,%,) est une famille libre.
—_———

juxtaposition des bases
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Démonstration :

1. Montrons le lemme suivant :

Si Vie[l;m], u; € Ex,(f) et Zui =0g alors Vie[l;m], u; =0g
i=1

Soient m € N*, Aq,..., A, m valeurs propres distinctes de f et wug, ..., u,, des vecteurs vérifiant :
m
Vie [1;m], wu; € Ex(f) et ZuizoE
i=1

Montrons par 'absurde que : Vi € [1;m], u; =0g,

On suppose qu’il existe au moins un i pour lequel u; # Og,

on note alors wu;,, U;,, ... , u;, les vecteurs non nuls de la famille (uq, ..., up,)
T
on a alors g u;, = 0p et u;,, Uiy, ... , u;, sont des vecteurs propres associés a r valeurs propres distinctes.
k=1
ce qui est impossible car le théoréme démontré en 8.3.1 montre que la famille (u;, , u;,, ..., u;,) est une famille
libre.

En conclusion :

Si Vie[l;m], u; € Ex,(f) et Zui =0g alors Vie][l;m], u; =0g
i=1

2. Montrons maintenant le théoréeme :
On suppose que : A1, ..., Ay, sont m valeurs propres distinctes de f
et que Ay, ..., By sont respectivement des bases des sous espaces propres Ey, (f),..., Ex,, (f).

On utilise les notations suivantes.
Pour i € [[1,171]], B, = (ui,j)léjgni une base de E)\i (f)
et I={(i,j)eN*|1<i<met1<j<n,;},

Montrons que % = (u;,;) (i jyer est une famille libre.

Soit (am) € KI tel Z QG UG 5 = Og,

(6.5)€l
m n;
on a alors : E E a;u; ; | =0g  ce qui entraine avec le lemme de la question 1) que :
i=1 \j=1
€Ex, (f)

ng
Vi € [[1;m]], Zai,jum— =0g
j=1

mais on sait que pour chaque %, la famille (u; ;)1<j<n,; est libre donc on peut en déduire que :
Vi € [[l;m]],Vj S [[1;7%]], Qg5 = 0

En conclusion :

’ La juxtaposition (%, ..., %m) est libre. ‘

Corollaire.

Soient %, ..., By des familles de vecteurs de .4, 1(K) et Aq,..., A, des scalaires.

Si A1, ..., A sont m valeurs propres distinctes de M et
si B, ..., B, sont respectivement des bases des sous espaces propres Ey, (M), ..., Ex (M),

alors  (%1,...,%,) est une famille libre.
—_———

juxtaposition des bases

En effet : Il suffit d’appliquer le théoréme précédent & 'endomorphisme X —— M X.
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8.3.3 En dimension finie.

Nombre de valeurs propres distinctes.

Théoréme.

Soient 7 un entier naturel non nul, £ un espace vectoriel, f un endomorphisme de E.

Si FE est de dimension n alors f a au plus n valeurs propres distinctes.

En effet : C’est application immédiate du théoréme :
En dimension n une famille libre contient au plus n vecteurs.

Remarque : Si on a trouvé n valeurs propres distinctes, il est alors inutile de chercher, on les a toutes.

Corollaire.

Soient n un entier naturel non nul, les matrices de ., (K) ont au plus n valeurs propres distinctes.

En effet : Il suffit d’appliquer le théoréme précédent a I’endomorphisme X —— M X.

Somme des dimensions des sous-espaces propres.

Théoréme.

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, f un endomorphisme de E et m un entier naturel non nul,

A1, ..., Ay des scalaires.

Si Aq,..., Ay, sont m valeurs propres distinctes de f alors Z dim(Ey, (f)) < dim(E)
k=1

En effet : C’est une conséquence directe du théoréme 8.3.2.

m

Remarque : St on a trouvé m valeurs propres A1, ..., Am distinctes et que Zdim(E,\k(f)) = dim(FE) , il est alors
k=1

inutile de chercher, on les a toutes.

Corollaire.

Soit M € .#,,(K) et m un entier naturel non nul, Ay, ..., \,, des scalaires.

m
Si A1, ..., A sont m valeurs propres distinctes de M alors Z dim(Ey, (M)) < n
k=1

En effet : Il suffit d’appliquer le théoréme précédent & 'endomorphisme X —— M X.

m

Remarque : St on a trouvé m valeurs propres A1, ..., Am distinctes et que Zdim(E,\k(f)) = dim(FE) , il est alors
k=1

inutile de chercher, on les a toutes.

Rappel utile ici : on peut calculer dim(E)(M)) avec la relation : dim(Ey\(M)) =n —rg(M — A\I,)

8.4 Diagonalisation.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

8.4.1 Définition.

Pour un endomorphisme.

Définition

Soit f un endomorphisme de F,

dire que f est diagonalisable signifie qu’il existe une base & de E telle que Matg(f) est diagonale.
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Autrement dit :

f est diagonalisable si, et seulement si, E posséde une base constituée de vecteurs propres de f.

Vocabulaire. |"Diagonaliser f"] signifie :

e trouver une base de E pour laquelle Matz(f) est diagonale.
ou
e trouver une base de F formée de vecteurs propres de f.

Remarque : Certains endomorphismes ne sont pas diagonalisables.

Exemple : f: (z,y) — (z +y,y) n’est pas diagonalisable.

Pour une matrice carrée.

Définition.

Soit M € #,(K), ,

dire que M est diagonalisable signifie que M est semblable & une matrice diagonale.

Remarque : Certaines matrices ne sont pas diagonalisables.

P inversible
A diagonale

Vocabulaire. " ’Diagonaliser M ”‘ signifie trouver deux matrices : { , telles que M = PAP™!

Lien avec "Diagonaliser f: X — MX" :
P est la matrice d'une base (P inversible), formée de vecteurs propre de M (M = PAP™').

Remarques :

e Les matrices diagonales sont diagonalisables.
(En particulier la matrice nulle et la matrice identité de .#,,(K) sont diagonalisables).

e Pour A et B sont semblables alors (A est diagonalisable si, et seulement si, B est diagonalisable).
e Vu en exercice : Si M = PAP~! alors la trace ! de M est égale a celle de A

Autrement dit : Si M est diagonalisable alors tr(M) = Z Adim(Ey(M))
Asp(M)

A la fin d’un exercice, vérifier que la trace de M est égale a celle de la matrice diagonale obtenue.

Théoréme.

Soient f un endomorphisme de F et Z une base de E

f est diagonalisable si, et seulement si, Matg(f) est diagonalisable.

En effet :
Si f est diagonalisable, il existe une base %’ de E formée de vecteurs propres de f,

alors Mate (f) = A est diagonale.
En notant P la matrice de passage de % vers %', on a : Matz(f) = PAP™!, donc Matz(f) est diagonalisable.

Si Matg(f) est diagonalisable, il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale A telles que
Matg(f) = PAP™L.

Notons %’ la base dont les vecteurs ont pour coordonnées dans 2 les colonnes de P.

Alors P est la matrice de passage de % vers %', et Matg (f) = A, qui est diagonale.

Ainsi %' est une base de vecteurs propres de f, donc f est diagonalisable.

1. On rappelle que la notion de trace n’est pas au programme.
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8.4.2 Condition suffisante.

Théoréme. (Condition suffisante pour qu’un endomorphisme soit diagonalisable).

Soit f € Z(FE) (ou E un espace vectoriel de dimension n),
Si f posséde n valeurs propres distinctes alors f est diagonalisable.

et tous les sous-espaces propres sont de dimension 1.

En effet : e Les n vecteurs propres associés aux n valeurs propres distinctes forment une famille libre de n vecteurs
de FE, de dimension n donc ces n vecteurs forment une base de vecteurs propres de f. f est diagonalisable.

e Comme YA € Sp(f), dim (EX(f)) = 1 et Z dim (EX(f)) < n il vient que YA € Sp(f), dim (Ex(f)) = 1.
A€ESp(f)

Corollaire. (Condition suffisante pour qu’une matrice carrée soit diagonalisable)

Soit M € #,,(K), Si M posséde n valeurs propres distinctes alors M est diagonalisable.

et tous les sous-espaces propres sont de dimension 1.

En effet : Il suffit d’appliquer le théoréme précédent a I’endomorphisme X —— M X.

Attention :

Si M (ou f) n’a pas n valeurs propres distinctes alors |on ne peut rien conclure‘ avec ce théoréme.

8.4.3 Condition nécessaire et suffisante.

Théoréme. (Condition nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme soit diagonalisable).

Soit f € Z(FE) ( o E un espace vectoriel de dimension n),

f est diagonalisable si, et seulement si,
la somme des dimensions des sous-espaces propres de f est égale a n.

Démonstration. (admise)

Autrement dit : (Encore une occasion de comprendre la notion d’équivalence)

e Si Z dim (Ex(f)) = n alors [f est diagonalisable|
A€ESp(f)

e Si Z dim (Ex(f)) # n alors [f n’est pas diagonalisable]
A€ESp(f)

Remarque :

si f n’a pas de valeur propre alors Z dim (E)\(f)) = 0 et ainsi f n’est pas diagonalisable.
AeSp(f)

Corollaire. (Condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice carrée soit diagonalisable).

Soit M € #,(R),

M est diagonalisable si, et seulement si,
la somme des dimensions des sous-espaces propres de M est égale a n.

En effet : Il suffit d’appliquer le théoréme précédent a I’endomorphisme X —— M X.

Autrement dit :

o Si Z dim (E\(M)) =n alors |[M est diagonalisable]
AESP(M)

o Si Z dim (Ex(M)) # n alors |[M n’est pas diagonalisable]
AESp(M)
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8.4.4 En pratique pour les matrices carrées.

M e A, (K).
On a montré que M est diagonalisable avec 'un des théorémes précédents et on a trouvé une base de chaque
sous-espace propre et en les juxtaposant on a une base de vecteurs propres,

autrement dit on a :

(U1, Us, ..., Uy,) une base de 4, 1(K) et (A1, ey Ap) €K™ tels que :
]\4(]12/\1[]17 MUQZ/\QUQ, 5 MUnZ)\nUn (*)

On note P la matrice de (Uy, Us, ..., U,) dans la base canonique de ., 1(K) et A = Diag(A1, ..., A\n),

d’une part (U, Us, ..., U,) est une base donc P est inversible

et d’autre part on a :

M = PAP™!
O Premiére explication.
Les relations (*) peuvent s’écrire :
M(U|Uz] -+ |Un) = (MU AeUs | -+ [ AaUn)
ou encore
MP = PA

et comme P est inversible, on obtient

M = PAP™!

@ Deuxiéme explication.
On note f: X — MX, % la base canonique de ., 1(K) et % la base (Uy,Us,...,U,)
P est la matrice de changement de base de € & B, M = Mat4(f) et A = Matg(f),

la formule de changement de variable donne : A = P~'MP ou encore :

M = PAP™!

Théoréme :

Si P est la matrice d’une base de vecteurs propres de M € .#, (R) alors M = PAP™!

ot A =Diag(Ai, ..., \,) avec \; la valeur propre associée & la colonne C; de P.

Rédaction (A adapter & chaque situation)
2
Exemple : Diagonaliser la matrice M = | 1

o NN O
=)

-1
e On a trouvé le spectre en cherchant les A pour lesquels rg(M — AI3) < 3) |Sp(M) = {1,2}

e On a trouvé des bases des sous-espaces propres en résolvant les systémes :(M — AI3)X =0 :

0 1 0
11,10 est une base de Fo(M) et 1 est une base de E1(M).
0 -1 -1

On remarque que la somme des dimensions des sous-espaces propres de M est égale & 3 donc ’M est diagonalisable‘

en juxtaposant les bases on obtient une base de vecteurs propres de M, plus précisément :

0o 1 0 2 00
En prenant : P=|1 0 1 JeteA=[0 2 0] ona P inversible et :
0o -1 -1 0 0 1

M = PAP™!
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8.4.5 Application au calcul de puissance de matrices carrées.
Lorsque M est diagonalisable il est simple de calculer les puissances de M
MO e o0 Y0 0
0 X . : 0 A
Si M=P P! alors pour tout k € N, MF=p p!
)\nfl 0 )\ﬁ—l 0
0 0 A 0 0 A

Revoir le paragraphe 6.10 sur les matrices semblables

8.4.6 Application aux systémes différentielles linéaires.

On s’intéresse ici aux systémes du type :

X'(t)= MX(t) ou M e .#,(R)

En posant Y (t) = P~1X(t)

X'(t)=MX(t) <= X'(t)=PAP'X(t)
— P X'(t)= AP 'X(t)

— Y'(t)=AY(t)

Ce dernier systéme est simple a résoudre : chaque ligne est une équation du type : y.(t) = \jy;(t)

Exemple : Voir 'Ex 8 de la feuille__Exo_16.
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Variables aléatoires réelles a densité.
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9.1 Densités de probabilité et fonction de répartition.

9.1.1 Densités de probabilité.

Définition

Soit f une fonction de R dans R.
Dire que f est une densité de probabilité signifie que :
©Q [ est positive ou nulle sur R,

® [ est continue sur R sauf en un nombre fini de points

“+ o0

(3] f(t)dt converge et vaut 1.

— 00

Remarques :
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b
e si f est une densité de probabilité alors quels que soient a et b vérifiant —oo < a,b < +00, / f(t) dt converge.
a

T
e si f est une densité de probabilité alors on peut définir sur R, la fonction x — / f(t)de
— 00

Définition

On considére X une variable aléatoire réelle d'un espace probabilisé (2, 7, P).

Dire que X est une variable aléatoire réelle & densité signifie qu’il existe une densité de probabilité f
telle que :

Vz € R, P(ngc):/x f¥)dt

Remarques.

O Une telle fonction n’est pas unique et est appelée densité de X.
x

® En notant Fx la fonction de répartition de X, on a : Va € R, Fx(x) = / f(t)de
— 00

© Dire que deux variables aléatoires suivent la méme loi signifie qu’elles ont la méme fonction de répartition.

Proposition.

Soient f et g deux fonctions de R dans R & valeurs positives.

Si f est une densité de X et si g coincide avec f sauf un nombre fini de points alors g est une densité de X.

En effet : Les fonctions coincident sauf sur un ensemble fini donc les deux intégrales convergent et valent 1.
En pratique : Quand on choisit une densité on peut choisir arbitrairement 'image d’un nombre fini de points.

Théoréme.

Soit f une fonction de R dans R.
Si f est une densité de probabilité alors

il existe un espace probabilisé (2, 7, P) et une variable aléatoire sur cet espace dont f est une densité.

Démonstration (Admis)

9.1.2 Propriétés de la fonction de répartition.

Propriétés des fonctions de répartition des variables aléatoires a densité.

Si F est la fonction de répartition d’une variable & densité alors :
O F est continue sur R.
® F est de classe C* sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.
© [ est croissante sur R.
O lim F(x)=0 et lim F(z)=1

T—r—00 Tr—r+00

@ En tout z ou f est continue, F' est dérivable, F'(z) = f(z)

Démonstration : (Rapidement)
e La continuité a droite , ® et @ dont des propriétés communes a toutes les fontions de répartition (pas seulement
celles des variables aléatoires a densité)

e On subdivise Ja, b avec ag < -+ < a, tels que f continue sur les ouverts Ja;, a;+1][.

o Comme Vz €]a;, a;t1], F(z) = / f(t)dt on a F de classe C* et F' = f sur Ja;,aii1]

o tm [ f@ydi= /+ F(t)dt = Flagss)

I*)ai-f—l — 00 —0o0
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Proposition :

Les variables aléatoires discrétes ne sont pas des variables aléatoires & densité

En effet : Le fonction de répartition des variables aléatoires discrétes n’est pas continue.

Proposition :

‘ Si X est de densité f et que f est continue sur R alors Fx est C! sur R est F' = f ‘

T
En effet : Ici f est continue sur R, F': x —— / f(t)dt est une primitive de f sur R
—0oo

9.1.3 Caractérisation des variables 4 densité.

Théoréme.

Soit X une variable aléatoire, on note F'x : R — R
x — P(X <x)

X est & densité si, et seulement si, @ Fx est continue sur R (en entier) et

® Fx est de classe C! sur R sauf en un nombre fini de points.

Démonstration :

En pratique.
Lorsqu’une variable aléatoire est définie par sa fonction de répartition Fx :

Si @ Fx est continue sur R et @ de classe C' sauf en un nombre fini de points.
alors on peut affirmer que X est une variable & densité.

Si @ F discontinue en (au moins) un 2o € R ousi @ F n’est pas de classe C' en un nombre infini de points

alors  on peut affirmer que X n’est pas une variable a densité.

Remarques :
- Dans ce théoréme on fait I’hypothése que F' est une fonction de répartition donc on sait déja que :

F est croissante, que lim F' =0 et que limF =1
—00 —+oo

- Les variables discrétes ne sont pas a densité, mais il en existe d’autres, des variables ni discrétes, ni & densité.

9.1.4 Loide X.

Dans ce chapitre, donner la loi d’une variable aléatoire X, c’est justifier que X admet une densité
et en donner une.

En pratique : (Le plus souvent).
® On détermine F'x la fonction de répartition de X.
® On verifie que Fx est continue sur R en entier, qu’elle est C'! sauf en un nombre fini de points.
® On peut alors affirmer que X est une variable & densité.
@ On détermine alors une densité de X en dérivant F'x sur les intervalles ou elle est dérivable.

9.2 Meéthodes pratiques.

Dans les deux propositions suivantes on note :
Soient n € N et (a1, a9,as,...,a,) € R™ des réels vérifiant : a1 < ags < az < -+ < ay.
un nombre fini de points de R.
on note : D = {ay,as,as,...,an}
on remarque que R\ D (R privé d’un nombre fini de points.) peut s’écrire :
R\ D :] —oo,al[ U ]al,ag[ U---u }an,l,an[ U ]an,—i—oo[

(C’est une réunion d’intervalles)
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9.2.1 De la fonction de répartition a une densité.

Théoréme

Soient F' une fonction de R dans R et X une variable aléatoire a densité.
si F est la fonction de répartition de X et si F' est de classe C* sur R\ D

Ve e R\ D, f(z)=F'(z)
alors la fonction f définie par est une densité de X.
Vee D, f(x)=0

Remarques :
e On définit ici une des densités de X.
e Lorsque F' est constante sur un intervalle alors f est nulle sur cet intervalle.
e Bien vérifier (au brouillon) a la fin de vos calculs que la fonction obtenue est bien une densité de probabilité.

La fonction f doit étre positive, continue sauf sur D et son intégrale sur R vaut 1.
En pratique :

Vael]l-oo,a], f(z)=F'(x)

Vae la,a], f(z)=F'(x)

: et Vie[l,n], f(a;)=0 ( choiz arbitraire dans R
V€ lay,+oof, f(z)=F'(z)

Exemples : Feuille Calculs §

9.2.2 D’une densité a la fonction de répartition.

Option 1. On utilise la définition : |V € R, F(z) = / ft)de

En notant fj la restriction de f sur ] —00, a1 [, vy fisur ]ai,ai+1 [, vy fnosur ]an, —i—oo[ on a :

Vo €] —o0,a1], F(w):/j fo(t)dt

Vo € a1, az], F(x):F(al)—f—/xfl(t)dt

Va € [an,+oo[, F(z)= F(an)+ /x fn(t)dt

Remarque : On retrouve ci-dessus une présentation qui permet de retrouver les propriétés de régularité de I :

F de classe C* partout sauf (éventuellement) sur D, F est continue sur R.

Option 2. On utilise la proposition suivante.

Soient f une fonction de R dans R et X une variable aléatoire a densité.

si  f est une densité de X et si f est continue sur R\ D alors

la fonction de répartition de X est une primitive de f sur tous les intervalles :

]_0070/1[; ]alaa@[v Tty ]anflaan[ et ]an,—i—oo[

Sur chaque intervalle on choisit la primitive de f qui vérifie :

lim F(z)=0 , Vie[l,n], lim F(z)= lim F(z)=F(a;) et lim F(z)=1

T——00 z—a; a:—>azr T—+00
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Remarques :

e Lorsque f est nulle sur ]ai, it1 [ alors F' est constante sur [ai7 ai+1:|
(encore vraie sur | —oo,a1[ et |a,,+o0])

e Bien vérifier (au brouillon) a la fin de vos calculs que la fonction obtenue est bien une fonction de répartition.

Elle doit étre croissante, continue sur tout R, C* sur R\ D, lim F(z) =0 et hlll F(z)=1.
T——00 T—+00

Exemples : Feuille Calculs_ 7

En résumé.

- On passe de la fonction de répartition & une densité en dérivant sur chaque intervalle.
- On passe d’une densité a la fonction de répartition en déterminant une primitive sur chaque intervalle.
(La primitive qui permet o F d’étre continue)
Attention.
e Dans le cours des fonctions dérivables sur un intervalle :
- Quand on dérive une fonction F' sur I, sa dérivée f est unique.

- Quand on cherche une primitive de f sur I, il y a une infinité de primitives.

e Dans ce cours, c’est le contraire :
- Pour une densité de probabilité f, il y a une unique fonction de répartition F'.

- Pour une fonction de répartition F, il y a une infinité de densité de probabilité.

9.3 Calculs de probabilité.

9.3.1 Des événements négligeables.

Proposition.

Soit X une variable aléatoire réelle d’un espace probabilisé (2, 7, P).
On suppose X est une variable a densité, on note f une de ses densités.
©® Pourtouta € Rona: P(X =a)=0.
@ Pour tout ensemble fini D, P(X € D) =0.
® Pour tout ensemble dénombrable D, P(X € D) =0.

Démonstration.
©® Poure>0, ona: (X=a)Ca—e<X<a) donc ¥V¢>0, 0<P(X =a)<F(a)—F(a—c¢)

or X est une variable aléatoire a densité donc F' est continue en a et ainsi liné F(a—e¢)=F(a)
E—

cela entraine que [ Va € R, P(X =a) =0 |

@ e Onnote D={d;|i€[l;n]} (aveci+#j=di+#d;)

P (CJ(X = di)>

n
= Z P(X =d,) car les (X = dn) sont deux a deux incompatibles
i=1

P(X € D)

n
= Z 0 d’aprés @
i=1

[Si D un ensemble fini et X est & densité alors P(X € D) =0 |
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e On note D = {d,, | n € N} (aveci# j = d; #d;)

P (DO(X = dn)>

n=0

P(X € D)

= Z P (X =d,) car les (X = dn) sont deux a deux incompatibles
n=0

“+o0
= Z 0 d’aprés 1)

Si D un ensemble dénombrable et X est a densité alors  P(X € D) =0 |

9.3.2 Avec la fonction de répartition.

Proposition :

On considére X une variable aléatoire réelle d’un espace probabilisé (2, .7, P).
On suppose X est une variable a densité, on note F' sa fonction de répartition.
® Pour tout (a,b) €R*tel que a<b ona: P(X €a,b]) = F(b)— F(a).

0 Pour tout a € R, P(X €] — c0;a]) = F(a).

® Pour tout a € R, P(X € [a;+00]) =1 — F(a).

on peut remplacer [a,b] par la,b] , [a,b] ou ]a,b.

on peut remplacer | —ooja] par | — oo;al.

on peut remplacer [a; +oo[ par ]GH'OO[-

En effet : On sait que : P(X €|a,b]) = F(b) — F(a) , P(X <a) = F(a) et P(X >a)=1- F(a).

Et ici on a P(X = a) = 0 d’o les résultats énoncés.

9.3.3 Avec une densité.

Proposition.

Soit X une variable aléatoire réelle d’un espace probabilisé (2, 7, P).

On suppose X est une variable & densité, on note f une de ses densités.

® Pour tout (a,b) € R? tel que a < b ona: IP’(XE ab / f(t)dt.

® Pour tout (a,b) tel que —oco <a<b<+oco ona: IPXEab /f

En effet : F(b / f) dtf/ f)yde = /f (Relation de Chasles)

Remarque : Dans ce contexte on pourra utiliser la notation : P(X € T) = /f(t) dt

9.3.4 Valeurs prises par X.
Définition. (Valeurs de X )

Soient X une variable aléatoire réelle d’un espace probabilisé (2,7 ,P) et I un intervalle de R,

dire que X est (quasiment) a valeurs dans I signifie que P(X € I) =1
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Remarques :
e On peut étendre cette définition en remplagant I par une réunion dénombrable d’intervalles.
e L’événement (X € I) est presque sir.
e Lorsqu’on observe la réalisation de cette expérience, on est presque stir que X prend une valeur dans I.

e En pratique on pourra supprimer " (quasiment)"

Proposition. (Valeurs prises par X et densité de X )

Soit X une variable aléatoire a densité,
X est (quasiment) a valeurs dans I

si, et seulement s’il existe une densité de X nulle en dehors de I.

Démonstration : (admis)

Proposition. (Valeurs prises de X et fonction de répartition X )

Soit X une variable aléatoire a densité et a,b deux réels,
X est (quasiment) & valeurs dans [a, b]
si, et seulement si, Vo <a, F(xr)=0 et Ve>b, F(x)=1

Démonstration : (admis)
Remarque : Certains s’autorisent X (2) = I, mais cette notation peut amener des questions inutiles.

9.3.5 Indépendance

Définition. Indépendance de deux variables aléatoires o densité.

Soient X et Y deux variables aléatoires & densité sur le méme espace probabilisé (Q, 7, P),
X et Y sont indépendantes si, et seulement si :
quel que soit le couple (z,y) de réels, P(X <2)N(Y <y))=P(X <2)x P(Y <y)

Quel que soit le couple (z,y) de réels, P((X <z)N(Y <y)) = Fx(z) x Fy(y)

@ y
Quel que soit le couple (z,y) de réels, P((X <z)N(Y <y)) = / fx (t)dt x / fy (t)dt
—0o0 — 00

Définition Indépendance de n variables aléatoires & densité.

Soient 7 un entier supérieur ou égal & 2 et (Xj)1<p<n une liste de variables aléatoires & densité sur le
méme espace probabilisé (2, 7, P).

Les X sont (mutuellement) indépendantes si, et seulement si, :

quel que soit la liste (z)1<k<n de réels, P <ﬂ (X < xk)> = H P(Xy < xp)
k=1 k=1

Revoir le cours donnant les propriétés communes a toutes les variables aléatoires . (lemme de coalition ...)

9.4 Exemples de recherche de la loi de u(X).

Notation de u(X).

Soient X une variable a densité, I un intervalle et u une fonction usuelle définie sur I.

Si X est (quasiment) a valeurs dans I, alors on peut définir la variable aléatoire w — u(X (w)) .

on note : u(X) cette variable aléatoire.
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Remarques :
e Dans le cours sur les applications on aurait noté u o X cette variable aléatoire.

e u(X) est bien une variable aléatoire si u est simple, mais il arrive que u(X) n’en soit pas une, mais cela
dépasse le cadre de ce cours.

Exemples. Feuille Cours_9 3.

Proposition.

Soient X une variable a densité, I un intervalle et u une fonction définie sur 1.

Si X est & valeurs dans I, alors u(X) est & valeurs dans u([)

Eneffet : (X €1)C (u(X) €u(l)) donc1=P(X €l)< Plu(X)eu())) <1
Remarque : u([l) est 'image directe de I par u, on 'obtient en dressant le tableau de variations de u sur I.
Exemples. Feuille Cours_9 3.

En pratique :

On connait la densité de X et on répond a la question "Donner la loi de Y = u(X)."

© On détermine les valeurs prises par X. (On note I)

® On détermine la fonction de répartition F'x de X.

©® On détermine J 'ensemble des valeurs prises par Y . (Tableau de variations de u sur I)

Ed —1 0 1

2 1 1
u N e

En posant u : ¢ — x

® Pour y € J,
on exprime Fy (y) = P(Y <y) avec Fx

puis Fy (y) en fonction de y.
® On donne les expressions définissant Fy sur R en entier.

O On justifie que Y est une variable densité avec sa fonction de répartition.

Fy est de classe C ! sur R sauf (éventuellement) en un nombre fini de réels et Fy est continue sur R en entier.

@ On déduit de Fy une densité de Y en dérivant sur les intervalles ouverts ou elle est dérivable.

9.5 Espérance. Propriétés.

Définition.

On considére X une variable aléatoire réelle d’un espace probabilisé (2, .7, P).

On suppose X est une variable & densité, on note f une de ses densités.

“+o0
Dire que X admet une espérance signifie que l'intégrale / tf(t) dt est absolument convergente.
—0o0
+oo
et lorsque cette condition est vérifiée on définit I'espérance de X par : E(X) = / tf(t)dt.
—o0

Remarques :
e Pour f une densité de probabilité on a ’équivalence : (mais en pratique je ne m’en sers pas).

+o0 +oo
/ tf(t)dt est absolument convergente si, et seulement si, / tf(t)dt est convergente.

— o0 — 00

e Certaines variables & densité n’admettent pas d’espérance.

e Quand E(X) = 0, on dit que la variable est centrée.

Exemples. Feuille Cours_9 4
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9.5.1 Théoréme de transfert.

Soient X une variable aléatoire réelle de densité f, telle que X est a valeurs dans ]a, b[
(—oo<a<b<g +00)

et ¢ :]a,b[— R une fonction continue sauf éventuellement en un nombre fini de points.
b

©(X) admet une espérance si, et seulement si, / o(t) f(t)dt est absolument convergente.

a

b
et alors : E(o(X)) = / p(t)f(t)dt

Remarques :
e Ici on a bien besoin de la condition d’absolue convergence. (voir la remarque précédente sur ’espérance)
e On obtient 'espérance de ¢(X) avec la densité de X.

e Toujours la méme remarque sur la notion d’équivalence :

b
Si / |o(t)]. f(t)dt ne converge pas alors ¢(X) n’admet pas d’espérance.

b
Si / lo(t)]-f(t)dt converge alors ¢(X) admet une d’espérance.

Exemples. Feuille Cours_9 4

9.5.2 Variance d’une variable aléatoire.
Définition

Définition Rappel

Soit X une variable aléatoire admettant une espérance F(X).
Lorsque la variable (X — F(X))? admet une espérance on dit que X admet une variance et on
définit sa variance par

V(X)=E((X - EB(X))?)

Remarques :
e Retenir que certaines variables aléatoires n’ont pas d’espérance.
e Dire qu’'une variable aléatoire est réduite signifie que sa variance est égale a 1.

e En notant m = E(X), cela donne pour X une variable aléatoire a densité : (théoréme de transfert)

ven - [ TlhomPrwdat (encosd
= en cas € COTLU@TgenC@)

e Si X est une variable a densité alors V(X)) # 0.

Exemples. Feuille Cours_9 4

Formule de Kcenig-Huygens.

Théoréme : (Formule de Kenig-Huygens).

Soit X est une variable aléatoire réelle,

X admet une variance si, et seulement si, X et X? admettent une espérance.

et alors : V(X) = E(X?) — (B(X))? (en cas de convergence)

Remarque :

En notant m = F(X), cela donne pour X une variable aléatoire a densité : (théoreme de transfert)

+oo
V(X) = / t2f(t) dt — m? (en cas de convergence)

— 00

Exemples. Feuille Cours_9 4
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9.6 Lois a densité usuelles.

On considére X une variable aléatoire d’un espace probabilisé (Q; F,P) quelconque.

9.6.1 Lois uniformes a densité.

Définition :

Soient a, b deux réels vérifiant a < b

Dire que X suit une loi uniforme sur [a, b] signifie que la fonction 5 14,5 est une densité de X.

—a

On note : X < % ([a, b))

1
La fonction ¢ — bfﬂ[‘“’} (t) est une densité de X.
—a

Proposition : Caractérisation avec la fonction de répartition.

Soient X une variable aléatoire et a, b deux réels (a < b) on note F' la fonction de répartition de X,

0 siz<a
T —a
X < % ([a,b]) si, et seulement si, F est la fonction définie par sia<xz<b .
—a
1 sib<ux

En effet : Il suffit de calculer / f(t)dt pour x dans les différents intervalles | — co; al, [a,b] et [b; +o00].

Remarque : on peut reconnaitre une loi uniforme avec sa fonction de répartition.

Représentation graphique.

Proposition. (Stabilité des lois uniformes par transformation affine t — mt + p)

Soient X une variable aléatoire, a, b, m et p quatre réels vérifiant a < b et m # 0
e lorsquem >0, Si X — % ([a,b]) alors mX + p — % ([ma + p, mb+ pl).
e lorsque m <0, Si X < %([a,b]) alors mX +p < % ([mb+ p, ma+ p]).
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Démonstration. (Faite au tableau)
A retenir : Si X suit une loi uniforme sur un segment alors mX + p aussi.

Remarques.

e Les réciproques sont vraies.

e [a,b] — [ma+ p,mb+ p] est une bijection et sa réciproque est [ma+p, mb+p] — [a,b]

r = mx+p r—Dp
T —

m

Cela autorise les raisonnements suivants :
X —a

® X < % ([a,b]) donc X —a— Z([0,b—a]) donc — % ([0,1])

—a

@ X = %([0,1]) donc (b—a)X — % ([0,b—a]) donc a+ (b—a)X — % ([a,b])

Exemples :
Si on sait que X < %([0,2]) alors on peut en déduire que 2X — 1 — % ([-1,3])
1
Sion sait que 2X +3 — %([-1,2]) alors on peut en déduire que X — % | |2, -5

Si on sait que X < %(-1,1) alors on peut en déduire que 2—-X < 2([1,3]

Sion sait que  2—3X — %(]0,1]) alors on peut en déduire que = X — ¥ ( -,

(Simulation des lois uniformes)

En Python, le module random peut étre importé via import random as rd,

rd.random() —— — — —— Simule une réalisation d’une variable X — % ([0, 1]).

Pour simuler une réalisation d’une variable X — % ([a, b)), il suffit d’utiliser I'instruction

a + (b-a) * rd.random()

h h
Pour simuler une réalisation d’une variable X «— % ({m —gm + 2] ), on utilise :

m + h/2*x( -1 + 2*rd.random() )

Remarque : En physique vous utilisez le module numpy.random et la fonction uniform(a, b, N)

Proposition.

X — % ([a,b]) (a <), alors elle admet une espérance et une variance et :

a —a2 —a
E(X) = ‘2”) vix)= 12) o(X) = b\/ﬁ

Démonstrations.
e (Ezistence de l’espérance)

f est nulle en dehors de [a,b] donc / [t| f(t)dt = / b‘7| dt
o0 a —a

Cette derniére intégrale est celle d’une fonction continue sur un segment donc elle converge,

| X admet une espérance |

e (Calcul de espérance)
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b2 _ o2
T
B(X) = a —2|- b
e (Ezistence du moment d’ordre 2)
X? admet une espérance si, et seulement si, / o 2 f (t) dt est absolument convergente.
—o0

+oo b t2
/ t2f(t)dt :/ dt
oo . b—a

Cette derniére intégrale est celle d’une fonction continue sur un segment donc elle converge,

e (Calcul de la variance)
Théoreme de transfert

—+oo

E(X?) :/ t2f(t) dt

b t2
_ / at
« b—a
1 [t3qb
b7a|:§:|a
b3_ 3
3(b—a)

2 b bZ
= a”+ab+ b7 (Formule de Bernoulli)

En conclusion :
X posséde une variance et (formule de Kenig-Huygens)

V(X) = E(X*)-E(X)’
a2+ab+b2_ a+b 2
3 2

_ a2+ab+b2_a2+2ab+b2

N 3 4

B a? — 2ab + b?

B 12

(a—b)? b—a
V(X)= t =
(X) 5 e X=5R

9.6.2 Lois exponentielles.

Définition :

Soit A un réel strictement positif, (A € RY)
Dire que X suit une loi exponentielle de paramétre A signifie que :
la fonction ¢ — e Lj0;400[(t) est une densité de X.

On note : X — &(N)

Proposition :
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Pour tout A € RY |

X <= &(N\) si, et seulement si,

sa fonction de répartition est x — (1 — e

) Lg, 4 oof () -

En effet : Il suffit de calculer / f(t) dt pour z dans les intervalles | — oo; 0[ et [0; +o0].

Remarque :

Représentation graphique.

on peut reconnaitre une loi exponentielle avec sa fonction de répartition.

Proposition.

Pour tout A € R,

E(X) =

1
A

si X < &(\) alors elle admet une espérance et une variance, et :

Démonstrations.
e (Ezistence de l’espérance)

+o0
f est nulle en dehors de [0; +oo[ donc / [t|f(t)dt =

Pour x > 0,

/ Ae M dt
0

_ TSI LR AP
= [ te }0 /o (—e ") dt
_ )\a: / 67)\15 dt

0

1
7)\30 */\t
)\
1 1
Az _ —)\l
= —xe + <
)\ A
. _>—+>OO X Croissance comparée

—+oo
ainsi / tf(t)dt est absolument convergente donc

—00

e (Calcul de espérance)

] X admet une espérance

+o00
/ Ae M dt
0

Intégration par parties
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1
E(X)=—-.
(=1
e (Existence du moment d’ordre 2)
+oo
X? admet une espérance si, et seulement si, / t2 f(t) dt est absolument convergente.
—o0

+oo +oo
/ [t2| f(t) dt = / M2e= M dt
—o00 0

Pour z > 0,

x 2 x
/ M2e= M dt = {tQ(—e_’\t)} - / 2(—e M) dt
0 0 0

2 xr
= x2e_)‘:”—|—f/ the M dt
A Jo
T—r+00 A A
~—~
E(X)

X? admet une espérance

“+oo +o00 9 9
E(X?) = / tf(t) dt =/ MeMdt= = |B(X?) = —
—00 0 A A

En conclusion :
X posséde une variance et (formule de Keenig-Huygens)

V(X) = E(X?) - E(X)?
2 1
TN R
1
Y
1 1

(Simulation des lois exponentielles)

-1/a*log(l - rd.random()) ou -1/a*log(rd.random())

En Python, on importe random et math via import random as rd et from math import *

Pour simuler une réalisation d’une variable X < &(a), (a > 0) il suffit d’utiliser I'instruction

Démonstration :

1
Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0, 1[, on note X = ——In(1 — U)
a

U prend ses valeurs dans |0, 1[ (car f est nulle en dehors de ]0,1[)  donc

1 —U est a valeurs dans ]0,1[ et In(1 —U) est a valeurs dans | — 0o0; 0] et enfin comme a > 0 :

1
X = ——1In(1 — U) prend ses valeurs dans |0, 00|
a
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Pour « E]O, —&-oo[
Fx(z) = P(X<«x)

In(1 - U) > —ax) car a>0

-U > exp(—ax)) car t+—— e’ est strictement croissante sur R

= 1—exp(—ax) car 1—exp(—ax)€]0,1] et U — % (]0,1])
7 0 si z<0
e 4
X 1—exp(—az) si 0 <z

Proposition. (Absence de mémoire)

Sl existe A € RY tel que X — &(\) alors  V(t1,t2) € Ry, Px>y (X >t +1t2) = P(X > t)

Démonstration.
Soit (tl,tg) S Rj_Z,

P((X >t1)N(X >t1+12))
P(X > t1)
P(X >ty + o)
PIX > 1) (car (X >ti+t)C(X>t))
e*)\(tlthz)

oAt

P (X>t1 +t2)

X>ty

= e M2 = P(X >ty

X>ty

’P (X>t1+t2):P(X>t2)‘

La loi exponentielle est sans mémoire :
Si X est un temps d’attente et si & ¢; on attend toujours alors le temps d’attente suit la méme loi qu’au début.

Remarques :

O Attention & I'autre notation des probabilités conditionnelles :
V(tl,tg) S Ri’ P(X >t +t2|X > tl) = P(X > tg)

@ Les lois exponentielles permettent de modéliser la durée de vie d’un phénoméne sans mémoire,
exemples classiques : composant électronique, désintégration d’un atome radioactif.

© Si on sait qu’a U'instant ¢; le composant fonctionne toujours,
sa durée de vie suit toujours la méme loi qu’au début de sa vie.
En particulier :
Si on sait qu’a 'instant ¢; le composant fonctionne toujours, son espérance de vie est toujours la méme.

® On pourrait montrer que cette implication est une équivalence.

9.6.3 Lois normales.

Loi normale centrée réduite.

Définition :

Dire que X suit la loi normale centrée réduite signifie que :

1 2
e 2 est une densité de X.
V2T

la fonction ¢+

On note : X — N(0,1)
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1

“+oo 2
Remarque : on a admis que / e~ 2dt = 1 pour les autres propriétés de cette densité Voir feuille
—00

ors

Cours_ 10

Proposition.

Si X < N(0,1), alors elle admet une espérance et une variance et :

Démonstrations
e (Ezistence de l’espérance)

/+Oo||f()d 5
tif(t)dt = ——e 2 dt
o oo V2T

t 1 +oo t2
L’intégrande est pair, étudions : / —e 2dt=— / te” 2 dt
0 V2 Jo

Pour z > 0,

—+oo
ainsi / tf(t)dt est absolument convergente donc

—0o0

’ X admet une espérance

e (Calcul de espérance)

+o00
EX) = / tf(t)dt
— 00
+o0
t t2
= ez dt
/_oo s
=0 car l'intégrande est impair
E(X)=0.
+oo
X? admet une espérance si, et seulement si, / t2f(t) dt est absolument convergente.
—00

“+o0 t2 t2
e 2 dt est convergente.

si, et seulement si, /

oo V2T
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2 2
e 2 dt est convergente.
V2T &

+oo
si, et seulement si, /
0

(Vintégrande est pair)

Pour x > 0,

T 2 % 1z T 2
/t2e Tdt = [t(—e 2)} —/ (—e” 2)dt
0 0

T——+00

’ X? admet une espérance ‘

+oo 1 +o00 2
E<X2>=/ t2f(t)dt=2xﬁ></o 2= =1

E(X?*) =1

En conclusion :
X posséde une variance et (formule de Keenig-Huygens)

V(X) = B(X?)-B(X)?
= 1-0

V(X)=1 et ox =1]

Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite

On note dans ce chapitre ® la fonction de répartition de la loi centrée réduite.

1 xT t2
Ve eR, ®(z)= \/T/ e 2dt
T J—00

Remarque : On ne sait pas exprimer ® a laide des fonctions usuelles.

Pour les calculs numériques on utilise une table de valeurs ou un outil informatique. Voir la feuille Cours_ 10 _ 3.

Proposition.
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2

1 T
O O est dérivable sur R et Ve e R, &'(z)= e 2
) \/%

@ O réalise une bijection continue et strictement croissante de R dans |0, 1[.

1
® Pour tout z € R, &(—z) =1— o(z). En particulier, ®(0) = B

O Pour tout a e Ry, P(|X|<a)=2P(a)—1

Démonstration

2
O Comme f:t+— e~ 7 est continue sur R (en entier), ® est une primitive sur R de f.

1
V2
Ainsi ® est dérivable sur R et Vz € R, &'(z) = f(2)

22

@® on a donc Vr € R, ®'(z) = ——e~ 2 >0 et ainsi ® est strictement croissante

V2

Donc ® est strictement croissante et continue sur l'intervalle R, lim® =0 et Em P =400
— 00 o0

donc (Théoreme de la bijection) : ® réalise une bijection de | — co; +o00[ sur |0, 1]

0 —+00 0 +oo
O 9(0) = / f(®)dt; or f est paire donc / f®)dt = 2/ f(t)dt et comme / f(t)dt =1 on obtient
—c0 —o0 —oo —o0
1
®(0) ==
0=,
On note g : . — ®(—2x) + D(z),
Cette fonction g est dérivable et Vo € R ¢'(z) = —f(—x) + f(x) = 0 car f est paire.

La fonction g est donc une fonction constante sur R et comme ¢(0) = 2®(0) il vient que g est la fonction constante
égale a 1.

Vz e R, ®(zx) + ¢(—x) = 1]

O Soient X — N(0,1) et a € Ry,

P(|X|<a) = P(—a<X<a)

[P(X[<a)=28(a) — 1]

1
Remarque : La courbe représentative de ® est symétrique par rapport a A(0, 5)

(0 — P(0 1
En effet : la relation précédente s’écrit : Vo € R, ( 2) +20+z) = -

2 2
Proposition.
Pour toute variable aléatoire réelle X, X < N(0,1) si, et seulement si, —X < N(0,1)
Démonstration.
On suppose que X < N(0,1) et on note a ¥ = —X,
Pour x € R,
Fy(x) = P(-X<ux)

= P(X > —ux)

= 1-P(X<—x)

= 1-o(—x)

= P(x) D’aprés la proposition précédente)

® est la fonction de répartition de Y donc  —X < A(0,1)



Chapitre 9. Variables aléatoires réelles a densité. 132

Définition

On appelle fonction des quantiles de la loi centrée réduite, la réciproque de la bijection R — ]0, 1]
x — O(x)

On note dans ce cours 1 : o > u,. dHa) = uq

Remarques :

e On peut aussi noter cette fonction comme dans le cours sur les applications ® 1.
e Pour a €)0; 1], u, est le quantile d’ordre « de la loi A(0,1).

e Pour a €]0;1[, u, est I'unique réel z vérifiant ®(x) = a.
Propositions.

O o+ u, est une bijection continue et strictement croissante de |0, 1] dans R.

O Pour tout o €]0,1], P(un) =«

® Pour tout « €]0,1[, uq = —U1—q
1 hi-g

\/27'(' 71/.1,%

t2
@ Pour tout a €]0, 1], e 2dt=1-«

Démonstrations.

O et @ viennent des propriétés générales des fonctions réciproques.

Uq

® Pour « €]0, 1],
O(—uy) = 1—P(uy) d’apres Ex4. 4)
= l-«a
= (P(U1_a)

or ® est strictement croissante sur R donc

—Ug = Ul—q
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— U Ul —q

Ul—o

(4]

On en déduit directement :

—U1—q/2 Ul—a/2

—Ul—a/2 Ul—a/2
Proposition.

Soit X une variable aléatoire,

Si X < %(]0,1])

alors & 1(X) < N(0,1)
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Démonstration.
Fy(z) = PY <ax)
= P@'(X) <)
= P(X <9(x)) car @ est une bijection strict. croissante
= P(x) car X — % (]0,1]) et ®(x) €]0,1].

® est la fonction de répartition de Y donc

St X — U(]0,1]) alors ®~'(X) — N(0,1)]

Remarque : cette propriété est plus générale, ce n’est pas spécifique & la loi normale, elle se nomme méthode
d’inversion, elle nous avait déja permis de simuler la loi exponentielle. Voir la feuille info 21.

(Simulation de la loi normale centrée normale)

Option 1. (Dans le formulaire donné a l'oral de l’agro-véto.) En Python, le module random peut étre
importé via import random as rd,
rd.gauss(0, 1) —— —— —— Simule une réalisation d’une variable X < N(0,1).

Option 2. (En utilisant la proposition précédente .)
En Python, on peut importer ®~! via from scipy.stats import norm

norm. ppf # percent point function

norm.ppf (rd.random()) — — — — —— Simule une réalisation d’une variable X < N(0,1).

Remarque : En physique vous utilisez le module numpy.random et la fonction normal (0, 1, N)

Le programme suivant illustre 'utilisation du module scipy.stats.

from scipy.stats import norm # norm : normal continuous random variable
f = norm.pdf # probability density function

F = norm.cdf # cumulative distribution function

u = norm.ppf # percent point function

N= 100

a=-3

b = 3 Densité

x = [atk*(b-a)/N for k in range(N+1)]
plt.subplot (221)
y = [ £f(t) for t in x ]

plt.plot(x, Y, ’k,) 0.15
plt.title(’Densité’) 010
0.05 4
plt.subplot(223) 000 - ‘ ‘ , ‘ ‘ ,
y = [ F(t) for t in x ] oo s | ;
plt ) plot (X , y , , k , ) o] Fonction de répartition Fonction des guantiles

plt.title(’Fonction de répartition’)

x=[ 0+ k *1/N for k in range(1,N)] 064

plt.subplot (224) °]
y = [ u(t) for t in x ] ] N
plt.plot(x, y, ’k’) 0z

plt.title(’Fonction des quantiles’) =]

0.01

plt.show()

08
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Lois normales quelconques.

Définition.

Soient X une variable aléatoire, o un réel strictement positif et g un réel quelconque.

Dire que X suit la loi normale d’espérance u et d’écart-type o signifie que
1 (t—m)?®
e 202 est une densité de X.
oV 2r

X est une variable aléatoire a densité et la fonction ¢t —

On note : X — /\/(/L, 02) (la loi normale d’espérance u et de variance 02).
N(0,1) N(p,0?)
t B t
-1 1 u—o B puto
t B t
-1 1 n—o K pto

Cloche de Gauss

Remarques :

e les points d’inflexion sur la courbe de la densité de N (i, o) sont aux points de coordonnées pu — o et p + o.
e On dit aussi que X suit la loi gaussienne N (y, 02) ou encore que X est une gaussienne.

e Attention certains auteurs notent : X — N (u,0) (la loi normale d’espérance p et d’écart-type o ).
C’est le cas de fonctions Python
Proposition.

Soient X une variable aléatoire, o un réel strictement positif et p un réel quelconque.

a

T —
X <= N(u, 02) si, et seulement si, sa fonction de répartition est Fx : x — ® ( /J)

T —

En effet : En notant G : x — @ on a G et F'x de méme dérivée, donc différent d’une constante.

o
et comme elles ont la méme limite en +o0o, elles sont égales.

Théoréme.

Soient X une variable aléatoire, o un réel strictement positif et x4 un réel quelconque.
X —p
o

en notant : X* = ona: X 5 N(p,0%) <= X* = N(0,1)
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Démonstration.

Moo . NPT
suit la loi normale centrée réduite,

° On suppose que X* =

pour xz € R,

g

Fx(z) = P(X<u

|
o
A~
8
Q|
=
~

1 T —
donc Fy est de classe C' sur R (X est bien a densité) et Vo € R, Fi(z)= —d' ('u),
o 1%

1 t?

e 2,

or VteR, ®'(t)=

v

1 -
e~ 207 est une densité de X et ainsi X < N (u,0?).
ov2rw

donc la fonction z ——

L~ ot wne densite de X
e o est une densite ae y
oV 2m

) On suppose que la fonction ¢+—

Pour z € R,

Fx«(x) = P(X*"<=x)
X —
(<)
o
= P(X<ox+p)
crtp 1 _(t=p)?
= e 202 dt
/_oo oV 2w

[T =4
= (& oav V= —
—co OV 2T o

= P(x)

donc ® est la fonction de répartition de X* et ainsi on a bien X* < A(0,1).

Proposition.

Soient X une variable aléatoire, o un réel strictement positif et x4 un réel quelconque.
si. X = N(p,0?) alors E(X)=p V(X) = o? o X)=o0

Démonstration.
o X =0X*+ p donc (linéarité) E(X)=0cE(X")+ p et sachant que E(X™) =0 il vient :

EX)=p

e X =0X* 4 pdonc (V(aX +b)=d’V(X)) V(X)=0c?V(X*) etsachant que V(X*) =1 il vient :

V(X) = o?
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Théoréme. (Stabilité de l’ensemble des lois normales par transformation affine).

Soient X une variable aléatoire, o un réel strictement positif et x4 un réel quelconque.
Pour tout (a,b) € R? avec (a # 0)
X < N(p,0?)  si, et seulement si, aX +b < N(ap+b,a’c?)

Démonstration : On pose Y =aX +b.
BE(Y)=aB(X)+bet V(Y) =a’V(X)) donc [E(Y) = ap + b et V(Y) = a’o? |

Y B BY) = aB(X) b et V(Y) = a?V(X)) done | v* = L x*
V(Y) |al
esia>0,
Y s N(ap + 0,a%0?) <= Y*— N(0,1)
— X" N(0,1) en effet ici : ﬁZI
= X = N(uo?)
esia<0,
Y < N(ap+ 0,a%0?) <= Y* <= N(0,1)
= —X* < N(0,1) en effet ici : % =-1
— X" N(0,1) VU en cours
— X = N(u,0?)
Remarques :

e Ce qu’il faut retenir : Si X suit une loi normale alors aX + b suit une loi normale

pour les paramétres il suffit d’utiliser :  E(aX +b) =aE(X)+b et V(aX +b) =d*V(X)

eSi X < N(0,1) alors pu+0X = N(u,o?)

(Simulation de la loi normale)

Option 1.

En Python, le module random peut étre importé via import random as rd
m + sqrt(v)*rd.gauss(0, 1) — — — — —— Simule une réalisation d’une variable X < N (m,v).

Option 2.

En Python, on peut importer ®~! via from scipy.stats import norm

norm.ppf # percent point function

m+sqrt (v) *norm. ppf (rd.random()) — — —— Simule une réalisation d’une variable X < N (m,v).

Remarques :
e rd.gauss(mu , sigma) renvoie :

un flottant aléatoire suivant une distribution gaussienne d’espérance mu et de variance sigma?
e En physique certains utilisent le module numpy.random et la fonction normal (a, b, N)

Attention : a est I’espérance et b est ’écart-type.
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9.7 Somme de variables aléatoires a densité indépendantes.

9.7.1 Produit de convolution.

Définition.

Soient f et g deux fonctions continues sur R sauf peut-étre en un nombre fini de points.

On appelle produit de convolution de f et de g la fonction :

+o0
h:xl—)/_ F(t)g(a — ) dt

Théoréme.

Soient X et Y deux variables aléatoires de densité respective f et g,
Si X et Y sont indépendantes alors :

e X +Y est une variable a densité.

+oo
o I+—> / f(t)g(z —t)dt est une densité de X + Y.

Remarques :
e Les sujets devront vous rappeler ce théoréme.
e X+Y =Y+ X donc

+o0 oo
/ f(glx —t)dt = / fx — t)g(t) dt

— 00 — 00

e Rappel : Pour deux variables discrétes indépendantes X et Y, en notant Z = X +Y :

Pour tout z € Z(Q2), P(Z==z)= Z P(X=z)P(Y =z —1)
z€X(Q)

formule des probabilités totales et indépendance

Exemples : (Voir la feuille Cours_10_2)
Revoir la somme de deux lois exponentielles de méme parameétre ou de deux uniformes sur [0, 1].

Attention & l'usage des fonctions indicatrices dans ce contexte.

9.7.2 Somme de variables aléatoires normales indépendantes.

Théoréme. (Stabilité de l’ensemble des lois normales par combinaison linéaire)

Soient X7 et X5 deux variables aléatoires, 01,02 deux réels strictement positifs et pq, po deux réels
quelconques.

Si X; < N(u1,0%) et X < N(ug,03) et si X1 et Xo sont indépendantes
0 alors X+ X» <—>N(u1 + p2, J%—i—ag)
Si de plus ay, ag sont deux réels (tels que (o, az) # (0,0))

@ alors o1 X] + s Xy — N(alul + oz, alo? + a%a%)

Démonstration : Voir I’'Ex_ 7 feuille Cours 10 2, non fait en classe.

Vous pouvez aussi regarder le sujet ENS 2025.
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Geénéralisation.

Soient n € N*,  (X)1<k<n des variables aléatoires, (0x)1<k<n des réels strictement positifs, (ux)1<k<n
et (a)1<k<n des réels quelconques tels que les ay sont tous nuls.

Si pour tout k € [1,n], X < N(ur, 07) et siles Xy sont (mutuellement) indépendantes

alors

iaka ‘—)N <i ARk iaio%)
k=1 k=1 k=1

Démonstration. (Récurrence + lemme de coalition)

Corollaire.

Toute combinaison linéaire (non nulle) de gaussiennes mutuellement indépendantes est une gaussienne.

En pratique : I suffit de connaitre ce corollaire.

Avec pour k € [1,n], X — N (s, oz) et Y = Zaka
k=1

O Les X, sont des gaussiennes mutuellement indépendantes donc Y suit une loi normale.

@ Par linéarité de l'espérance on obtient E(Y) = Z apE(Xy), on note p ce réel.
k=1

n
© Les variables X}, sont mutuellement indépendantes donc V(Y) = Z V(o Xk)
k=1

et comme V(aX + b) = a®V(X) il vient : V(V) = ZaiV(Xk) , on note o2 ce réel.
k=1

n n
On peut alors conclure : Y < N(u; %) ol = Z appy et o = Z o}
k=1 k=1

Exemples : Exercices 1 et 2 de la Feuille Exo_19.
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10.1 Statistique univariée.

10.1.1 Les résultats d’une expérience.

Les résultats d’une expérience peuvent étre qualitatives ou quantitatives.

Nous nous intéresserons ici aux résultats numériques. (souvent le résultat d’une mesure).

On note : (z1,z2,...,2,) la liste des données (n-uplets). Chaque z; est un nombre réel.

On commence souvent par rassembler les résultats identiques pour présenter les données sous la forme :

valeurs | &1 | Zo | -+ | Tp—1 | Tp
effectifs | e1 | ea | --- | ep—1 | €
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Les valeurs distinctes sont classées dans 'ordre croissant. 1 < Io <+ < Tp_1 < T
P P
P

Leffectif e; est le nombre de résultats égaux a &;, n = Z e; est Deffectif total.
i=1

Souvent on préfére souvent utiliser les fréquences plutodt que les effectifs.

valeurs fl 532 s .i‘p_l i‘p
fréquences | f1 | fo | -+ | fo—1 | fp
€; P
La fréquence f; = — est la proportion de données dont la valeur est égale ;. Remarque : Z fi=1
n
=1

On présente aussi les résultats avec les effectifs cumulés.

L’effectif cumulé en un réel = est égal au nombre de données dont la valeur est inférieure ou égale a x.

valeurs Ty | T2 | -0 | Tp_1 | Tp
effectifs cumulés | ¢ | co | -+ | cp—1 | Cp

i
pour ¢ compris entre 1 et p, ¢; = E ek
k=1

On utilise aussi les fréquences cumulées :

valeurs T1 | To | o | Tp—1 | Tp
fréquences cumulées | Fy | Fy | -+ | Fp1 | Fp

i
pour ¢ compris entre 1 et p, F; = Z I
k=1
c’est la proportion de données dont la valeur est inférieure ou égale & z; et F}, = 1.

10.1.2 Des nombres caractéristiques.

Caractéristiques de position.

Moyenne :

k=1

Meédiane : (Définition)

N
N

On suppose ici que les données brutes sont triées : 1 < xo < - < Tp_1 < Tny.

si n est impair alors on choisit pour médiane le réel =41
2

si n est pair alors on choisit pour médiane le réel (a:% + I%H)

N |

Si on note med(z) la médiane on a :
card{ ¢ | x; < med(z) } = card{ i | X; > med(z) }

Interprétation : La médiane est un réel qui partage la série en deux parties de méme effectifs. (1l n’y a pas unicité
de ce parametre)

Si on change la numérotation comme avec Python : zg < 21 < - < 2p_2 < Tpn_1
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si n est impair alors on choisit pour médiane le réel xn-1
2

si n est pair alors on choisit pour médiane le réel (m%_l + a:g)

N |

Premier et troisiéme quartiles. (notées Q1 et Q3)

Le premier quartile est 'unique valeur x; ot i est I'unique ¢ de [1, p] vérifiant :

1—1 [

n n
E er < Z E er = Z
k=1 k=1

i—1 i

Zek<3z ZekZEZL

Interprétation : Les quartiles partagent en 4 parts approximativement égales.

Premier et neuviéme déciles (notées Dy et Dyg) :

Le premier décile est I'unique valeur z; ot i est 'unique ¢ de [1, p] vérifiant :
1—1 n [ n
ep < — e = —
Z k 10 Z k = 10
k=1 k=1
Le neuviéme décile est 'unique valeur z; ou ¢ est I'unique i de [1, p] vérifiant :
i—1 i
In 9n
e < — e = —
Z k 10 Z kZ 10
k=1 k=1

Interprétation : Les déciles partagent en 10 parts approzrimativement égales.

Remarques :

e L’ensemble de ses valeurs se présente souvent sous la forme d’un boxplot ou encore une boite & moustaches.

e On rencontre une autre définition des fractiles : les quartiles sont alors les quatre intervalles séparant la population

en quatre (Voir sujet 0 de Biologie).

Modes ou valeurs modales :

L’ensemble des valeurs des valeurs modales :

{501‘| 1<i<p et eizlrélkagp(ek)}

Interprétation :

e C’est un Z; correspondant a la plus grande valeur des e;. (Il n’y a pas unicité de ce parametre).

e (C’est une valeur qui apparait le plus souvent.

Caractéristiques de dispersion.

L’écart-type est donné par chacune des formules :

1 n
P —_— — 7 2 —_—
Oy - E (xx — T)

k=1 k=1

P
D
k=1

SR -2 = |4 <Zek<fckx>2>
k=1
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Remarques :
e On a toujours o, > 0.
e Siles x; ont une unité alors o, a la méme unité.

e o0,=0 si etseulement si, (z1,...,2,) € vect < (1,...,1) >
On appelle variance (empirique) le carré de 1’écart-type :

LSy =Y At 9= (Zem—wf)
k=1 k=1 Zek k=1

k=1

3\'—‘

Remarque :
Dans la suite du cours nous allons définir une variable aléatoire que ’on appellera aussi variance empirique.

10.2 Statistique bivariée.

10.2.1 Nuage de points.

Au cours d’une expérience on recueille des valeurs de deux caractéres :

T1,T2, ..., Tn et Y, Y2, --- 5 Yn

Lorsqu’on étudie la relation éventuelle entre les deux caractéres on commence par représenter tous les points de
coordonnées (z;,y;). On obtient alors un nuage de points.

On place le point moyen du nuage : le point de coordonnées (Z, 7).

On peut organiser ces données dans le tableau suivant :

valeurs du premier caractére | £y | To | -+ | Tp—1 | Tp
valeurs du deuxiéme caractére | 41 | Yo | - | Yp—1 | Tp
effectifs | e; | ex | -+ | ep—1 | €

P
Remarque : n= E ek
k=1
10.2.2 Covariance et coefficient de corrélation linéaire.

Définition :

On appelle covariance des séries z et y le réel :

n

1
cov(z,y) = - Z(wk —T)(yr — 9) ou encore cov(z,y) =
k=1 k=1

Proposition :

cov(z,y)

I
S|
N
8

=
<
=
~__—
8|
<
I
S|~
-~
[]=
D
£
8
B
N
=
~__—
|
8|
<

Démonstration :

cov(z,y) = -~ Z(Ik —7)(yx — )

1 _ _
= Z(ﬂﬁkyk — TRy — TYr + TY)
k=1
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Définition

On appelle coefficient de corrélation (linéaire) le nombre :

cov(z,y
o cov(y)

Oz 0y

Remarques :
o Ce coefficient est sans unité.

e Savoir calculer cette valeur avec votre calculatrice, un tableur et en faisant une fonction Python.

Propositions :

@ —1<ryy <1

@ ryy=1o0u—1 si, et seulement si, les points M;, Ms, ..., M, sont alignés.

10.2.3 Droite de régression linéaire

Définition :

La droite de régression linéaire de y en x est la droite d’équation y = ax + b ot :

a= Lv(z, v) et b=7—az
O-(ll'

Démonstration : (Voir Anneze C)
Savoir faire : calculer a et b avec une calculatrice, un tableur et en faisant une fonction Python.

En donnant cette droite on dit que réalise un ajustement affine selon la méthode des moindres carrés.
o (Il existe une deuzieme droite de régression linéaire : )
On définit la droite de régression linéaire de  en y qui est la droite d’équation x = ay + S ou :

a= cov(@,y) et B=T—ay
&

e Ces deux droites de régression passent par le point milieu.

10.3 Loi faible des grands nombres.

10.3.1 Inégalité de Markov.

Théoréme :

Soient X une variable aléatoire réelle et a un nombre réel,

X admet une espérance E(X)
Si X est a valeurs positives alors P(X >a) <
a>0 a
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Démonstration :
o 1>, suit la loi de Bernoulli de paramétre P(X > a) et ainsi son espérance est ’E(]lx>a) =P(X > a)‘.

eOna: m
En effet pour w € Q,
si X(w) > a alors Y(w) = a donc on a bien Y (w) < X (w)
si X(w) < a alors Y(w) = 0 et comme X est a valeurs positives ou nulles, ici aussi on a bien Y (w) < X (w)

e Y < X et ces deux variables admettent une espérance donc E(Y) < E(X)
or (linéarité) E(Y)=aE(lxs,) ouencore E(Y)=aP(X >a)
E(X)

et comme a > 0 on peut en conclure que : | P(X > a) <

Interprétations :

e Quand X est & valeurs positives, il est peu probable que X prenne des valeurs grandes devant a E(X).

e Quand X est a valeurs positives, la probabilité que X dépasse largement son espérance est faible.

1
e Quand X est & valeurs positives, pour tout k > 0, P(X > kE(X)) < Z
o 1 1 1
En particulier : P(X > QE(X)) < 2’ P(X > 3IE(X)) < 3 P(X > 1OIE(X)) < m
Exemples :
1
e Si X est a valeurs positives et E(X) = 2 alors P(X > 10) < R
. . 10 2
e Si X est un temps d’attente de moyenne 10 minutes alors P(X > 25) < % = 5

En répétant cette expérience un grand nombre de fois,
la proportion d’attentes dépassant 25 minutes sera proche de P(X > 25) et donc inférieure a £
Remarques :

Ce théoréme donne des informations sur X sans connaitre la loi de X, seul E(X) intervient.

Attention & bien rappeler les conditions d’application de ce théoréme ! :

a >0, X avaleurs dans Ry et X admet une espérance.

10.3.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Théoréme :

Soit X une variable aléatoire réelle,

Si X admet une variance  alors vVt>0, P ( | X —E(X)| > t) <

V(X)
2

Démonstration :
X admet une variance donc Y = (X — F(X))? admet une espérance et et Y = (X — E(X))? est a valeurs positives
ou nulles. La variable Y = (X — E(X))? vérifie les conditions d’utilisation de I'inégalité de Markov.
On en déduit avec a = t* > 0 :
E (X —E(X))®
2

P((x-B02>e) <

or (X —E(X))?>#*) = (X —E(X)|>1t) et E(X —E(X))*=V(X) donc

1. Comme pour tous les théorémes du cours
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Interprétations :
e La variable aléatoire | X — E(X)]| est I’écart de X a l'espérance E(X).
On majore dans ce théoréme la probabilité que X s’écarte de E(X) de plus de t.

e Plus t est grand et plus la probabilité est faible.

e V(X) est un critére de dispersion : pour ¢ fixé, plus V(X) est faible et plus le majorant fournit ici est faible.

Exemples :
. 4 1
eSi E(X)=10 et o(X)=2 alors P(]X —10]>6) < %9
e Si X est une mesure expérimentale de moyenne m et d’écart-type o, alors la probabilité que la mesure s’écarte

1
de plus de 30 de la moyenne est inférieure a g

Remarques :
Ce théoréme donne des informations sur X sans connaitre la loi de X, seules E(X) et V(X)) interviennent.
2.

Bien rappeler les conditions d’application de ce théoréme t >0 et X admet une variance.

Corollaires.
Soit X une variable aléatoire réelle,
2
® Si X admet une variance 0®  alors vt>0, P < IX —E(X)| < t> >1- (;—2.
1
® Si X admet une variance o®  alors Vk >0, P ( | X —E(X)| > k:a) < =

En effet :

Lien avec les intervalles de confiance.
]P’(|Xfm|<t>:P<m€}Xft;X+t[> (é]P(mE[Xft;Xth]))

Une des applications importantes de ce théoréme est la démonstration de la loi faible des grands nombres.

10.3.3 Loi faible des grands nombres.

Théoréme :

. . . L ) . X1 +Xo+-- X,
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles, on définit : M,, =

n
Si les X, sont mutuellement indépendantes, admettant la méme espérance m et la méme variance alors :

pour tout € > 0, lim IP’(|Mn —m| > 6) =0
n—-+oo

Démonstration : )

e La linéarité de F(.) donne E(M,) = m et 'indépendance des X donne V(M,) = 7z
n

En appliquant & M,, l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev on obtient :
Ve>0, P(|Mnp-—m|z2e)<—
Pour ¢ un réel strictement positif fixé, on a :

VneN 0K P(M,—m|>e)<—

2. Comme pour tous les théorémes du cours
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2

. . g PR
or on sait que lim — =0, donc (théoréme des gendarmes)
n—-+o0o NE

Quel que soit € > 0, lim P(|M,—m|>¢e)=0

n—-+oo

Interprétation : (|M,L —m| > 5) est ’événement : "M,, s’éloigne de m de plus de "

Quand n est suffisamment grand, (|M,L —m| > &:) est négligeable, ceci méme pour un petit € > 0.

Remarques :
e Si (Xq,...,X,) est un échantillon d’une loi mére X alors,
la moyenne empirique M,, converge en probabilité vers E(X). (Notion hors programme)
e Quand on observe une expérience aléattoire et qu’on on obtient n valeurs numériques : 1, ..., Ty,
n
_ 1 L .
pour n suffisamment grand, = = — g x; est une approximation de l’espérance m.

i=1
e C’est ce qui justifie qu’en informatique en réalisant un grand nombre de simulations on obtient une valeur
approchée d’une espérance (Une valeur moyenne). C’est le principe de la Méthode de Monte-Carlo.

def M_(n):
M = [rd.random()] os ]  eorien
for k in range(1, n): ’ Serie 2

M.append( (M[-1]*k+ rd.random())/(k+1) ) 0 T series
return M

for i in range(1, 4):

E = M_(500)

plt.plot(E, label = "Serie "+ str(i))
plt.xlabel("n"
plt.ylabel("Moyenne empirique")
plt.legend() 0.31
plt.axhline(0.5, color=’black’, linestyle=’--’)
plt.show()

Moyenne empirique

T T T T T
100 200 300 400 500

o4

Remarques :
Ce théoréme donne des informations sur la suite (M,,) sans connaitre la loi de X.
3,

Bien rappeler les conditions d’applications de ce théoréme X admet une espérance et une variance.

Corollaire.

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires suivant toutes la loi de Bernoulli de parameétre p € }0 1 [,
X1+ Xo+-- Xy

n
Si les X,, sont mutuellement indépendantes, alors

on définit : F, =

pour tout € > 0, lirf P(|F, —p| =€) =0
n—-+0oo

En effet :

(X,,) est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes avec E(Xy) = p et V(X) = p(1 — p).
On peut alors appliquer le théoréme avec : [E(F,) = p

Quel que soit € > 0, lirf P(|F,—p|l=¢)=0
n—-+oo

Interprétation : En considérant que I’événement (X = 1) représente un succés, F), est la proportion de succés.
(\Fn —pl = s) est I’événement : "F,, s’éloigne de p de plus de &"

Quand n est suffisamment grand, (|Fn —pl > 5) est négligeable, ceci méme pour un petit € > 0.

3. Comme pour tous les théorémes du cours
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Remarques :
e Si (X1,...,X,,) est un échantillon de la loi de Bernoulli #(p), alors

la fréquence empirique F;, converge en probabilité vers p. (Notion hors programme)

e Si A est un événement d’une expérience que 1’on répéte n fois et X3, = 1 4 alors F;, est le nombre de
réalisations de A divisé par le nombre total d’expériences (la fréquence de réalisation de A)

e Pour n suffisamment grand, la réalisation de F,, est une approximation de p.

e C’est ce qui justifie qu’en informatique on réalise un grand nombre de simulations pour obtenir une valeur

approchée d’une probabilité. (Méthode de Monte-Carlo)

p=1/8
def F_(n):
f = [ bernoulli(p)] — Sseriel
for k in range(1l, n): 0.8 1 Serie 2
f.append( (f[-1]1*k+ bernoulli(p))/(k+1) ) 07 ] T sene3
return £

0.6

for i in range(1l, 4): 0.5 -
E = F_(500)
plt.plot(E, label = "Serie "+ str(i))
plt.xlabel("n")
plt.ylabel("Fréquence empirique")
plt.legend ()

plt.axhline(p, color=’black’, linestyle=’--’)

0.4 4

Fréquence empirique

plt.show()

T T
300 400

o4
=
o
o
N
o4
o

10.4 Echantillonnage. Estimation.

10.4.1 Echantillon

Définition. (complément)

Soient m € N* et X une variable aléatoire,
On appelle n-échantillon de X un n-uplet (X, ..., X,,) de variables aléatoires mutuellement indépendantes
et de méme loi que X.

Remarques :
- la loi de X est appelée la loi mére de 1’échantillon.
- On dit que X3, ..., X,, sont n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. ( i.i.d )

- On dit que le n-uplet (z1, ..., x,) € R™ est une réalisation de I’échantillon de (X1,...,X,) lorsqu’il existe
w € € tel que :
(xla e ,ll:n) = (Xl((.d), ) Xn(w))

10.4.2 Base de la statistique inférentielle.

En observant un phénomeéne aléatoire on obtient une série statistique (z1,...,z,) de n mesures.

On admet l'existence d’un espace probabilisé (2, .7,P) et d’une loi meére.

La statistique inférentielle a pour but de déterminer des informations sur cette loi mére a partir d’une réalisation

(xlv"'axn)‘
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10.4.3 Estimateur.

Définition. Complément

Définition :
Soit X une variable aléatoire dont la loi dépend d’un paramétre inconnu 6.
Soit (X1,...,X,) un échantillon de cette loi.

On appelle estimateur du parameétre 6 toute variable aléatoire T}, qui est une fonction de 1’échantillon
(X17--~7Xn) :

T, = g(X1,..., X,).

Remarque : Un estimateur est une variable aléatoire, tandis qu’une estimation est la valeur obtenue lorsqu’on
remplace ’échantillon aléatoire par des données observées.

Biais. Complément

Définition.

Soit T, un estimateur d’un paramétre 6.

On appelle biais de ’estimateur T,,, le réel E(T,,) —0

Remarques :
e Un estimateur T, de 6 est dit sans biais lorsque : E(T},) = 6

e Un estimateur 7T,, de 6 est dit asymptotiquement sans biais lorsque : hrf E(T,—0) =
n—r+00

10.4.4 Moyenne empirique.

Définition.

Soient n € N* et (X7, ..., X,,) une liste de n variables aléatoires.

On appelle moyenne empirique, notée M,,, la variable aléatoire : M, = 1 ZX’“

Remarques :

e Parfois cette variable est notée : X,, (Cette notation est source d’erreurs)
e Quand on observe une expérience on obtient n valeurs : x1,...,z,, M, prend alors la valeur & = — g T;

Théoréme.

Soient n € N* et (Xq,..., Xp,), une liste de n variables aléatoires indépendantes de méme loi, admettant
une espérance et une variance o non nulle.

O M,, admet une espérance et E(M,) = p,
2

o
O M, admet une variance et V(M,,) = —,
n
. . . . M, —
©® La variable aléatoire centrée réduite associée a M,,, notée M, est égale & —" H
NG

Démonstrations (Faites de nombreuses foz's en classe, et a savoir refaire)

M, ZX"? donc (linéarité) E(M ZE Xk) E(M,)=pu
"=
P
et (indépendance) V (M, = Z V(Xk) EWV,)=—
n
et comme M, est égale a (Mn) il vient : | M} = Tﬂ
(My) NG
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Remarques :
O M, est un estimateur sans biais de p.
@ La variance de M,, — u tend vers 0 quand n tend vers +oo.
® On a vu que Ve >0, ngr}rloo P(|M,, — p| =€) =0 (Loi Faible des grands nombres)

Interprétations :

e Quand n est grand, la dispersion de M,, est petite.

e Quand n est grand, M, fournit une approximation de u. (Faire le lien avec les approzimations faites avec Python)

10.4.5 Ecart-type empirique.

Définition.

Soient n € N* et (X7, ..., X,;), une liste de n variables aléatoires.

On appelle variance empirique la variable aléatoire : S, = 1 E (Xp — M,)?
n
k=1

On appelle écart-type empirique la variable aléatoire : S,, = \j 1 E (Xk — My)?
n
k=1

Proposition. (Autre expression de la variance empirique).

Soient n € N* et (X1, ..., X,,), une liste de n variables aléatoires.

1 1 (&
LS =1 (S -
k=1 k=1

Démonstration. (Faite en classe et & savoir refaire)
S2 = lf:(er )2
n n v n
k=1
1 n
= > (Xt +02)
k=1
Iy 2M, & | I
- S MR S
k=1 k=1 k=1

1’ﬂ

= =3 X; - 2M; + M}
n
k=1

Proposition. (complément)

2

une espérance p et une variance ¢ non nulle.

_ 2
n—1 5 O

La variance empirique admet une espérance égale a

n

—% (

ou encore - — —
n

Soient n € N* et (X, ..., X,,), une liste de n variables aléatoires indépendantes de méme loi, admettant

)

Démonstration. (Faite en classe et a savoir refaire)
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1 n
On vient de montrer que S = — <Z Xk2> — M,? on en déduit (avec la linéarité de E(-)) que :
n

k=1
1 n
E(S2) = =) E(Xi*) — E(M;
() = S BXG) - BOMY)
k=1
1 n
= > (V(Xp) + E(Xx)*) = (V(Mn) + BE(Mn)?)  Eneffet : B(X*) = V(X) + B(X)?
k=1 Koenig - Huygens
_ 1 2 2 o’ 2
= o= (G
k=1
2
- 2L
n
o2 _ (n—1)o?
" n
Remarques :
2
e B(S? —0%) = 7 (S2 est un estimateur asymptotiquement sans biais de o*)
n
n
e En posant 5/, = 15721, ona E(S.>—0%) =0 (S.? est un estimateur sans biais de 02)
n—

Définition.

n—1

On appelle écart-type empirique corrigé la variable aléatoire : S;, = \j ! Z(Xk — M,)?
k=1

10.5 Convergence en loi

Définition

Soient X une variable aléatoire réelle et (X,,),en une suite de variables aléatoires réelles.
On note F' la fonction de répartition de X et D ’ensemble des réels ou F est discontinue.

Dire que (X,,) converge en loi vers X signifie que : Va € R\ D, liIJIrl P(X, <z)=F(x)
n——+00o

Remarques :
® On note : XnﬁX
® On doit pour chaque x € R\ D calculer la limite de la suite ((P (X, <)), cy-
©® On admet que 'ensemble D est au plus dénombrable.

® La convergence en loi permet d’approcher la loi de X, par celle de X lorsque n est assez grand.
Exemples : Voir la feuille info  22.

Caractérisation (quand X est a densité)

Soient X une variable aléatoire réelle & densité et (X,,),en une suite de variables aléatoires réelles.

(Xp) converge en loi vers X si, et seulement si, Vz € R, ligl P(X,<z)=P(X <)
n—-—+0o0

En effet : Ici X est a densité donc sa fonction de répartition est continue sur R en entier.
(Autrement dit D est ’ensemble vide)
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Caractérisation (quand X et X, sont discretes a valeurs dans N)

Soient X une variable aléatoire réelle a valeurs dans N et (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles &
valeurs dans N.
(X,) converge en loi vers X  si, et seulement si, VkeN, lim P(X,=k) =P (X =k)

n—-+oo

Démonstration. (admis)

A
Exemple : Si X, — £ (n, ) alors X, 2 X avec X <= Z(\).
n

Remarque : Dans le théoréme de la loi faible des grands nombres nous avons vu une autre convergence.

Définition (complément)
Soient X une variable aléatoire réelle et (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles.

Dire que (X,,) converge en probabilité vers X signifie que,

Ve>0, lim P(X,—X|>2¢e)=0
n—-+oo

10.6 Théoréme central limite

10.6.1 Premiére forme.

Avec la moyenne empirique.

Théoréme.

1 n
Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires, on définit pour tout n € N* : M, = - Z X
k=1

Si les X,, sont indépendantes de méme loi, admettant une espérance p et une variance o> non nulle

alors (M;),~, converge en loi vers une variable suivant la loi normale centrée réduite.
>

Remarques :

M, —
O On rappelle que : M, = %

NG
® Onnote: M X avec X < N(0,1) ou encore M= N(0,1)

® Autrement dit : Vo € R, P(M) < z) = ®(z)
O Dans le cas de gaussiennes identiques et indépendantes M, suit exactement la loi normale centrée réduite.
@ (complément)

o o . . .
My —ui—g —=; My +ui—g —=| est un intervalle de confiance asymptotique au niveau 1 — o pour p.
n

Interprétation :
La moyenne d’un grand nombre de variables aléatoires indépendantes devient approximativement gaussienne.

Théoréme. (Autre formulation)

Si (Xp)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi admettant une espérance p et
une variance o2 (non nulle) alors :

Pour tout (a,b) tel que a < b, lim P(a < M) <b) = \/7/ e” T dt
™ Ja

n—-+oo
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Avec la somme.

Théoréme.

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires, on définit pour tout n € N* : Y, = ZXk

Si les X, sont indépendantes de méme loi, admettant une espérance p et une variance o“ non nulle

alors (Y,)),~; converge en loi vers une variable suivant la loi normale centrée réduite.
=

Y, —nu
ovn

Interprétation : La somme de nombreuses contributions indépendantes devient approximativement gaussienne.

En effet : En remarquant que Y,, = nlM,, on montre facilement que Y,,” = M,,*. Remarque : Y,," =

Un cas particulier

Théoréme de Moivre-Laplace. (corollaire du théoréme précédent).

Soient p €]0, 1] et (Y;,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles,

Si Y, suit la loi binomiale de paramétres (n,p) alors

Y, —np : : . : . P
———— converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

np(l —p)

En effet : On applique le théoréme précédent avec Xy — Z(p)

Y,—n
Remarque : E(Y,,) =np, V(Y,) =np(1 —p) donc Y, = b

np(L—p)
Autrement dit :
Si Y, < B(n,p) alors: pour tout z € R, lim P(Y,) <z)=®(x)

n—-+oo

ot ® est la fonction de répartition de la loi N'(0;1).

Approximations.

Pour (X, ..., X,,) une liste de n variables aléatoires i.i.d. d’espérance p et de variance o2 #0.

e Avec la moyenne empirique.

Pour n assez grand, la loi de M peut étre approchée par la loi normale centrée réduite.
2
o
Pour n assez grand, la loi de M,, peut étre approchée par la loi N (u, —).
n

Pour n assez grand ,

M, £ u1_2\jﬁ} est un IC au niveau 1 — « pour pu.

e Avec la somme Y,,.

Pour n assez grand, la loi de Y, peut étre approchée par la loi normale centrée réduite.

n
Pour n assez grand, la loi de Y,, = Z X}, peut étre approchée par la loi N (np, n02).

k=1
e Avec Y, — %(n,p).
. Yn —np .
Pour n assez grand, la loi de a ) peut étre approchée par la loi N'(0,1).
np{l—p

Pour n assez grand, la loi de Y;, peut étre approchée par la loi N (np,np(1 — p)).

Remarque : "La loi de X peut étre approchée par la loi de Y" se note souvent X ~ Y et signifie :
e si Y est a densité : Vo € R, P(X < z) ~ P(Y < z) (au sens valeur approchée dans R).
e si X et Y sont discrétes a valeurs dans N: Vk e N, P(X =k) = P(Y = k)

(au sens valeur approchée dans R).
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Critéres d’approximation pour les lois usuelles.

Loi de départ Conditions Approximation
B(n,p) n>30 e np<10 P(np)
B(n, p) n>20 et px05 N(np, np(1 —p))
B(n,p) np>10 et n(l—p) =10 | N(np, np(l —p))
PO\ A= 10 N, A

Ces critéres ne sont pas des théorémes mais des régles pratiques. Dans un sujet ils devraient vous étes rappelés.

10.6.2 Seconde forme

Avec 1’écart-type empirique.

Théoréme.

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires, on définit pour tout n € N* :

Z (Xk - Mn)2

k=1 k=1

S|

Si les X, sont indépendantes de méme loi, admettant une espérance p et une variance non nulle (inconnue)

My, — . . . . T
alors (—g— converge en loi vers une variable suivant la loi normale centrée réduite.
= nz=1

n

2>

Remarques :

e Ici on remplace I’écart-type par I'écart-type empirique S,.

n——+00 Sp

M, —
e Autrement dit Vz € R, lim P (M < 1:) = ®o(x)
Jn

ou ® est la fonction de répartition de la loi N'(0;1).

Théoréme. (Autre formulation)

Si (X, )nen est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi admettant une espérance p et
une variance o2 (non nulle) alors :

. Mn o 1 b _t2
Pour tout a,b tel que a < b, lim Pla< ——<b|=—= ez dt
= V 2w a

n—-+oo

Avec une fréquence empirique (complément)

Corollaire.

Si (X, )nen est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli de paramétre p
alors :

1 n
en notant F,, = — ZXk (la fréquence empirique)
n

k=1
\/’E(Fn - p) . . ) . . ] ) ) .
TF) converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.
n —4n

En effet :
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Remarques :
\/{E(Fn - p) _ Fn —-p
F.(1-F,) F.(1-F,)

NG

o Ici S2 = F,(1— F,). (Ici, il est plus simple de calculer S?)

Avec 1’écart-type empirique corrigé.

Théoréme.

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires, on définit pour tout n € N* :

1 — 1 < 5
M,=-3 X t 9= Xy, — M,
nkZ::l k ¢ " n—lé( F )

Si les X, sont indépendantes de méme loi, admettant une espérance u et une variance (inconnue)

Mn - N . . . . L L .
alors — converge en loi vers une variable suivant la loi normale centrée réduite.
Pn nz=1
N

Remarques :

e (complément)

ns/_ o suit exactement la loi de Student & n — 1 degrés de liberté.
N

e Les intervalle de confiance de la moyenne sont une application de ce théoréme.

Lorsque les X}, sont des lois normales, alors

e La loi de Student n’est rigoureusement valable que dans le cas normal. Son utilisation dans les autres cas repose
sur une approximation.

e En pratique, on utilise la loi de Student & n — 1 degrés de liberté pour des petites valeurs de n.

10.7 Intervalle de confiance de la moyenne.

On observe une expérience aléatoire, plus particuliérement une variable aléatoire X qui admet une espérance pu et
une variance o2 inconnues.

Proposition.

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires, on définit pour tout n € N* :

anxk et S, = %i(xk_Mﬁ

k=1 k=1

Si les X, sont indépendantes de méme loi, admettant une espérance p et une variance (inconnues) alors

Sn
Va 6]0,1[, ngrfoo <P<[|Mn_ﬂ| gul’;\/ﬁ‘|>> =l-«

Démonstration. C’est une conséquence de la seconde forme du théoréme central limite.

Pour (X, ..., X,) un échantillon d’une loi d’espérance p et de variance o2

Pour n assez grand ,
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S

M, — ul—g s M, + ul—g est un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 1 — a.

B
BkS

On parle aussi d’intervalle de confiance asymptotique.

En pratique : ( On ne connait pas u et o on cherche & estimer p avec un intervalle de confiance )

@ On lit avec soin I’énoncé et on détermine :

n : la taille de I’échantillon et (z1, ..., x,) les valeurs prises par ’échantillon.
(attention parfois les données sont sous la forme valeurs/effectifs)

® On calcule u;— g avec une table ou avec Python ou avec la calculatrice.

Sn Sn
et m, + Ui—g
vn

® On calcule m,, la moyenne empirique, si la variance empirique, m, —u;_g

B

O On conclut :
Sn

NG

Au seuil de a0 on estime que p est dans 'intervalle de confiance [mn —ui-g ; My +ui—g

Sn }
Vvn
Remarque. Cette notion est souvent représentée dans les barres d’erreurs en sciences expérimentales.

S, Sp,
o+ 1,96—]
oo v

Exemple : Au risque de 5% la moyenne théorique est dans 'intervalle : [mn — 1,96

Proposition. (Avec des variables de Bernoulli)

Avec des variables de Bernoulli de parameétre p (inconnue), on obtient un intervalle de confiance de p :
(au niveau de confiance 1 — «)

VF.(1—-F,) VE.(1-F,)

VO&G]O,IL P VS Fn_ul—ﬁl(iL); Fn+u1_gM — 11—«
2 \/’E 2 \/ﬁ n—+o0o

Démonstration. Uidée c’est qu’ici S2 = F.(1-Fy).

— Soit w € Q,
si X(w) = 0 alors X?(w) = X (w) et si X(w) =1 alors X?(w) = X (w)
or X(Q)={0,1} donc WYweQ, X(w)=X*w).

’ Si la variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli alors X2 = X ‘

1 n
52 = gZX,% - F?
k=1

1 n
- E X, — Fg car X} est une variable de Bernoulli
n

k=1

= Fn_Fs

S2=F,—F2 =F,(1-F,]|

En pratique : ( On ne connait pas p on cherche a estimer p avec un intervalle de confiance )

@ On lit avec soin I’énoncé et on détermine :

n : la taille de ’échantillon et (21, ..., 2,) les valeurs prises par ’échantillon.
® On calcule  u;_g avec une table ou avec Python ou avec la calculatrice.

® On calcule  f, la fréquence empirique, on sait alors que la variance empirique est f,,(1 — fn).
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7\/5 et fn+ Up—a 7\/5

® On calcule  f, —ui—2

® On conclut :
\/fn(l_fn) X f +u o fn(l_fn)
\/’]; y JIn 1-95 \/ﬁ

Aurisque de « on estime que p est dans 'intervalle de confiance [ fn—ui-g

1
Exemple. Pour a = 5%, on a:uj_a =2 et comme f,(1— f,)< 1 alors :

1 1
Au seuil de 5% on estime que p est dans 'intervalle de confiance l fn — % ; fn %

Intervalle de confiance de Student.

Théoréme (Complément)

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires, on définit pour tout n € N* :

n

Z (Xk - Mn)2

k=1

1
n—1

1 n
anf X t S/:
n; Booe 8

Si les X,, sont indépendantes suivant toute la méme loi normale d’espérance i et de variance (inconnues)
alors

Vi vn

ou tg’i)a est le quantile d’ordre 1 — o de la Loi de Student avec n degrés de liberté.

S, S
Va €]0,1], P(ue [Mn_tgngl)n.Mn_t(lngl)n]> —1_-a

Remarques :

M. —
e Lorsque les X} sont des gaussiennes 7;,7,[1 suit la loi de Student.

n
e Simulation des lois du khi-2 et de Student.

e Elaboration d’un test du khi-2. Voir 'annexe de la feuille Exo_ 25.

10.8 Test de conformité a la moyenne.

10.8.1 Pour une espérance.

On observe une expérience aléatoire, plus particuliérement une variable aléatoire X qui admet une espérance u et
une variance o2 inconnues.

On veut tester 'hypothése (Hy) : p = po. (Contre Uhypothese alternative (Hy) : p # po)
Pour cela on prend (la réalisation) d’un échantillon (X7, ..., X,,) de la variable aléatoire X.

Sous 'hypotheése Hy on sait que : (seconde forme du théoréme central limite)

M, —
hm P([—ulg<w<u13‘|>:1—a
n——+00 NG

ou encore
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> u1_<;> =«

en dehors du segment [—ul,%;ul,%] avec une probabilité proche de a.

M, —

hr}rl P (‘S“O
n—+4o00 Ln
Jn

M, — o
Donc pour n assez grand, nS7,u

vn
M. —
”T'uo prend une valeur en dehors du segment [—ui_s;u;_g], on dira qu'on rejette I'hypothese (H)

n
au seuil de a.

Quand

Le plus souvent, on prend a = 5%,

1

M, — .
Quand 570 prend une valeur en dehors de 'intervalle [1,96; 1,96]),

vn
on prend la décision de rejetter hypothese (Hp) au seuil de 5%.

En pratique :

@ On lit avec soin ’énoncé et on détermine :

n : la taille de Péchantillon, (21, ..., z,) les valeurs de ’échantillon et  pq la valeur supposée de lespérance.

n n
® On calcule m,, = — 1 la moye iri 2*1 2_m2 1 i iri t
n = b yenne empirique, s; = - xy, —m;, la variance empirique e

k=1 k=1

© On calcule u;—g avec une table ou avec Python ou avec la calculatrice.

® On teste I'hypothése au seuil de « :

m. —
si  Dn_Ho ¢ [—ul,%;ul,%} alors : on rejette 'hypothése (Hp) au seuil de a.

Sn_
Vvn

Mn — Mo
Sn_ €

n
Exemple : Voir la feuille. Cours_ 14.

si [—ul,%;ul,%} alors : on ne peut rien conclure de ce test.

10.8.2 Sur une proportion.

Ici on note pu=p et po=po,
et on veut tester 'hypothése (Hy) : p = po. (Contre Uhypothése alternative (Hy) : p # po)
En pratique :

© On lit avec soin I’énoncé et on détermine :
n : la taille de échantillon, (z1, ..., z,) les valeurs de I’échantillon et pg la valeur supposée de la proportion.
n

® On calcule f, = — g xy, la fréquence empirique, on sait alors que s2 = f,(1 — f,,)
n
k=1

frn — Do

V fn(l_fn)
NG

® On calcule

@ On calcule u;_¢ avec une table ou avec Python ou avec la calculatrice.

® On teste 'hypothése au seuil de « :

si b0 ¢ [ful_%;ul_%] alors : on rejette 'hypothése (Hp) au seuil de a.

\ Fn(1=fn)
vn
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. Jn — Do .

S —————— € |—Uj_2;Uj_2 alors : on ne peut rien conclure de ce test.
V fn(l_fn) [ ! 2 2] p

N
Remarques :

: fn — Po fn — Po N

e Ici on peut remplacer ar Car on est sous l’hypothése p = py

P placer T P Vwiaw /
vn vn

1
e Pour o = 5% en utilisant la majoration f,(1 — f,) < 1 cela devient :

fn :po ¢ [—1;1] alors : on rejette 'hypothése (Hp) au seuil de «.
n

si Fr ; Po € [-1;1] alors : on ne peut rien conclure de ce test.

W

si
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Produit scalaire dans R".
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11.1 Généralités

n désigne ici un entier naturel non nul. On note %, la base canonique de R".

11.1.1 Définitions

Produit scalaire usuel dans R"™

Définition.

Le produit scalaire usuel sur R” est I’application de R™ x R™ dans R qui
n

a tout couple ((:rl, ey ), (Y1, ,yn)) associe le réel : th Yi
i=1
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Pour v = (z1,...,x,) € R" et v = (y1,...,yn) € R™ on note : < u; v > le produit scalaire de u et v.

n
<Uu;v>= Z i Yi
i=1
Remarque : on parle aussi de produit scalaire canonique de R".

Norme euclidienne sur R"

Définition.

Soit u un vecteur de R™, on appelle norme (euclidienne) de u le réel noté ||u|| et défini par :

lull = vV<u;u>

n
lul> = ) a7 llull =
i=1

Remarque : nous avons vu d’autres normes en DS et en exercices.

Ecriture matricielle.

Proposition.

Soient u et v deux vecteurs de R™, on note X = Coordg, (u) et Y = Coordg, (v),

<u;v>= X'Y l[ul?=XT X

Remarque : On confond ici' R et . (R).

Proposition. (complément)

O Soient A € A, ,(R) et B € Ay, m(R),
en notant : C, ..., C}, les colonnes de A, C1,...,C}, les colonnes de B.
AT B est la matrice de .4, ,,,(R) définie par : (AT B);; = C;" C;

@ Soient (uq,--- ,up) et (v1, ...,V ) deux familles de vecteurs de R",

en notant A = Matg, (u1,--- ,up), B=Matg, (vi, - ,vm).

AT B est la matrice de .#), ,,(R) définie par : (A" B);; = < w;;v; >

En effet : (A”B);; =

n

(AT); k(B = Znak,ibk,j = Zn(aﬁ)k(c}l‘)k =G C
k=1

k=1 k=1
Illustration.
On peut écrire :
-
| | | | - G
A=|C1 - Cp et B=|c, - C |. AT = :
T
| | | | _ o -
-G\ /] |
ATB = ; cl oo
T
- ol - | |

Ainsi, le coefficient en position (i,5) est donné par : (A" B); ; = C’JC;.

Autrement dit : Le produit matriciel AT B est la matrice dont les coefficients sont les produits scalaires des

colonnes de A par les colonnes de B.

1. comme dans beaucoup de sujets
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11.1.2 Propriétés

On note FF = R",
Proposition

@ Bilinéarité.

Y(ui,ug,v) € B3, ¥(a,b) € R?,

O Symétrie.

<auit+bus;v>=a<ui;v>+b<ug;v>

V(u, v1,v2) € E3, Y(a,b) eR?, <ujavi+bva>=a<u;v,>+b<u;uv >

Y(u,v) € B2, <uj;v>=<v;u>
© Deéfinie.
Vue E, <u;u>=0 < u=0g
O Positive.
YVue E, <u;u>2>= 0
Démontration.

Pour @ en notant coordg, (u) = X coordg, (v) =Y et coordg, (w)= Z,

<au+pv;w>

Remarques :
eVuecFE, <u;0p>=20 et

eVaeR, VueE, |lau|l=|all|lull
Proposition.

(aX +BY)'Z
(aXT + YTz
aXTz4+pY"Z
a<u;w>4+pF<v;w>

<0Og;u>=20

0 V(u,v) € E?, ||u—|—v||2 = Hu||2 +2<u;v> —i—|\v||2

@ V(a,b) € R?, VY(u,v) € E% |lau + bv||* = a?||u||* + 2ab < u;v > +b||v||?

En effet : Poit (u,v) € E?,

[Ju+ o]

<u+v,u+uv>
<uu+v>+<v,u+v>

= <wyu>+<uv>+<vu>+ <vv>
= <uwyu>F2<uv>+<vv>

Proposition. Complément

p

>

=1

V(ui)i<i<p € B,

2
p
:Z||'LLZ||2 + 2 Z < uizuj >
=1

Ii<jsp

Démonstration.

p

D

i=1

linéarité par rapport au premier vecteur

linéarité par rapport au deuxiéme vecteur
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p
= D lwlP+2 Y <uwiu,; > symétrie.
=1 1<i<j<p

Remarque. Fuire le lien avec le complément donnant la variance d’une somme de variables aléatoires.

11.1.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme.

V(u,v) € B, < usv>2< flull2]jol?

Démonstration.
Pour u = 0 l'inégalité est vérifiée, il suffit de le montrer en supposant u # 0.
On définit P(z) = [|zu + v||* et pour z € R,

Ps) = |lou+ol?
= <zutv|zutv>
= z<u|lrzutv>+<v|zutv>
= 2 <ulu>tzr<ulv>tr<viu>+<v|v>
= 2%|ul* 4+ 2z <ulv >+

le discriminant de ce trindme est égal a : A =4 < u|v >% — 4|[ul|? ||v]|?
de plus Vz € R, P(z)=||lzu+v|> donc Vx€R, P(x)>=0
et ainsi le trindme P n’a pas deux racines réelles distinctes ce qui entraine que A < 0, on en déduit bien :

<ulv>? < ful?[fo]?

Autre formulation.
n 2 n
| <uso> | < lll ol (zy> YR KTYrexTXYTY
i=1 ‘ i

Théoréme. (cas d’égalité)

V(u,v) € E?, <u;v>?= ||[ul*|[v||* <= wu et v sont colinéaires

Démonstration. Pour u = O0g I’'équivalence est vérifiée, il suffit de la démontrer en supposant u # Og.

(on reprend les notations de la démonstration précédente)

<ulv > = u v S1, €t seulement si, € discriminan e est nu
2 2|lv]|?  si, et seulement si, Le discriminant de P est nul

si, et seulement si, P posséde une unique racine réelle

= AXNeR, PA)=0
— dAeR, PN =0 carVr € R, P(z) >0
= INER, |Mu+v]]?=0
<— dINeR, v=-XAu
et comme u # O, < u|v >2 = ||u||?||v||* si, et seulement si, u et v sont colinéaires.

11.1.4 Inégalité triangulaire.

Théoréme.

V(u,v) € B, lutoll < llull + ol |
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Démonstration.

|Ju + vl|? <u+v|ut+v>
lull* +2 < ulv > o]
||u||2 + 2|Ju| ||| + ||v||2 d’apres Cauchy-Schwarz

(full +[[oll)?

NN

or [lu+ov]|>0 et |ul|+]|v] =0 donc (Poura>0etb>0, si a®<b> alors a<b)

on a bien : Y(u,v) € E%, |lu+v|| <||u|| + |[v]| [ |

Théoréme. (cas d’égalité)

‘ Y(u,v) € E?, |lu+v|| = |[ul| + ||| &= v=0r ou INER,, v=\u

Démonstration.

si u = 0 c’est immédiat, si v = Au avec A > 0 alors :

d'une part : [[u+v|| = [[u + Au|| = [T+ A [[u]| = (L + A) [[u]] car (1+X)>0
drautre part : ||ul| + [[o|| = [[ul[ + [[Aul| = [ful| + M|ul] = (L+ A) [[u]|  car A >0 u
On suppose que [|u +v|| = [lul| + |[v]],
on en déduit que : |[u+v|[* = |[u]]* 4+ 2|[ul|||v]] + ||v][?
or on sait |[u +v||*> = [|ul|* + 2 < u;v > +||v]|* on en deéduit que < u;v >= |[ul||[v]|

on est dans le cas d’égalité de Cauchy-Schwartz et ainsi © = Og ou 'existence de A € R tel que v = Au,
v

et alors la relation < w;v >= ||u||||v|| permet d’établir A = |||||| >0 [
U

Théoréme. (Généralisation)

P

>

i=1

p

< lhll

i=1

V(ui)i<i<p € B,

Démonstration. (Récurrence sur n)

11.1.5 Vecteurs orthogonaux

Définition

Soient u et v deux vecteurs de R"™,

Dire que u et v sont orthogonaux si, et seulement si, < u; v >=0

Remarques :
e On pourra noter u L v.

e On définit de méme la notion de matrices colonnes orthogonales :

"X et Y de 4, 1(R) sont orthogonales" signifie que X'y =0

11.1.6 Théoréme de Pythagore

Théoréme.

Pour tout (u,v) € E?,

u et v sont orthogonaux si, et seulement si, ||u+ v||*> = ||u|* + ||v||?
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Démonstration.
Soit (u,v) € E?,

llu+v|]> = <utvutv>
= <wyyu+v>+<v,u+v>
= <wyu>+<uv>+<vu>+ <vv>
= <wyu>F2<uv>+<vv>

On en déduit que :
lJu+ |2 = [[u]]®* + ||| <= <wu;v>=0

Deux vecteurs u et v de E sont orthogonaux si, et seulement si, ||u 4+ v||*> = ||u||* + Hv||2‘

Hllustration graphique.

u+v
v

Théoréme.

Soient p un entier naturel non nul et uy, ug, ..., u, des vecteurs de F,

P 2 P
> il = [l
i—1 i=1

Si les u; sont 2 a 2 orthogonaux alors,

P 2 p
En effet : conséquence de la relation : Zuz = Z [|wil]* + 2 Z < uguj >
i=1 i=1 1<i<j<p
Remarques.
©® Si ABC est rectangle en A alors AB? + AC? = BC?
® Si u et v sont orthogonaux alors ||u + v||* = ||ul|* + ||v||?

P

>

=1

® Si les u; sont 2 & 2 orthogonaux alors,

2 P
= > uil?
i=1

e Les réciproques des implications @ et @ sont vraies, mais pas celle de © .

Exercice : Trouver un contre-exemple dans R? montrons que la réciproque de @ est fausse.

Une analyse non faite au tableau a permis de trouver les vecteurs suivants :
En prenant : u = (1,0), v=(0,1) et w=(1,—1)
ona:llutvtwl|®=..=4, |[u]>+ ]+ ]||w||*=...=4et <ulw>=1#0.

Ce contre-exemple montre que la réciproque de la généralisation du théoréeme de Pythagore est fausse pour p >

11.2 Bases orthonormales.

11.2.1 Famille orthogonale de vecteurs non nuls

Définition.

3.

Soient p un entier naturel non nul et (ug,...,u,) une famille de p vecteurs de R",

Dire que (uy, ..., u,) est une famille orthogonale signifie que : V(i,7) € [1;p]?, i#j = <u;; u;> =0
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Remarques :
e On dira aussi "Les u; sont deux a deux orthogonaux".
e On définit de méme un famille orthogonale de ., 1(R)
e Il suffit d’avoir : V(i,j) € [L;p]?, i<j = <wui;u; >=0

o (complément) En notant A la matrice de p vecteurs (uq, ..., u,) dans la base canonique de R",

(uq, ..., up) est une famille orthogonale si, et seulement si AT A est diagonale

Théoréme.

Soient p un entier naturel non nul et (uq, ..., u,) une famille de p vecteurs de R",

Si (u1,...,up) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls alors elle est libre.

Démonstration.

On suppose que (uq, ..., up) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E,

p
Soit (A1, ..., Ap) € R tel que »  Agug = Op,
k=1
p p
on en déduit pour j € [1;p], <uj ; Z )\kuk> =0, en déduit (bilinéarité) Z Ak (uj;up) =0
k=1 k=1
et comme la famille est orthogonale il vient : A; (u;; u;) = 0 ou encore )\j\|uj||2 =0
de plus u; # O donc [|u;||> # 0 et ainsi \; =0,
p

on a bien montré que si Z Apup = O alors tous les Ax sont nuls.

k=1
donc :

si (u1,...,up) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls alors (ui,...,u,) est libre

11.2.2 Définition.

Définition.

Soient p un entier naturel non nul et (uq,...,u,) une famille de p vecteurs de R",

Dire que (u1, ..., up) est une famille orthonormale signifie que :

Vie[Lpl, ||lwll=1 et V(6,5 €[Lpl?, i#j = <wu;u;>=0

Remarques :
e Une famille orthonormale est en particulier une famille orthogonale de vecteurs non nuls, elle est donc libre.

e Une famille orthonormale de p vecteurs d’un sous-espace F de dimension p est une base de F'.
une base orthonormale de F'.
e On définit de méme une famille orthonormale de .4, 1 (R)

e La base canonique de R™ est une base orthonormale de R™.

Propositions.

En notant P la matrice de n vecteurs (uq, ..., u,) dans la base canonique de R"™,

(uq, ..., up) est une base orthonormale si, et seulement si, P'P=1,

Les colonnes de M € .#,,(R) forment une famille orthonormale
si, et seulement si, M est inversible et M ™' = M T

En effet : PTP = ( <y, C5 > )

1<i,j<n
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Propositions.

Soient p € N* et (v1,...,v,) une famille de p vecteurs d’une sous-espace vectoriel F' de E,

O Si (v1,...,vp) est une famille orthogonale et si les v; sont non nuls

v v
alors <||1| ] pH > est une famille orthonormale de vecteurs de F.
U1 Up

® Si (vy,...,vp) est une famille orthonormale et si dim(F) = p
alors(vy, ..., vp) est une base orthonormale de F

En effet :

Théoréme.

‘ Tout sous-espace vectoriel de R™ posséde une base orthonormale.

Démonstration. (admis)

En pratique. On commence par trouver une base orthogonale, ensuite on norme chaque vecteur de la famille.

11.2.3 Coordonnées dans une base orthonormale.

Théoréme

Soient F' un sous-espace vectoriel de R", u un vecteur de F' et & = (eq, ..., ) une base de F'.

<u;e >
Si 2 est une base orthonormale de F' alors coordg(u) = :

<ujep >

Pour obtenir les coordonnées dans une base orthonormale il suffit de faire des produits scalaires.

Démonstration.
I p
onnote | ! | = Coordg(u), ona:u= Zwiei donc pour j € [1;p],
T i=1
P
p
<ule; > = <Zagiei ’ ej>
i=1
P
= Zwl (i | ;)
i=1
zj(e; | e5)
= xj
donc
<u;e >
Coordg(u) = :
<u;ep >

Exemple : Voir le feuille_cours 11 _2
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11.2.4 Expression du produit scalaire dans une base orthonormale.

Extrait du programme : On souligne le fait que le produit scalaire et la norme se calculent de la méme maniére
dans toutes les bases orthonormales.

Théoréme
Soient F' un sous-espace vectoriel de R™, u et v deux vecteurs de F' et % une base de F'.
(051 51
on note : © | = coordg(u) et . | = coordg(v)
Qp Bp
Si Z est une base orthonormale de F' alors
P
<uj;v>= Zaib’i [lul| =
i=1

Démonstration. Ce qu’on a fait au tableau .

P P
On note # = (e1,...,ep) etona u= E ae; et v= E Bie;  donc
i=1 i=1

p p
<u;v> = <Zaiei’ Zﬁjej>
i=1 j=1

p P
= Z Z aifj (e | €j) bilinéarité
i=1 j=1
P
= Z ;i <ei | ei> car la famille est orthogonale
i=1
ZTL
= > b car ||e;|| = 1
i=1

n
<u; U>:ZOL¢51:
i=1

Une autre rédaction .
On note P la matrice de passage de la base canonique a la base &, X = coordg, (u), Y = coordg, (v), X' =
coordg(u), Y' = coordg(v).

<uv> = X'y
= (PX"T(PY") (Formule de changement de base)
= x"pTpy’
= X7y’ (PTP = I, car B est orthonormale)

p
<u;v>=2aiﬁi

i=1

On en déduit en prenant v = v :

p
Jul? =" a;?
=1

Théoréme (complément)

Si P est la matrice de passage entre deux bases orthonormales alors P est inversible et P~ = PT

En effet : < ;| C; >=<¢|¢} >
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11.3 Matrice symétrique réelle.

11.3.1 Orthogonalité des vecteurs propres.

Théoréme.

Soient n un entier naturel non nul, A € ., (R), (X1, Xs) € ///n,l(]R)2 et (A1, A2) € R2.

A est symétrique
X1 est un vecteur propre de A associée a \q

Si X5 est un vecteur propre de A associée a Ao alors X, et X sont orthogonales.
AL # A2
Démonstration.

Soit A une matrice symétrique de .4, (R),
on suppose connaitre X1, Xo dans ., 1(R) et A1, Az dans R tels que :

X1 # 0, X2 7é 0, AX1 = )\1X1 et AXQ = )\2X2 )\1 75 )\2

inutile ici
AX1 =M X, donc XlTAT:)\leT et comme A = AT on a: XlTA:)\leT
en multipliant par Xo (@ droite) il vient X7 AXy = M X7 Xo,
la relation AXy = Ay X5 entraine )\QXI‘FXQ = )\1X’irX2 ou encore : (A — )\Q)X,iTXQ =0
et comme (A — X\2) #0 onabien XJX; =0,
Les deux vecteurs propres X; et Xs sont orthogonaux
Rappel : A symétrique signifie que AT = A,  lire : "transposée de A égale A".

Corollaire.

Soient n un entier naturel non nul, A € .#,(R), (X1, X2) € 4, 1(R)? et (A, \2) € R%
Si A est symétrique , X1 € Ey,(A4), Xo € E),(A4) et A\ # Ao alors X; et X5 sont orthogonales.

Corollaire.

Soient n un entier naturel non nul, A € ., (R),

Si A est symétrique , alors en juxtaposant des bases orthogonales des sous-espaces propres de A on obtient
une famille orthogonale formée de vecteurs propres de A.

11.3.2 Théoréme spectral

Théoréme.

Soit M € 4, (R) ,
Si M est symétrique alors il existe deux matrices P € ., (R) et A € .#,(R) telles que :

A diagonale, P inversible, P '=P" e M=PAPT

Démonstration. (admis)

Remarques :
e Si M est symétrique et réelle alors M posséde une base orthonormale de vecteurs propres.
e "Pinversible, P71 = P™" équivaut 4 "les colonnes de P forment une base orthonormale de ., 1 (R) "

e Une matrice symétrique réelle est non seulement diagonalisable, mais on peut trouver, parmi toutes
les bases de vecteurs propres, une base orthonormale.
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e Si A est une matrice symétrique de ., (R) ayant n valeurs propres distinctes
alors toutes les bases de vecteurs propres de A sont orthogonales.

Autre formulation du théoréme.
Si M est une matrice réelle symétrique
alors 'endomorphisme ., 1(R) — 4, 1(R) est diagonalisable dans une base orthonormale de ., 1 (R).
X — MX
Ce qu’on simplifie par :

Si M est une matrice réelle symétrique alors elle est diagonalisable dans une base orthonormale.

En pratique. (Voir la feuille Cour_11_3)

Pour diagonaliser une matrice réelle symétrique M dans une base orthonormale :

O "La matrice M est symétrique réelle donc M est diagonalisable".
(ne pas perdre du temps en utilisant la méthode générale).

® On détermine le spectre de M.

® On détermine une base de chaque sous-espace propre.
(On vérifie (sans l’écrire ) que la somme des dimensions est égale G n).
O ler cas : M a n valeurs propres distinctes. (C’est le cas le plus simple)
Pour chaque valeur propre on détermine un vecteur propre.

On a alors (X1, -+, X,,) une base orthogonale de .#,, 1 (R) formée de vecteurs propres de M.
(Cette affirmation est justifiée par le corollaire de 3.1)

2éme cas : M a au moins un sous espace propre de dimension supérieure ou égale a 2.
On détermine une base orthogonale de chaque sous-espace propre. (L’énoncé devrait, en principe, vous aider)

En juxtaposant toutes ces bases,
on obtient (Xi,- -, X,) une base orthogonale de .#, 1(R) formée de vecteurs propres de M.
(Cette affirmation est justifiée par le corollaire de 3.1)

@ Il reste & normer les vecteurs :

Xl Xn
En prenant (Cyp,---,Cp) = | —, ...,
X3l (1 Xl
La famille (Cy,--- ,C,) est une base orthonormale de .#,, 1 (R) formée de vecteurs propres de M.

Autrement dit :
En notant pour chaque i, A; la valeur propre associée a Cj.

M 0O - 0
0 A 0
en notant P la matrice dont les colonnes sont Cy,---,C, et D= .
0 0 An
P inversible et P7'=PT et M = PDP™!
c’est une base orthonormale de vecteurs propres de M

11.4 Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

On note

11.4.1 Deéfinition.

Définition.

Soit F un sous espace vectoriel de E, on définit F* (lorthogonal de F) par :

Ft={ucFE| WEF, <u;v>=0}

Remarques : 0 Ft={0g} ® {0z}t =F

© C’est I’ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de F'.
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11.4.2 Propriétés.

Théorémes.

Soit F' un sous espace vectoriel de E, (on note (eq, ..., €y, ) une base de F )
® F est un sous-espace vectoriel de E.
® FNFt={0g}
© quel quesoit u€ B, ucFt < Vie[l,m], uLe
@ dim(F) +dim (F) =n
e (F1y' =F

Démonstrations.
© It est une partie de E et il contient le vecteur nul 0 car Yv € F, < v; 0 >= 0, montrons qu'il est stable
par combinaison linéaire :
. 2
Soient («, 3) € R? et (uy,up) € F*7,
pour un v € F' quelconque,

<our+Puz;v> = a<u;v>+F<ug;v> (bilinéarité)
= a0+4+p0 (car (u1,u2) € FL2)
=0

donc  auq + Buy € F-
Ce qui achéve la démonstration de : F* est stable par combinaison linéaire.
En conclusion :

’ F est un sous-espace vectoriel de E

2]

(Démonstration par double inclusion)

F et F'* sont des sous-espaces vectoriels de F donc | 0p € FNF* |.

Soit u € FNF*,

onau€ F+ donc WYweF <u;v>=0
en particulier v € F donc on a : < u; u >=0 ou encore |[u||> = 0 ce qui entraine : v = O,

on a bien : ’ FnFtc{og}

)

En conclusion : ’ FnF+t={0g} ‘

© Démonstration par double implication.
Siue Ftalors Ywve F, <u |v >= 0 en particulier cela entraine que Vi € [1;m], <u|e; >=0.

Réciproquement : On suppose que pour un u € E, Vi € [1;m], <wul|e; >=0.

P
Prenons un v € F, il existe (A1,...,Ap) € R™ tel que v = Z Ai€;
i=1

p
<ulv> = <u ZAM >
=1
p
= Z N <ule; > (bilinéarité)
=1

= 0

donc Vv € F, <wu|v>=0etainsi ueF*

En conclusion : ’ueFl <~ Vie[l;m], <ule>=0

Autrement dit : un vecteur est dans l’orthogonal de F' si, et seulement s’il est orthogonal auzx vecteurs d’une base
de F.
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O (Admis pour linstant.) On le démontrera avec le théoréeme du rang appliqué a la p,,.

© (Démonstration d’une inclusion)
Soit v € F,
1

pour tout u € F+ ona <u;v>=0 donc wve (F')7,
Fc(FY)*

En admettant @ on a dim(F') = dim ((FL)l) ce qui permet de justifier |F = (Fl)L
Remarque : @ donne dim(F) +dim(F*) =n et dim(F") + dim( (FL)J') =n

Proposition. (Un cas particulier : vecteur normal & un hyperplan)

Soit v = (ai,...,an,) € R™ tel que v # 0p,

n 1
Zaﬂji =0 }
i=1

Vect < v >= {(xl,...,mn) eR"

En effet : {(ml,...wn)ER" {ueFE| <ulv>=0}

zn: a;T; = 0 }
i=1

= {ueFE|VteVect<v> <tlu>=0}

= Vect <v>"+
n
Remarque : dim <{(3:1,...,xn) e R" Zaizi =0 }) =n-1
i=1
Exemples dans R :
(Vect < (1,2, —4) >)" = {(z,y,2) € R® | z—2y—42 =0} {(z,y,2) € R®|22—32 =0 }* = Vect < (2,0,-3) >

11.4.3 Décomposition.

Théoréme

Soit F' un sous espace vectoriel de E,

quel que soit u € E, il existe un unique couple (up,up.) € F X F* vérifiant u = up + ups

définition : up est appelé projeté orthogonal de u sur F, on note le note p,, (u)

Démonstration.
Soit u € E,
e (Ezistence) (non faite en classe)
m
Idée : On note (eq,...e,,) une base orthonormale de F' et on pose v = Z <ule; > ey,
i=1
e d'une partona:v e F

e d’autre part pour tout i € [1;m], <u—wv|e; >=---=0 donc (en utilisant ® ) u —v € F*
(u—w,e;) = (u,e;) — Z(u,ej>(ej,ei> = (u,e;) — (u,e;) = 0.
j=1

donc en posant (up,upr) = (v,u—v) ona: (up,upL) € F x F vérifiant v = up 4+ ups

e (Unicité)

u=v1+ vy

u=v]+vh "

On a alors vy + vy = v} + v}  ce qui entraine vy — v} = v) — vy et doncv; — v} € FNF+
——

supposons qu’il existe deux couples (v1,v2) € F x F* et (v},v}) € F x F* tels que {

eF ert
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oronavuque FNFLt ={0g} doncwv; =v}, puis vy = v}, le couple (v1,vs) est bien unique.

Remarques :
@ p, (z) est Punique vecteur v de R™ vérifiant : v € F et wu—wve FL
® VucR", p.(u)cF et u—p.(u)cF*

® En particulier v — p,.(u) L p,(u), ce qui entraine : ||u — p,.(u)||* + ||p, (w)]|* = |Jul]?.
(théoréme de Pythagore)

O VueF, p.(u)=u et YueFt, p.(u)=0g

En effet : tout vecteur u € F' s’écrit u=_u + Op donc ’ pour tout u € F', p,(u)=u ‘
~~ ~—
cF cFLi
1 oz _ i _
tout vecteur u € F— s'écrit u= 0 + _u donc ’ pour tout u € F~, p,(u) =0g ‘
EF €F+

FL

11.5 Projection orthogonale.

11.5.1 Définition.

Définition. (La projection orthogonale sur F).

Soit F' un sous-espace vectoriel de R™,
La projection orthogonale sur F' est I'application de R" dans R" qui, & tout vecteur u associe
son projeté orthogonal sur F'.

pF: Rﬂ, H Rﬂ,

U > Up oun u= U, + u_
~~ ~—
er ert

Remarques.
e Autrement dit : La projection orthogonale sur F' est I'application qui, & tout vecteur, associe sa composante
dans F lorsqu’il est décomposé sur F et F*-.

eSi F=R" alors p, =ldg Si F={0g} alors p, estl’endomorphisme nul.

Théoréme.

Soit F' un sous-espace vectoriel de R™, la projection orthogonale sur F' est un endomorphisme de R".
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Démonstration : On note p la projection orthogonale sur F.

p: R™ — R", donc il suffit de montrer que p est linéaire

Soient (a, ) € R? et (u,v) € E?,

en décomposant u et v: u= u, +u,_, et v= v, + v _,
~~ ~— ~~ ~—
eFr cFL er cFL

on obtient : au+ fv = a(u, +u_, )+ B, +v ) =ou, +pv, + au_, +pv
——— —_———

er

er-+

L

ce qui donne p(au + fv) = au, + pfv,, en encore : p(au+ fv) = ap(u) + Bp(v)

11.5.2 Caractérisation.

Théoréme.

Soit F' un sous-espace vectoriel de R™,

O pop=p.
@ ker(p) est égal a F-.
® Im(p) est égal a F.

la projection orthogonale sur F' est ’endomorphisme p de R™ vérifiant :

Démonstrations.

e Supposons que p est la projection orthogonale sur F'.
Soit u € E,

pop(u) = p(p(u))

= p(u) (car p(u) € F et Vv € F, p(v) =v)

(Double inclusion)
On sait que u — (u) € F+ donc
e d’une part si p(u) = 0p alors u € F+ donc ker(p) C F*.

5 : 1 _ _ [N €
o d’autre part siu € F~ alorsu = Og + _u donc p(u) =0 d’ou F-— C ker(p).

€EF S

’ ker(p) = F- @ ‘

(Double inclusion)
e d’une part pour tout u € F, wu=p(u) donc F C Im(p)
e d’autre part pour tout u € E, p(u) € F donc Im(p) C F

Im(p)=F ©

e Supposons que p vérifie @ , @ et © .
Soit u € E,

d’une part, p(u — p(u)) = p(u) — pop(u) = 0 donc u — p(u) € ker(p) ou encore u — p(u) € F*
d’autre part, p(u) € Im(p) et comme F = Im(p), il vient p(u) € F

donc p(u) est le projeté orthogonal de u sur F, autrement dit : ’ p est la projection orthogonal sur F' ‘

Remarques :

e Si un endomorphisme vérifie ces trois affirmations alors c’est nécessairement p,..

e En notant M = Matg(p,) (matrice dans une base quelconque), on a : M? = M.

e Le théoréme du rang permet enfin de justifier : dim(F') + dim (FL) =n
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b ker(pF)L = Im(pp) et hn(pF)L = ker(pF)

Ecriture avec une base orthonormale.

Théoréme.

Soient F' un sous-espace vectoriel de R™ et (eq, ..., €,,) une base orthonormale de F'.

m
La projection orthogonale sur F' est définie par : Yu e R", p.(u)= Z <u;ep> eg
k=1

En effet : (Voir la démonstration de lexistence de le théoreme de décomposition).

Remarques :
e Pour définir la projection orthogonale de F' il suffit de connaitre une base orthonormale de F'.

e On utilise ce théoréme pour (entre autres) déterminer la matrice de p, dans la base canonique.

Corollaire. (Projection sur une droite vectorielle).

Soit v un vecteur non nul de R", on note F = vect(v) (La droite vectorielle dirigée par v)

<u;v>
La projection orthogonale sur F' est définie par : YueR", p,(u) = W
v
En effet : en notant : e; = ﬁ on a (e1) est une base orthonormale de F donc (d’apres le théoréme)
v
() - - < v > v <u;v>
prlu) =<<u;er>er = (U, +—) 7/ = ——5— U
i [vll/ [lvl] o]

11.6 Distance.

11.6.1 Définitions.

Définition. Distance entre deux vecteurs.

Soient u et v deux vecteurs de R",
on appelle distance (euclidienne) entre u et v le réel ||ju — v||.

Propriétés :

Soient u, v et w trois vecteurs de R"™,

O d(u,v) > 0. 0 d(u,v) =d(v,u). O d(u,v)=0 < u=wo. 0 d(u,w) < d(u,v)+d(v,w)

Définition. Distance d’un vecteur & une partie non vide de R™.

Soit u un vecteur de R™ et S une partie non vide de R",
on appelle distance de u & S le réel : inf ({d(u,v) | v e S })

(on notera d(u, S) ce réel)

Remarque : La borne inférieure existe car cet ensemble de réel est minorée par 0.

Revoir la définition d’une borne inférieure et le théoréme de la borne supérieure dans R.

Quand Pensemble {d(u,v) | v € S } posséde un plus petit élément, (ie : v € S : d(u,v) = d(u,S)), on note

d(u,S) = min({d(u,v) |ve€ S })
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11.6.2 Lien entre distance et projeté orthogonal.

Théoréme.

Si F est un sous-espace vectoriel de R” alors Vu € R", d(u,F) = ||u—p,(u)|] ‘

Autrement dit : Ce résultat signifie que la distance a F est réalisée par le projeté orthogonal.

Démonstration.
e Soit v € F
u—v = (u—Pr(u)) + (Pr(u) —v)
€EF+ EF
donc (en appliquant le théoreme de Pythagore) : ||u—v||> = |ju— Pe(u)|®* + [|Pr(u) — v|?

I* < flu—of?

les normes sont positives donc on obtient : Yo € F, |ju — Pr(u)| < ||u—v].

e On en déduit que : ||lu — Pp(u)

e et comme pr(u) € F on obtient : ||u — pp(u)|| = min{||u —v|| | v € F }

[d(u, F) = [[u—prw)]| |

Remarques :
Pour u un vecteur de R™ et F' un sous-espace vectoriel de R,
o du,F) = Ip,, ()]
e p.(u) est le vecteur de F réalisant le minimum sur F de la fonction v — d(u,v).
e Pour tout v € F, d(u,p,(u)) < d(u,v), ou encore ||u —p,(u)|| < ||lu—7]]|

e Ici lensemble {d(u,v) | v € F' } admet un plus petit élément, d(u, F) = min({d(u,v) |v € F })

11.6.3 Cas particulier. (complément)

Proposition. (Distance d’un vecteur & un plan de R?).

Soit n un vecteur non nul de R®, on note F'= {v € R® | v L n}  (Le plan de vecteur normal n)

. <u; n>
Vu € R?, d(u,F):!
Il
n
En effet : En posant e; = Tl (e1) est une base orthonormale de F* donc P, (u) =<uler > e

n

. | <u;n>|

on en déduit : ||pFL(u)H = | < ulel > | = T

n

11.6.4 Ajustement affine par la méthode des moindres carrés.

(voir Anneze C)
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12.1 Couples de variables aléatoires discrétes.

12.1.1 Introduction.

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur le méme espace (Q, 7,P) .

fini dénombrable
o iy ,
onnote X(Q)={xz; |iel} avec I=[1;n] ou I=N (etV(i,j) € I7, i#j= x; #xj)
Y(Q)={yi|i€eJ} avec J=[1;n'] ou J=N (et V(i,j) € J?, i#j= vy #vyj)
Définition.
L’application (X,Y): Q — R? est appelée couple de variables aléatoires sur (2, .7,P) .

w — (X (w),Y(w))

Remarque : (X,Y)(Q)) C X(Q) x Y (Q)

(autrement dit : certains couples de X (w) X Y (w) peuwvent ne pas étre pris par (X,Y) )

12.1.2 Loi conjointe.

Définition.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires sur (2, .7,P) .
On appelle loi (conjointe) du couple (X,Y) Papplication X (2) x Y(2) — R .
(zy) = P(X =z]n[Y =y])

Remarques :

e Donner la loi conjointe du couple (X,Y) c’est :
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donner X(Q), Y(2) et donner pour tout (i,5) € I x J, P(X =z;) N (Y =y;))

e Lorsque le nombre de valeurs est fini on présente souvent la loi conjointe sous forme de tableau.
(Voir EX 1 dans la feuille_cours_13)

e on ne donne pas toujours la loi conjointe sous la forme d’un tableau.
(Voir EX 2 dans la feuille_cours 13)

e On pourra noter (X =z,Y =y) Pévénement (X =xz)N (Y =y).

Proposition. (Systeme complet d’événements)

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires finies sur (2, .7,P) .
® Pour tous (z,y), (z/,9) de X(Q) x Y(Q)

@y #@y)=X=zY=yn(X=2Y=y)=0
(2] U (X=2;,Y =y;)=Q
(i,4)eIxJ

® La somme double Z P((X =x;,Y =y;)) converge et sa somme vaut 1.
(i,5)€IxJ

12.1.3 Lois marginales.

Définition.

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes de (92, 7, P),
- la loi de probabilité de X est appelée premiére loi marginale du couple (X,Y),
- la loi de probabilité de Y est appelée deuxiéme loi marginale du couple (X,Y).

Proposition : lien entre la loi conjointe et les lois marginales :

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes de (2, 7, P),

viel, B(X=a))=Y B(X=a]nlY =y)) Vied BY=y)=  B(X=aln]y =y)
jeJ iel

Justification : C’est juste Uapplication de la formule des probabilités totales. (version avec les intersections)

On peut résumer les différentes propriétés dans un tableau quand les variables sont finies.

X\Y 1 Y2 ce Yn' P(X = T?)
x1 P11 P12 s Pin ZPL
T2 D21 D22 te P2n’ ZPQ-
Tn Pn1 Pn2 e Pnn’ Pn.
P(Y=y;) | Y. p1 > p2 = Y P 1

12.1.4 Indépendance de variables aléatoires.

Définition :

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes de (2, 7, P),

Dire que X et Y sont indépendantes signifie que

V(i,j) € IxJ, P(X =z]n[Y =y;]) =P(X =z]) xP([Y = y,])
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Remarques :
- Cela revient & dire que pour tout (7,7) les événements [X = z;] et [Y = y;] sont indépendants.
- Lorsque les variables sont indépendantes on peut construire la loi conjointe avec les lois marginales.

- Pour montrer que deux variables ne sont pas indépendantes, on cherche un couple (4, ) :
P(X =z]n[Y =y;]) # P(X =z:]) P([Y =y,])

- Sur 'EX 1 X et Y ne sont pas indépendantes car :
- Sur '’EX 2 X et Y ne sont pas indépendantes car :

12.1.5 Lois conditionnelles.

Définition :

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes de (2, 7, P),
e Pour tout z € X(2) tel que P([X =z]) #0,

La loi conditionnelle de Y sachant [X = z] est application Y () — [0,1]
y o Pix—g (Y =9))
e Pour tout y € Y(Q2) tel que P([Y =y]) #0,
La loi conditionnelle de X sachant [V = y| est 'application X (Q) — [0, 1]

r IP)[Y:y]([)( = z)

Propositions : (Loi conjointe / lois conditionnelles).

V(i,j) eI xJ, P(X =z]n (Y =y;)) =P(X = 25]) X Prx—z,)([Y = y;])

V(i,j) e IxJ, P(X =z]n([Y =y;]) =P([Y = y;]) x Pry—y,)([X = z:])

Justification :  Cela découle directement de la définition d’une probabilité conditionnelle.

Propositions : (Lois marginales / lois conditionnelles).

Viel, P(X=a])= P(IY = y]) x Py, (X = zi])
jeJ

Vied, P(Y =y)) =) P(X =x]) x Px—p([Y = y5))
il

Justification : On applique la formule des probabilités totales. (Version avec les probabilités conditionnelles).

Exemple classique vu dans la feuille Exo 8.

Une tortue pond N ceufs. On suppose que N est un variable de Poisson de paramétre A.

On note X le nombre de survivants.
1. Pour ¢ € N,  donner la loi conditionnelle de X sachant (N = 1).

2. En déduire pour tout k € N, la probabilité P(X = k).

Chaque ceuf pondu a la probabilité p €]0, 1] de survivre et ceci indépendamment des autres ceufs.

1. Sachant (N = 1), I’expérience est constituée de i épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes, le

succeés étant : "'oeuf survit" a pour probabilité p et X est le nombre de succés donc X donc

| Sachant (N =14), X — B(i,p) |

2. Les valeurs prises par X sont les entiers naturels,

pour chaque k € N, on applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet (N = i);en

P(X=k = JiOP(N =) Py_i(X = k)
1=0
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400 i .
A VY ok ik .
= Z —e T X P q (on supprime des termes nuls)

(Changement d’indice)

o=
= —Mpke ( série exponentielle )

X — Z(\p)

12.1.6 Recherche de la loi de u(X,Y) sur des exemples.

Proposition.

Soient X et Y deux variables aléatoires de (£2,.7,P) et u une fonction de R? dans R,
Si la fonction u est définie sur X (2) x Y (2) et les variables aléatoires X et Y sont discrétes
alors u(X,Y) est une variable aléatoire discréte de (92, 7, P)

Remarques : u(X,Y) est la variable aléatoire qui a tout w € Q associe le réel u(X(w),Y (w)).
Exemples : X +Y, XY, min(X,Y) et max(X,Y).

En pratique.

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes et u une fonction définie sur X (Q2) x Y (£2),
on note Z = u(X,Y),

alors  pour tout z € Z(Q),  P([Z=2)) =) Y P(X=az]n[Y =y]n[Z=z)
i€l jeJ

Justification : On applique juste la formule des probabilités totales.

On reprend 'EX 1 de la feuille Cours_ 13

A\ lo 1| 2|3
1 1
3 = 0 0 =
8 8
3 3
4 0 16 0 6
6 6
5 0 0 33 33
K 314(15]6]|7|8 w 01213
Laloide Z=X+4Y: La loi de W = max(X —3,Y) :
P(Z = z2) P(W = w)

Un autre exemple :

On considére un couple de variables aléatoires (X,Y") a valeurs dans N* x N* dont la loi conjointe est donnée par

1
.o %2 s N
V(i,7) € N*5, ]P’(X_Z,Y—])—ziﬂ,.

Quelle est laloide Z =X —-Y7?
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12.1.7 Espérance de u(X,Y) .

Conformément au programme on ne donne le théoréme de transfert que pour deuz variables aléatoires discrétes finies.

Théoréme : (Théoréme de transfert)

Soient X et Y deux variables aléatoires de (€2,.7,P) et u une fonction de X () x Y'(€2) dans R,
Lorsque X (£2) et Y () sont finis :

la variable aléatoire u(X,Y") admet (toujours) une espérance qui vérifie :

n

E(u(X,Y)) = ZZU(fcmyj)]P’([X =z N[Y =yl

=1 j=1

Exemples

12.2 Covariance. Variance d’une somme.

12.2.1 Définition.

Définition :

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes de (2, 7, P),

Si X, Y admettent une variance alors (X,Y’) admet une covariance donnée par :

cov(X,Y) = E((X CE(X)) (Y — E(Y))) ou cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
Démonstration.
E((X CE(X)) (Y — E(Y))) - E(XY ~E(X)Y —E(Y) X + E(X) ]E(Y))
= E(XY)-EX)EY) - EY)E(X) +E(X)E(Y)

E(XY) — E(X)E(Y)

Remarques :

® Quand cov(X,Y) = 0 on dit qu’elles sont décorrélées.

@ Quand cov(X,Y) < 0, en moyenne quand la valeur de X est grande, celle de Y a tendance a étre petite.
® Quand cov(X,Y) > 0, en moyenne quand la valeur de X est grande , celle de Y a tendance a étre grande.
@ On peut remplacer la condition d’existence "X, Y admettent une variance" par (au choiz)

e X et Y admettent un moment d’ordre 2. e X, Y et XY admettent une espérance.

® Quand ’ensemble des valeurs est fini il n’y a pas de probléme d’existence.

® Pour a une constante : cov(X,a) =0 et cov(a,X)=0

Exemple EX 1 :

xX\Y o] 1]|2]3
3 Lo lol] 22
8 8 | 4
3 3 3
4 0| — |0 | = |=
16 6 |8
6 6 |3
5 010 =135 |3
13 1
== = |1
8116 | 16 | 2
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Exemple EX 2
La loi conjointe de (X,Y) est : (X,Y)(Q) C (N*)? et V(k1,k2) € (N2, P((X = k)N (Y = kg))

= k2 2 2J’lék1<k?27
X suit la loi géométrique de paramétre p et Y(2) = [2; 400 et pour tout k > 2, P(Y =k) = (k—

) k— 2p2
On pourra utiliser la remarque :
En notant Z le nombre d’épreuves entre le ler et le 2-iéme succéson a: X =Y + Z et Y et Z indépendantes.

Proposition.

Soit X une variable aléatoire discréte de (Q, 7, P),
Si X admet une variance alors cov(X, X) = V(X)

Remarque : A mettre en paralléle avec : < ulu >= ||u||> vue dans le cours : "Produit scalaire dans R™" .

12.2.2 Propriétés.

Propriétés : "C’est une forme bilinéaire positive et symétrique".

Soient X, Y et Z trois variables aléatoires discrétes de (€2, 7, P) admettant une variance et a, b deux réels
quelconques,

O cov(X, X) >0 0 cov(X,Y) = cov(Y, X)
O cov(X, aY +bZ) =acov(X,Y)+beov(X, Z) O cov(aX +bY, Z)=acov(X,Z)+beov(Y, Z)

Démonstration. de ©
cov(X,aY +bZ) = E(X(aY +b02)) — E(X)E(aY +bZ)
= FE(XY +bXZ)—- E(X) (aE( )+ bE(Z)) (linéarité de l’espérance)
= aBE(XY)+ bE(XZ) —aE(X)E(Y ) - bE(X)E(Z))
— a(B(XY) ~ E(X)E(Y)) +b(E(XZ) - B(X)E(Z))
acov(X,Y) —|—bcov(X, Z)

’ /
n n n

Ccov Zale,Zb]Y] = ZZaibjcov (XZ,Y})

i=1 j=1 i=1 j=1

Remarque :

n m
e A mettre en paralléle avec : <Z oz,;) Z B; | vue dans le cours : "Somme double"

P P’
e A mettre en paralléle avec : <Z u; ; Z vj> vue dans le cours : "Produit scalaire dans R™" .

Théoréme : (complément)

‘ Si X, Y admettent une variance alors  cov(X,Y)? < V(X)V(Y) ‘

Démonstration. On se place sous '’hypothése V(X) # 0 et on pose P(A) = V()\X + Y)

PO = v(xx + y)
= MV(X)+ 2 cov(X,Y) + V(Y)
et comme V(X) # 0, P est un polynome de degré 2 dont le discriminant est : A = 4cov(X,Y)? — 4V (X)V(Y),

P(\) est la variance d’un variable aléatoire donc Vo € R, P(x) > 0, donc P a au plus une racine réelle et ainsi
A < 0 ou encore

lcov(X,Y)? < V(X)V(Y)]

Remarque : A mettre en paralléle avec : I'inégalité de Cauchy-Schwarz vue dans : "Produit scalaire dans R™" .
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12.2.3 Variance d’une somme.

Théoréme

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes de (92, .7,P),

Si X et Y admettent une variance alors X + Y admet une variance et :

V(X +Y)=V(X)+2cov(X,Y) + V(Y)

Démonstration.
VIX4+Y) = cov(X+Y,X+Y)
= cov(X, X+Y)+cov(y, X +Y)
= cov(X,X)+ cov(X,Y) + cov(Y, X) + cov(Y,Y)
Remarques :
e A mettre en paralléle avec : ||u +v||* = |[u||* + 2 < ulv > +||v||* vue dans : "Produit scalaire dans R™"

e On peut en déduire que o(X +7Y) < o(X) +0(Y)

Corollaire

Pour a et b deux réels,

V(aX +bY) = a®V(X) + 2abcov(X,Y) + B*V(Y)

En effet. On applique le théoréme avec X < aX et Y < bY

Proposition. (Complément)

Pour n variables aléatoires discrétes (Xg)1<kgn

n
Si (Xk)i1g<kgn admettent des variances, alors E X, admet une variance et
i=1

V<iX"> = V(Xi) + 2 Z cov(X;, X;)

1<i<jsn

-

Pour tout (ay,...,a,) € R",

1% <zn:aiXi> = zn:a?V(Xl) + 2 Z aiajcov(Xi,Xj)
i i=1

1<i<jsn

En effet.

Remarque :

Si Y est une combinaison linéaire de variables aléatoires admettant chacune une variance alors Y admet une variance.

12.2.4 Cas particuliers des variables aléatoires indépendantes.

Théorémes.

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes admettant des variances,
O Si X et Y sont indépendantes alors F(XY) = E(X)E(Y)

O Si X et Y sont indépendantes alors cov(X,Y) =0
® Si X et Y sont indépendantes alors V(X +Y)=V(X)+V(Y).

Théoréme.

Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et (Xj)1<p<n des variables aléatoires discrétes

Si les X}, sont (mutuellement) indépendantes et admettent chacune une variance alors

n n n
Z X; admet une variance et V <Z Xi> = Z V(X3)
i=1 i=1

=1
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Remarques :
e Ici I'indépendance deux a deux des variables aléatoires suffit. (complément)

e A mettre en paralléle avec : le théoréme de Pythagore vue dans : "Produit scalaire dans R™" .

12.2.5 Coefficient de corrélation.

Définition :

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes de (2, 7, P),
Si X, Y admettant des variances non nulles alors
cov (X,Y)

on appelle coefficient corrélation linéaire du couple (X,Y) leréel :  pxy =
oxoy

Théoréme. (complément)

Pour toutes variables aléatoires discrétes X et Y admettant des variances non nulles on a :

0 -1<pxy<l1

@ pxy=-1 ou pxy=1 < H(a,b)ERQ: P([Y =aX +0b)) =1

Démonstration :
O est une conséquence directe du théoréme 12.2.2.

Pour @ : en utilisant les notations du théoréme 12.2.2 :

(cov(X,Y))* = V(X)V(Y) A=0
P posséde une racine réelle car A <0
DeR: V(AX+Y) =0

JAeR: AX +Y est quasi-certaine

JAND) eR*: P(AX+Y =0b]) =1

J(a,b) eR*: P(Y =aX +1b]) =1

[ A

| (cov(X, ) =V(X)V(Y) < 3(a,b)eR% P(Y=aX+b)=1|

Remarque :

SiY =aX + b, alors les valeurs de a et b sont faciles & obtenir :

cov (X,Y)
= ————" =FY)—aE(X
a VX et b (Y)—aE(X)
Eneffet : SiY =aX+0,

e on a d’une part (linéarité) [b=E(Y) — aE(X)|

e d’autre part : Y — aX et X sont indépendantes car ¥ — aX certaine donc cov(X,Y —aX) =0
cov(X,Y)
V(X)

on obtient a=

Remarque.
Ces formules sont & mettre en paralléle des coefficients de la droite de régression du cours de statistique.
(voir anneze C)
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Fonctions indicatrices.

Définition :

Soient E un ensemble et A une partie de E,

On appelle fonction indicatrice de A, (notée : 14) l'application de: E — {0,1}

T —
0 sinon

1 si zeA

Remarque : 14 peut prendre juste deux valeurs O et 1 donc Ve € E, 1x(z)=1 < z € A.

Une autre notation.

Soit E un ensemble et P(x) une propriété dépendant d’un élément x de E.

en notant A ={z € E'| P(r) } pour tout z de E, onnote: lpg) =TLa(z)

Remarque : Si P(z) vraie alors 1p(,) =1 sinon 1p(,) =0.

Cours sur les ensembles finis :

Soit F un ensemble fini,

@ Soit A une partie de E, card(A) = Z 1a(x)
zel

O Soient A et B deux parties de F, card(AN B) = Z 1p(x)
€A

zEE

® Soient P(z) une propriété dépendant d’un élément x de F, Z 1p) =card({z € E | P(x) })

Cours sur I'indépendance des événements et des VAR :

Soit (2, .7,P) un systéme probabilisé.

O (Complément) Soit (Ag)1<k<n une famille d’événements,

Les événements Ay sont mutuellement indépendants

O Si A est un événement alors 1 4 est une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli Z(P(A))

si, et seulement si, les variables aléatoires 14, sont indépendantes.

Autres relations, autres remarques :

e Produit de convolution discret.
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Zﬂlgk—ign = ZZ]li+j=k =card ({(4,5) € [LL,n]* | i+j=k})

i=1 i=1 j=1

Détail du raisonnement :

n n
E Liyj=r = E Tj—p—s
i=1 i=1

1 sik—1i€[l;n]

0 sinon

= Tigk—ign

e Inversion d’'une somme double triangulaire

n [ n n n n n n
Y D g =y > alici=y > alici=Y Y aig

i=1 j=1 i=1 j=1 j=1i=1 j=11i=j
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Minimum. Maximum. Somme

B.1 Variables aléatoires a valeurs dans N

e Pour le max de deux VAR indépendantes a valeurs dans N :

VkeN, Pmax(X,Y)<k) = P((X

k)N <k))
- PIX )

<
<k)P(Y <k

car X etY sont indépendantes

et
P(Z=k)=P(Z<k)—P(Z<k-1)

e Pour le max de deux VAR indépendantes & valeurs dans N :

VkEeN, Pmin(X,Y)>k) = P(X>knNY >k))
P(X>k)P(Y > k) car X etY sont indépendantes

et
P(Z=k)=P(Z>k—-1)—P(Z>k)

e Pour la somme deux VAR indépendantes & valeurs dans N :

VkeN, P(X+Y =k)

k
= Z P(X=9)NnX¥ =k—1)) (On enléve des termes nuls )
=0

k
= Z PX=i)xPY =k—1) car X etY sont indépendantes
=0

k
PX+Y=k)= ZP(X =1) X P(Y =k — 1) (produit de convolution discret)
i=0

e Si X suit laloi 4(p) alors P(X <k)=1-¢" et P(X>k) =d¢" (ohg=1—-p)

e Le minimum de VAR suivant des lois géométriques suit une géométrique.

k
e Si X suit la loi Z([1,n]) alors pour tout k € [0;n], P(X < k)= % et PX>k)=1- -

e Pour ’espérance :
X+Y =min(X,Y) + max(X,Y)

e Si X est a valeurs dans [1,n], E(X)= ZP(X > k)

e Si X est a valeurs dans N, E(X) = Z P(X 2 k) (sous réserve de l’existence de cette somme)
k=1

+E.OP((X =)N(X+Y =k)) (FPT avec le SCE (X =1)ien)
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Remarques :

e La relation X +Y = min(X,Y) + max(X,Y") est utile pour le calcul des espérances car elle donne une relation

entre les trois espérances : E(X +Y) = E(min(X,Y)) + E(max(X,Y))

n +o0
e Les formules E(X) = Z P(X>2k) et E(X)= ZP(X > k) ne sont pas au programme de BCPST.
k=1 k=1

—+oo

e Une idée de la démonstration de E(X) = Z P(X 2= k) : (Il manque des théorémes pour justifier ces calculs)

k=1

400 400

DD P(X =i)lizy
k=111=1
+0oo 400

= Y ) P(X =i)liz

i=1 k=1

+oo ¢
= Y Y P(X =i

i=1 k=1

+oo
= Z iP(X =)

“+o0
Y P(X >k)
k=1

+oo
= ) iP(X=i) = E(X)
=0

e On a aussi vu dans ces exercices les égalités suivantes :

> ickoicn =YY Liyjmp = card ({(i.j) € [Ln]* | i+j=Fk})
=1

i=1 j=1

B.2 Variables aléatoires a densité

e Pour Z = max(X,Y) ou X et Y sont deux VAR indépendantes a densité :

VeeR, Fz(z) = Pmax(X,Y)<x)

z) P(Y < x) car X et'Y sont indépendantes

e Pour Z = min(X,Y) ou X et Y sont deux VAR indépendantes & densité :

VeeR, Fz(z) = 1—Pmin(X,Y)>z)

= 1-P(X>z)n(Y >ux))
1-P(X>z)PY >x) car X etY sont indépendantes
= 1-(1-Fx(z))(1 - Fy(z))

e Le minimum de VAR suivant un loi exponentielle est une loi exponentielle.

e (Produit de convolution) Si X et Y sont indépendantes alors :

e X +Y est une variable a densité.

+oo
o I+ / f(t)g(x — t) dt est une densité de X +Y.

e La somme de gaussiennes indépendantes est une gaussienne.

e Somme de deux VAR indépendantes a valeurs dans Ry, (comme par exemple la loi exponentielle)

“+o0 +oo
Pour z € R, / f(t).]lR+ (t)]l]RJr (.’L’ — t) dt = / f(t).]lt>0]lt<3; dt

— 00 — 00
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+oo
_ / F() Locrendt

donc

+oo
Pour tout x € R, /

— O

)12 (01 (0~ 04t = 1 0) - [ (0t

e Pour deux VAR indépendantes & valeurs respectives sur [a,b] et [c,d]. (comme par exemple des lois uniformes)

On suppose b —a < d—c,

+o0 +oo
o(x) Z/ F) Lpap(t) gz —t)dt = / FO) Ly (t) Ljp—ae—q(t)dt

_ _+oo
= / () Lig p)nz—d,z—a (t) dt
—00
x —00 a+c b+ a+ bt d oo

c d
T—c b b
(@) 0 / f(tyat / f(t)yat / s 0

e Un exemple avec X et Y sont indépendantes et de méme densité : f : ¢ — Lo 1y(t).

0 si z<0

T si O0<ax<l1

T — est une densité de X +Y
2—x si 1<ax<?2

e (Vu dans un DS, mais la aussi hors programme)
Pour X une variable aléatoire (quelconque) a valeurs positives admettant une espérance on a la formule suivante :
—+o0

E(X)= P(X > x)dx
0
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Régression linéaire

Cette feuille regroupe l'essentiel de ce que nous avons vu sur les sujets MMI 2017 et 2019 dans la feuille 24
d’informatique.

Cette notion apparait dans plusieurs chapitres du programme de mathématiques :
- Cours de statistiques : Coeflicients de la droite de régression linéaire d’une série double de données.
- Projection orthogonale : Calcul de la distance d’un vecteur u & un plan Vect(vy, v2).
- Fonction de R? dans R : Calcul d’un point critique de (a, b) — F(a,b).

Objectif :
Déterminer le meilleur ajustement affine au sens des moindres carrés du nuage de points :
((z1,91), (X2,Y2)5 -y (Try Yn)) (on suppose que les x; ne sont pas tous égauz)
Autrement dit : "

on veut trouver la droite d’équation y = a 4+ bx qui minimise la somme E riz ou les r; sont définis sur la
i=1
figure ci-dessous :

Ni(z;,a+ bx;)

r;, = M;N; = ‘yz — (a + b.’lﬁl)|

Notations usuelles :

02 =22 —(2)? (variance empirique de (x;)) et cov(z,y) =Ty —Z 7 (covariance empirique de (z;,v;))

Remarque : les x; ne sont pas tous égaux donc O‘i #0.

Résultat fondamental

cov(z,
Les coefficients de cette droite appelée droite de régression linéaire sont : b = # et a
UJ)

Il
|
|
>
I
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e Premiére approche.

On note u = (Y1, .oy Yn), 1 = (1, ..., 1) et vg = (21, .0y Ty)
(la famille (vi,v2) est une famille libre car les x; ne sont pas tous égauzx)

on note H le plan vect(vy,vs).

On sait que la distance de v & H est le minimum de {||u —avy — bual| | (a,b) € RQ} et ce minimum est atteint

lorsque avy + bvy est le projeté orthogonal de u sur H.

n n

Or, pour tout (a,b) € R?, |[u — avy — bvo||* = Z (yi — (a+ bxi))z = er
i=1 i=1
n
Ainsi, minimiser er revient & projeter u sur H. Autrement dit trouver (a,b) tel que : py(u) = avy + bvg
i=1

avi +bvg =p,, (u) <= u— (avy +bvy) € H*

u— (avy +bug) L vy

e
u— (avy + bug) L vy
<u— (avy + bvg)jvy >=0
e
< u— (avy + bvg)|va >=0
<ulvy >=a<vi|vy>+b<wvy|v >
e
<ulvy >=a<wv|ve>+b<vg|vy >
<wvp|vr > <wvp|ug > a <ulvy >
< =
<wvg|v > <wvglug > b <u|vg >
on remarque que
<wv vy >=n <y |ve >=nZ <U2|v2>:nﬁ <u|vy >=ny < u|vy >=nTy
on obtient le systéme :
n  nx a ny 1 z a Y
__ = e =
nTt nx? b nTyY T x2 b Ty
a+ zb=7
e __
Ta+22b=Ty
a + Tb=y
— . Y Lo« Ly — L,

On obtient alors (car o2 # 0) :

¢ Deuxiéme approche.

On définit F : (a,b) —> Z (y; — a — bx;)?,

i=1
n

On remarque que F'(a,b) = Z 72, on cherche donc a et b tels que F(a,b) est minimal.
i=1
La premiére approche justifie que F' admette un minimum donc on cherche le(s) point(s) critique(s) de F.

n
F:(a,b) — Z (yi — a — bx;)? est polynomiale en a et en b donc elle admet des dérivées particlles.
i=1
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Z—Z(a, b) = ‘ 2(y; —a — bxy)

i=1

i=1 i=1

n

donc

oF

—(a,b) =0

- (a,b)

8F( b =

a7 T
<~
s

a + zb=7

Ta+22b=7y

a=9y — bx
cov(z,y)
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Annexe — Equations différentielles
autonomes d’ordre 1

Nous allons ici présenté des exemples vus cette année en devoir maison (DM4) et en informatique info  15.

Cadre d’étude.

On s’intéresse aux équations différentielles de la forme :

vtel, y(t) = F(y(t)) ot F' est une fonction continue.

Idée fondamentale.
Le taux de variation de y ne dépend que de la valeur de y.

Conséquence importante.
L’étude qualitative repose sur le signe de F' :

— si F(y) > 0 : y est croissante;
— 51 F(y) <0 : y est décroissante;
— si F(y) =0 : y est constante.

Points d’équilibre.
Les solutions constantes sont données par :

On les appelle états d’équilibre.
Stabilité (idée intuitive).
— Si les solutions voisines se rapprochent de yg : équilibre stable.

— Si elles s’en éloignent : équilibre instable.

D.1 Modéle malthusien (croissance exponentielle).

Modélisation.
On suppose que le taux de variation de la population est proportionnel & sa taille :

y'(t) = ky(t) ott £ € R est une constante.

Reésolution.
Les solutions sont les fonctions : y : t — yg e** ot yo = y(0).

Etude suivant le signe de k.
— Si k > 0 : croissance exponentielle.
— Si k£ =0 : population constante.

— Si k < 0 : décroissance exponentielle (extinction).
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Temps caractéristique.
Si k > 0, le temps de doublement vérifie :

yt+T)=2yt) = T=—

Lecture qualitative.
— Plus la population est grande, plus elle croit vite.

— Il n’y a aucun frein a la croissance.

Limites du modéle. Ne tient pas compte des ressources limitées. Non réaliste & long terme.

Interprétation biologique. Mode¢le valable sur des temps courts : croissance bactérienne initiale,
population sans contrainte.

D.2 Modéle logistique (croissance avec saturation).

Vour le DM 4

Modélisation.
On suppose que la croissance est freinée lorsque la population devient grande :

v = kute) (1- 52

ol k£ > 0 est un taux de croissance et K > 0 une capacité limite.
Interprétation.
— siy < K :y(t) ~ ky(t) (comportement malthusien) ;
— si y = K : la croissance ralentit ;

— siy > K : la population décroit.

Equilibres : 4/(t)=0 <= y=0ouy=K

Stabilité : 0 est instable et K est stable.

Reésolution.
Faite dans la feuille info_ 15 et dans les sujets : MMI 2022, MCR 2023 et ENS 2025.
K K — Yo
Pour yg > 0, la solution est : y(t) = ——— ou C = .
Yo y( ) 1+ Ce—kt Yo
Comparaison : solution exacte et méthode d'Euler
LOT — solution exacte e
Euler (dt > 0) n = 20 =
—+- Euler (dt < 0) n =20 /
0.8 - " 4
/
/
rf
0.6 - .
0.4 1
0.2 4
0.0 4
0 2 2 6 8 10

Figure extraite de la correction de la feuille info 15

Comportement asymptotique. lim y(t) = K
t——+oo

K
Point d’inflexion. La croissance est maximale pour : y = 5 (changement de concavité de la courbe).
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D.3 Modéle de Gompertz.

Ce modéle n’a pas été vu cette année.

Equilibre : y=K.

Lecture qualitative :

K
—si0<y< K : ln<> > 0 donc croissance;;
Y

K
—siy>K: ln<> < 0 donc décroissance ;
Y

— K est un équilibre stable.

Solution.

On se raméne a une équation différentielle linéaire en posant z(t) = In(y(t)).

y(t) = Kexp(— Ce™*)

Interprétation biologique :

Modéle adapté aux phénomeénes ol la croissance est freinée de maniére exponentielle
(par exemple : croissance tumorale).

D.4 Modéle de Lotka—Volterra (proie—prédateur).

Modélisation.

On considére deux populations :  z(t) : effectif de la population de proies,

y(t) : effectif de la population de prédateurs.

Le modéle s’écrit :
2/(t) = aa(t) - ba(t)y()
y'(t) = —cy(t) + dz(t)y(t)
avec a,b,c,d > 0.
Interprétation des coefficients.
e ¢ : taux intrinséque de reproduction des proies;
e b : taux de mortalité des proies due aux prédateurs;
e ¢ : taux de mortalité intrinséque des prédateurs;

e d : taux de reproduction des prédateurs liés aux proie mangées.

4.0 4

3.5 1

3.0

2.5

2.0 A

1.5 A

1.0 A

0.5 4

T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0

Figure extraite du sujet du DM 4

T
17.5

T
20.0
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Avec la méthode d'Euler Avec la méthode de Heun

2.5

2.5 1
2.0 |

2.0 |
1.5

1.5 A

1.0 1.0 1

0.5 0.5

1 2 3 4 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0

Figure extraite du sujet de la correction du DM J

Equilibres. (z,y) = (0,0) et (g,%)

Interprétation. (Extrait de la correction du DMJ)

L’effectifs des deux populations présentent des oscillations périodiques. Le nombres de liévres augmente en premier,
ce qui fait croitre le nombre de Lynx. Le taux de prédation devient trop grand cela fait chuter le nombre de liévre

ce qui fait chuter a son tour le nombre de lynx.

D.5 Lien avec l'informatique (méthode d’Euler).
Cette méthode permet d’approcher numériquement les solutions. Voir la feuille info 13.

On cherche a tracer la courbe de 'unique solution du probléme de Cauchy :

vtel, y'(t)=Fy®) et ylto) =0
Pour cela on écrit ’approximation :

y(t +dt) —y(t)

o ~ F(y(t)) ou encore y(t + dt) = y(t) + dt x F(y(t))

La méthode pour obtenir une approximation de la courbe solution sur [¢,ty] consiste & :

. : ty —to
- subdiviser [to,ts] en n intervalles de méme longueur |dt = ——|,
n

- de déterminer une approximation yj, des images y(t) avec la relation de récurrence suivante :

Yir1 = Y + dt - F(yy)]
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D.5.1 Modéle logistique (extrait de la correction de la feuille info 15).

On applique ici la méthode d’FEuler au probléme différentiel suivant :

sur [0, 10],

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def euler(n, a, b):
dt = (b-a)/n
t = np.zeros(n+1)
y = np.zeros(n+1)
t[0], y[0] =5, 0.5
for k in range(n):
tlk+1] = t[k] + dt

y[k+1] = y[k] + dt * (y[k] - y[kI**2)

return t, y

# tracé des solutions approchées
n = 20
t, y = euler(n,5,10)

# Principe de la méthode d’Euler.

plt.plot(t, y, ’--+’, label = f"Euler (dt > 0) n = {n}")

t, y = euler(n,5,0)
plt.plot(t, y, ’--+’, label

plt.xlabel("t")
plt.ylabel("y")

plt.legend ()
plt.grid(True)
plt.show()

D.5.2 Modéle Lotka-Volterra

On s’intéresse au cas particulier :

sur [1,9],

N = 1000

ti, tf =1, 9
dt = (tf-ti)/N
t = np.zeros(N)
x = np.zeros(N)
y = np.zeros(N)

t[0] = ti
x[0] =1
y[0] = 2

for k in range(N-1):
tlk+1] = t[k] + dt
x [k+1]

f"Euler (dt < 0) n

{n}")

x[k]+ dt * (3*x[k] -x[k]l*y[k] )

ylk+1] = y[k] + dtx( 2*x[k]l*y[k] - y[k])

plt.figure(’Exemple 27)
plt.plot(t, x)
plt.plot(t, y)
plt.show()
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