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Chapitre 1. Outils

1.1 Vocabulaire de la logique et des ensembles.

1.1.1 Logique élémentaire.

Définition : Négation, et/ou

Soient P et () deux propositions :
e (NON P) qui est vraie si P est fausse et fausse sinon.

e (P ou @) qui est vraie lorsqu’au moins une des deux propositions est vraie, et fausse sinon.

e (P et @) qui est vraie lorsque P et ) sont vraies, et fausse sinon.

Remarques :
- Vrai et Faux les deux "valeurs de vérités".
- On dit que P équivaut a QQ quand ils ont méme valeur de vérité.

Propriétés.
(P et Vrai) équivaut a P (P ou Vrai) équivaut a Vrai
(P et Faux) équivaut & Faux (P ou Faux) équivaut a P
(P et P) équivaut a P (P ou P) équivaut & P
(P et @) équivaut a (Q et P) (P ou @) équivaut & (Q ou P)
Pet (Q et R) équivaut & (P et Q) et R P ou (Q ou R) équivaut & (P ou@)ou R

Remarque : Quand il n’y a que des "et" ou que des "ou", on peut enlever les parenthéses.

(Négation du "et" et du "ou")

Non(P et Q) équivaut & Non(P) ou Non(Q)

Non(P ou @) équivaut & Non(P) et Non(Q)

Remarque : La négation d’un "et" est un "ou" ; La négation d’un "ou" est un "et".

Distributivité du "et" sur le "ou" et du "ou" sur le "et"

P et (Qou R) équivaut & (Pet @ )ou (PetR)

P ou (Q et R) équivaut & (Pou@ )et (PouR)

Remarque : Faire bien attention a l'usage des parenthéses quand il y a des "et" et des "ou".

Implication et équivalence.

Onnote P = @ la proposition (P et Q) ou (Non(P)). (ou plus simplement Non(P) ou Q)

On note P <= @ la proposition (P et Q) ou (Non(P) et Non(Q))

P = Q| : "Si P (vraie) alors Q (vraie)"

P = Q
/ N

suffisante nécessaire
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Transitivité.

‘ P = @ e Q = R entraine P — R ‘

P < Q| : " P (vraie) si, et seulement si, Q (vraie)"
P < Q équivauta (P = Q et Q = P)
Q est une condition & la fois nécessaire et suffisante pour que P soit vraie.

Transitivité.

‘ P < Qe Q < R entraine P <= R

Implication / déduction.
On distingue : une implication que I'on peut voir comme une régle
et une déduction qui est I'application de la régle.

Exemple (dans un contexte ot a est un réel supérieur ou égal —1) :

déduction
on sait que —a=va+1 a?=a+1
T

‘ Pour tout (a,b) € R?, si a=b alors a* = V*

En pratique les implications sont associées & un quantificateur universel avec P et Q dépendant d’une variable.

Ve € E, P(x)= Q(x)

Implication réciproque

L’implication réciproque de l'implication Vz € E, P(z) = Q(x) est :
Ve e E, Q(zx)= P(z)

Remarque : Une implication et sa réciproque n’ont pas toujours la méme valeur de vérité.

Exemples :

Contraposée

La forme contraposée de 'implication Vz € E, P(z) = Q(z) est:
Ve e E, non(Q(z)) = non(P(zx))

Remarques :
e Une implication et sa contraposée ont toujours la méme valeur de vérité (elles sont équivalentes).
o Les propositions : Vo € E, P(z) <= Q(z) et Vx € E, Non(P(z)) <= Non(Q(z)) sont équivalentes.

Négation d’une implication.

La négation de 'implication Vz € E, P(z) = Q(z) est:
Jr e E: P(x) et Non(Q(x)).

Remarques :
La négation d’une implication est un "et", elle ne s’exprime pas avec une implication.
La valeur de x qui permet de montrer qu’une implication est fausse, est appelée contre-exemple.
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1.1.2 Quantificateurs universel et existentiel :

Définitions

P(x) désigne une proposition dépendant d’une variable x élément un ensemble F :

e VxeE, Px) qui signifie : pour chaque x élément de E la proposition P(z) est vraie.
e dxecE, Px) qui signifie : il existe au moins un x de E pour lequel P(x) est vraie
e JlzeE, P(x) qui signifie : il existe un unique x de F pour lequel P(x) est vraie

Autrement dit cela signifie que :
(3x € E, P(x)) et Y(x1,x2) € E?, (P(x1) et P(x)) = 21 = o2

existence unicité

Remarque :
La démonstration de l'unicité se résume a : "Si x1 et xo vérifient la propriété alors z; = z2" et n’apporte aucune
information sur Iexistence.

On dit aussi: Ve e E, P(z) signifie : pour tout x élément de E la proposition P(z) est vraie.

Ve e E, P(x) signifie : quel que soit x élément de E' la proposition P(z) est vraie.

Négation de proposition avec des quantificateurs

Non|vVx € E, P(x)] équivaut & 3z € E: Non[P(x)]

Non[3xz € E: P(x)] équivaut & Vz € E, Non|[P(z)]

Notion de contre-exemple :
Pour démontrer que la proposition [Vz € E, P(z)] est fausse, il suffit de trouver un élément x de E pour lequel
P(x) est faux.

Chaines de quantificateurs

Les quantificateurs, s’écrivent toujours & gauche des propositions,
l'ordre dans lequel ils sont écrits a en général une importance,
en enléve les parenthéses quand il n’y a pas d’ambiguité.

Exemple :

La proposition Vx € FE,(Jy € F : R(x,y)) ,s'écrit Ve € E,Jy € F: R(x,y)

P(z)
Il faut bien distinguer les deux propositions suivantes :
Ve € E,Jy € F: R(z,y) et Jye F:Vae € E,R(x,y)

Dans la proposition Vo € E, 3y € F : R(x,y), y peut étre différent pour chaque x de E.
Dans la proposition Jy € F': Vo € E, R(z,y), on doit avoir un y qui ne dépend pas de z.

Quand on nie une proposition de ce type on remplace les 3 par des V et inversement les V par des 3 puis on nie la
proposition R(x,y).

Exemple :

La négation de la proposition Vo € E,Jy € F: R(x,y) est: dx € E:Vy e F, Non(R(x,y))

1.1.3 Vocabulaire des ensembles.
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Geénéralités.
e On note @  Densemble vide (celui qui ne contient rien)
e On note a € E : a est élément d’un ensemble E. Sa négation se note a ¢ E.
e On note A C B la proposition : Vz, z€ A= x € B.
"les éléments de A sont tous des éléments de B". Sa négation se note A ¢ B.
e Lorsque A C B on dit que A est un sous-ensemble de B ou une partie de B.

e Pour montrer A = B :
@ on montre souvent A C B et B C A. ("Raisonnement par double inclusion")

@ on aussi raisonner par équivalence en montrant : Vx € £, x € A < x € B
e Un ensemble ne contenant qu’un élément est appelée singleton. On note {a}.
e Un ensemble contenant exactement deux éléments est appelée paire. On note {a; b}.
e Un ensemble contenant exactement n éléments est appelée n-combinaisons.On note {x1;zo;- - ; 2, }.

e Pour E un ensemble quelconque, on note &#(F) 'ensemble des parties de E.

VA, ACFE < Ac H(E) @e PE) Ee ZE)

Ensemble défini par une propriété caractéristique.

Soient E un ensemble et P(x) une proposition dépendant de  un élément de E.
Il existe un seul ensemble A C E, tel que pour tout x € E,ona: z€ A < P(z).
On le note : A={z€E|Px)}
On lit : "A est 'ensemble des éléments « de F vérifiant la proposition P(z)".

On dit aussi que P(z) caractérise les éléments x de A.

Une autre écriture d’ensemble (image directe)

Soient I et E deux ensembles et f une application qui a chaque élément ¢ de I associe f(t) dans E.
L’ensemble A={xze€FE|3tel: z=f(t)} peutaussisécrire: A={ft)|tel}.
On lit : "A est 'ensemble des f(t) lorsque ¢t décrit I".
On dit aussi que A est 'image directe de I par f. (Il se note parfois f(I) ).

Complémentaire. Intersection, réunion, différence de deux ensembles.

Définitions.

A et B désignent deux parties d’'un ensemble F,
e complémentaire de A (dans E) : (CpA={z€cE|x¢g A}
e intersectionde Aet B: ANB={ze€FE|xc€AetxecB} (Onlit"A inter B")
e réunion de A et B : AUB={x€E|zcAouzxeB} (Onlit"A union B")
o Difféerence de Apar B: A\B={zcE|zcAetaxg B} (Onlit"A privé de B")

Remarques :
® On pourra aussi noter A =0z A
@ Dire que A et B sont disjoints signifie que : AN B = .
@ Dire que les Ay, Ay, ..., A, sont 2 & 2 disjoints signifie que : V(i,5) € [1,n]?, i#j= A;N Aj=0

Propriétés :
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A, B et C désignent des parties d’'un ensemble E.

o=F E=9o ANg =9 Aug=A AUB=BUA ANB=BnA

(A)=4 An(BNC)=(AnB)NC  AUBUC)=(AUB)UC  A\B=ANB

Complémentaires d’une union et d’une intersection : (Lois de De Morgan)

(AnNB)=AUB (AUuB)=ANnB
Distributivités :
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).

n

Notations ﬂ et O
k=1 k=1

Réunion et intersection d’un nombre fini de parties.
Définition.

Soit n un entier non nul et Ay, Ao, ..., A, des parties de E

e lintersection des Ay, : m A,={x€E|Vke[lin], xe€A}.
k=1

e la réunion des Ay : UAk:{x€E|3k€[[1;n]]: x € Ag }
k=1

Propriétés :

Complémentaires d’une union et d’une intersection :

rW‘Ak::LJjXE LJch: r]jgg
k=1 k=1 k=1 k=1
Distributivités :
BU(ﬁAk> n(BUAk) Bﬂ(LnJAk>LnJ(BﬂAk)
k=1 k=

k=1 k=1

—

Produit cartésien.

Soient F et F' deux ensembles,

on note E X F (on lit "E croix F") ’ensemble de tous les couples (x,y) dont la premiére composante x est un
élément de E et la seconde de F'.

Propriété fondamentale :

‘PourtousaEE,a'GE,bGFetb'GF, (a,b) = (V) < a=d et b=V

Si A, B et C sont trois ensembles,

on pose (A x B) x C'=A x B x C et les éléments sont notés (z,y, z) et sont appelé triplets.

On définit de méme (A x Bx C)x D=AXx BxC x D etc ...
Pour n un entier tel que n > 2 et FEy, E», ..., E, des ensembles,

les éléments de By X Ey X --- X E,, sont notés (x1,x2,...,x,) et sont appelées listes ou n-uplets

Propriété fondamentale :
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Pour tous ¥y € By, 22 € By, ..., 2, € E, et 2y € By, 2, € By, ..., T

n

e kb, ,

(T1, T2, ..., xn) = (2, 2h,...,2)) <= Vie[lin], z; =21,

Pour n un entier tel que n > 2 et E un ensemble, on note :
E" ={ (z1,22,...,2,) | Vi€ [l;n], x;€E}
Les éléments de E? sont appelés couples d’éléments de E.

Les éléments de E® sont appelés triplets d’éléments de E.

Pour n un entier naturel supérieur ou égal a 2, les éléments de E" sont appelés listes de n éléments de E.
Lorsque les éléments de la liste sont distincts (deux & deux) ont dit que ce sont des listes sans répétition.

Différence entre listes sans répétition et combinaisons.

Quand on change l'ordre des éléments d’une liste sans répétition on modifie la liste alors que ce n’est pas le cas
pour une combinaison.

Exemples :

Notations ﬂ et U
iel iel

Réunion et intersection d’un nombre indéfini de parties.

Définition.

Soit (A;);es une famille de parties de E.
e lintersection des A4; : mAi ={z€eFE|Viel, z€A }.

icl

e la réunion des A; : UAiz{er\HiEI: x €A}
iel

Propriétés :

Complémentaires d’une union et d’une intersection :
Na-UT Ja-N~
iel iel i€l i€l
Distributivités :

BU(ﬂAZ):ﬂ(BUAZ—) Bﬂ(UAi>:U(BmAZ—)

i€l i€l

1.1.4 Meéthodes de raisonnement

Nous présentons ici des types de raisonnements classiques avec des indications sur la rédaction.

Démontrer une implication.

Beaucoup de propositions peuvent s’écrire : Vo € E, P(z) = Q(x).

Autrement dit :
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"Quel que soit 'objet x, Si x vérifie P(x) alors z vérifie Q(x)."

Exemples.

@ Pour tout (z,y) €R% si 0<z<1 et 0<y<lalorsz+y<1+ay

C’est le cas de beaucoup de théorémes du cours.

@ Pour tout réel p, sip €] —1;1[ alors la suite (p™) converge vers 0.

® Quelle que soit f une fonction dérivable sur R, si f admet un maximum en un réel zy alors f'(zo) = 0.

C’est aussi le cas de toutes les hérédités dans les raisonnements par récurrence.

Pour tout entier n, P, implique P,

® Quel que soit n € [2;+oo, si 2" > (n+1)* alors 2! > (n +2)?

C’est aussi le moyen de montrer une inclusion A C B :

pour tout x € E, si x € A alors z € B.

@®@Onnote A={(1+t,2—-t,2-2t) [tcR}et P={(2,9,2) €R® |z —y+2=1}

Montrer A C P revient & montrer que : Pour tout (z,y,2) € R?,

Rédaction type.
Le principe général de cette rédaction :

si (z,y,2) € A alors (z,y,2) € P

Prenons un élément = de E et supposons P(z) vraie.
( C’est ce que signifie la phrase : "

on raisonne ensuite par déductions successives pour montrer que

'Soit x € E, tel que P(x).". )

Q(z) est vraie.

Exemples :

Démontrons © :

Prenons f une fonction f dérivable sur R et supposons que f admet un maximum en un réel x,

z) — f(z
pour z < xg, M > 0 donc en passant a la limite (x — xg)
T — X0
z) — f(z
pour T > o, M < 0 donc en passant a la limite (x — xg)
T — X

on en déduit bien que f’(zg) = 0.

Conclusion :

on a f'(zg) = 0.

on a f'(zg) <0.

’Quelle que soit f une fonction dérivable sur R, si f admet un maximum en un réel zg alors f’'(zg) = 0.‘

Démontrons @ :
Prenons un entier n > 2, et supposons que : 2" > (n + 1)2,

2" (n4+1+1)3 2 x 2" — (n+2)?
2x (n+1)% = (n+2)>

n?—2

AVAR

et comme n>2 ona n®>—23>0 et ainsi 2"+1f(n+1+1)220

On a bien montré que

(car 2" > (n+1)?)



Chapitre 1. Outils 12

’ pour tout entier n > 2, on a: 2" > (n+ 1) = 2" > (n +2)? ‘

Démontrons @ :
Prenons (z,, z) un élément de R® et supposons que (z,y,2) € A,

on sait alors que pour un t € R, (z,y,2)=(1+¢t,2—1t, 2 —2t),
onaalorsx—y+z=(14+t)—(2—¢t)+(2—2t) cequidonne z—y+z2=1
et permet d’affirmer que (z,y,z) € P

quel que soit le triplet (z,y,z2), si (x,y,z) € A alors, (z,y,2) € P.

Conclusion :

’ A est inclus dans P. ‘

Pour montrer que "Vx € FE, P(x) = Q(x)" est fausse, on donne un contre-exemple.

Rédaction type :

En prenant z¢ (un élément particulier de E)

on a P(xg) est vraie et Q(zg) est fausse.

En conclusion : ‘L’aﬂ‘irmation :Va € E, P(x) = Q(x) est fausse

Exemple.

® "Quelle que soit f une fonction dérivable sur R, si f'(0) = 0 alors f admet un maximum en 0".
Cette implication est fausse. En effet :
En prenant f la fonction x — 2*, on a bien une fonction dérivable vérifiant f/(0) = 0
et pourtant f ne posséde pas d’extremum en 0.

donc

’il est faux d’affirmer que lorsque la dérivée s’annule en un 0 alors la fonction présente un extremum en 0.

Avec des ensembles on raisonne de méme pour montrer : "A ¢ B".

En prenant 2y (un élément particulier de E),
onaxg€ Aet zg € B.
donc A # B n
En conclusion : A#B

Exemple.
@Onnote A={(1+t,2—-t,2-2t) [tcR}et P={(2,9,2) €R® |z —y+2=1}
On remarque (0,0,1) € P et que (0,0,1) € A donc

Démontrer une équivalence.

Souvent pour montrer une équivalence, on raisonne par double implication.

Pour démontrer Vo € E, P(z) < Q(x),
on démontre Vo € B, P(x) = Q(z) et VzeE, Qx)= P(x).

Rédaction type.
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Prenons un élément = de E et supposons P(x) vraie.

...donc ...
donc Q(z) (est vraie) n

Prenons un élément = de E et supposons Q(x) vraie.

...donc ...

donc P(z) (est vraie) n

En conclusion : Ve € E, P(x) <= Q(z) ‘

Dans les cas les plus simples on peut raisonner par équivalence en s’appuyant sur la remarque suivante :

Si P < Q et Q < R alors P < R

Rédaction type.

Prenons un x € FE quelconque fixé, (ici on ne suppose rien)
(c’est ce que signifie la phrase " Soit x € E,")
P(z) <<=
—
= Q(x)
|
En conclusion : Ve € E, P(x) <= Q(z) ‘

Cas particulier des équations ou inéquations simples.
Exemples.

Raisonnement par disjonction des cas.

Le principe :
Si (P ou Py) et P = Q et P, = Q alors Q.

(rédaction en cours)

Raisonnement par contraposée.

Le principe :
Pour montrer Vz € E, P(z) = Q(z), il suffit de montrer Vz € E, non(Q(z)) = non(P(z))

(rédaction en cours)

Raisonnement par I’absurde.

Le principe :
Pour montrer Vo € E, P(z), il suffit de montrer Vz € E, non(P(x)) = Q(x) et non(Q(x))

(rédaction en cours)
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Raisonnement par analyse-synthése.

Principe :
Si VeeFE, Plx)=xzcA alors {z€FE|Px)}={zcA|P)}

On cherche & déterminer : S={z € E | P(z) }

Une premiére étape permet de réduire le domaine d’étude en raisonnant par condition nécessaire : I’ Analyse.
Vee E, Plx)=—z€cd

Il suffit alors de déterminer : { z € A | P(z) } , la Synthése.

Dans certains cas I'analyse a tellement réduit I’ensemble d’étude A qu’il suffit de vérifier que les éléments x de A
vérifient ou non P(zx).

(rédaction en cours)

Résoudre une équation.

Résoudre ue équation revient toujours & passer de 'écriture { x € E | P(x) } acelle { f(t) |te I }.
ou dans les cas les plus simples a: { x € E | P(x) } = {21, ..., 2}

Exemples.
O {zcR|22-1=0}={-1;1}

1.2 Nombres.

NczZcQcRCcC

1.2.1 Nombres entiers.

On note N I'ensemble des entiers naturels : 0,1, 2,3, 4,5, ...
On note Z ’ensemble des entiers relatifs : ... ,—5, -4, -3, =2, —1,0, 1, 2, 3, 4, 5, ...
Notation.

Soient a et b deux entiers relatifs vérifiant a < b,
on note [a; b] 'ensemble des entiers compris entre a et b au sens large.

autrement dit : [a;0) ={k€Z|a<k<b}
(C’est l’ensemble des entiers relatifs k vérifiant a < k < b)

on note [a; +oo[ 'ensemble des entiers supérieurs ou égaux a a.

autrement dit : [a;+oc[={k€Z|a<k}
(C’est l’ensemble des entiers relatifs k vérifiant a < k)

Attention : ce ne sont pas des intervalles.

Raisonnement par récurrence.

ng désigne un entier naturel et (P,),en une suite de propositions (d’assertions).

Py, P, P, ... sont des affirmations, pour chaque n, P, peut étre vraie ou fausse.

Récurrence simple :
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P, est vraie
Si
quel que soit 'entier n > ng,

si P, est vraie alors P, est vraie

alors quel que soit 'entier n > ng, P, est vraie.

Autrement dit :

PTLU

Vn € [ng; +oo,

Récurrence d’ordre 2 :

= Vn € [no; +oof, P,

Pn:>Pn+1

Si
quel que soit I’entier n > ng,

P,, et P, 41 sont vraies

si P, et P,4+1 sont vraies alors P,,;o est vraie

alors quel que soit 'entier n > ng, P, est vraie.

Autrement dit :

Pno et PnOJrl

Vn € [no; +oo[,

Récurrence forte :

= Vn € [no; +oof, Py

(P’n, et Pn+1) — Pn+2

. P, .
3 > .
Si { quel que soit n = ng, [Vk € [no;n], Pr|= Pny1 alors quel que soit n = no, Py
Récurrence finie :
Soit n fixé dans N,
. ) P,
Si { Wk € [noin—1], Pe = Post alors P,.
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1.2.2 Nombres réels.

On note R I’ensemble des nombres réels. On représente ces nombres sur un axe orienté.

Reégles de calcul.

Somme et produit

Pour tous réels z, y et z on a :
r+y=y+a r+0=2x (t4+y)+z=z+(y+=2) Jz' eR: x+2' =0

Ty = yx rxl==x (xy)z = z(yz) (siz#0) F'eR: z2' =1

z(y+2) =zy+az

Quotients de nombres réels :

Soient a, b, ¢ et d des nombres réels non nuls,
1 a ac a ac 1
5= 0% b e Xy =Y T 5
& c_ac e c_odtb 5 _ od
b d bd b d bd g be
Ordre de priorité :
Soient a, b et ¢ des nombres réels non nuls,
a+b—c=a+b+ (—c) a—b+c=a+(-b)+c
a+bxc=a+ (bxc) axb+c=(axb)+c
s arxg = 240
Inégalités
Propriétés.
Les propositions suivantes sont vraies quels que soient les réels z, y et a.
r<y=>zc+a<sy+ta r<y=—zx+a<y-+ta
r<y < y—x=>0 r<y <= y—x>0
z20et y20=zx4+y=>0 r>0et y20=z+y>0
>0 << —x<0 >0 << —xr<0

20 et <0 < =0
z20e y20=2y=>0 z>0et y20= 2y >0
xy > 0 si, et seulement si, z et y sont de méme signe.

zy < 0 si, et seulement si, x et y sont de signe opposé.

Propositions.
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Pour a,b,c,a’,b’, ¢ des réels,

Si a<b et >0 alors ka <kb

Si a<b et <0 alors kb<ka
Si aetbdans R}, a <b alors

Si aetbdans R*, a <b alors

S = S

Si a<beta <V alors a+ad <b+1V

Si 0<a<bet0<a <V alors aa’ < bV

Q|+~ Q|+

Si aetbdans I, a <b et f croissante sur I alors f(a) < f(b)

Si aetbdans I, a <b et f décroissante sur I alors f(b) < f(a)

Meéme propriétés sur les encadrements.

Notation:‘ a<b<c <<= a<bet b<c

Propositions :

O Soient n € N* et x1, 20, ...,2, € R,

® Soient n € N* et x1,x9,...,7, € R,

® Soient n € N* et x1,x9,...,2, € R,

siVi € [l;n],z; 20alors o1 +---+x, 20

Sizi; <ax <3<~ <Ko, <xralorszy =29 =+ = x,.

si Vie[l;n],x; >0 et 14+ +ax, =0 alors Vi€ [l;n], 2; =0

A connaitre. et a savoir démontrer.

1 1
(I) V(a,b) eR?* [ab] < §(a2 +b7) (I2) V(a,b) eR; Vab< la+0)
1 1
x
Intervalles
Définition :
Les intervalles de R sont les parties A de R vérifiant :
Y(a,b,c) € R3, [a€ A et et a<e<g<b] = ceA
Les intervalles de R, autres que @ et R, sont les parties de R de la forme :
[a;b], Jasb[, [a;b[, Ja;b], [a;+o0o[, Ja;+oo[, ]—o0;b], ]|—o0;b]

avec a et b deux réels.
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Valeur absolue.

Définition :
On définit la valeur absolue d’un réel x par :
x si z>20
o] = —x si z<0
Remarques :

Pour tous réels a,b,x on a :
|—z[=lz| et Ja—bl=]b—a

Sur 'axe orienté des réels, on note M le point d’abscisse z, A d’abscisse x4 et B d’abscisse xg.

e |z| est la distance de M a lorigine. ( on dit aussi "de z a lorigine").
e |rp — x4 est la distance AB ( on dit aussi "de x4 & zg").

e 1p — x4 est la mesure algébrique AB.

Propositions :

Soit x, y et h des réels avec a > 0,
2l > 0 (o] =0 <= z=0) ~Jol <z < al
|z <a <= —a<z<a
2] <a <= —a<z et x<a
<

2] >a <= < —a ou a<=z

|yl = |zlly| |z +yl < |z + Jyl |z = Jyll <[z -yl

Cas d’égalité dans linégalité triangulaire.

V(z,y) eR?, |z +yl=|z|+ |y <= (>0ety>=0)ou(z<0ety<0)

Généralisation de l'inégalité triangulaire.

Soient n un entier non nul et ay,as,...,a, n réels,
n n
E ak| < E lag|
k=1 k=1

La condition nécessaire est suffisante pour avoir une égalité est : tous les a sont de méme signe.

Puissances entiéres.

Définition.

Soit  un réel, on définit par récurrence et pour tout entier naturel n le réel ™ par :
22 =1 VneN, z'"l=z"xz

Plus simplement : 2" =2 X -+ X x
———

n facteurs

(=n)
Soient x un réel non nuls et n un entier strictement négatif, le réel 2™ est égal a (>
x
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Propriétés

Soient x et y deux réels non nuls et n et m deux entiers relatifs.

x
(zy)" =2™y", 2" xz™ =2t (@) =2"", — =a""
x
Identités remarquables.
Pour a et b deux réels,
(a+b)? = a® + 2ab + b* , (a —b)? =a® - 2ab+b*, (a —b)(a+b) = a® — b

Racine carrée

Définition :

Pour z un réel positif ou nul, on note v/ 'unique réel positif dont le carré vaut x.

Proposition :

x et y désignent deux réels positifs ou nuls,

VI = Vg Sy £0 [0
Vn € N, \/;:( x)n

S sls

VEFTSVEH VT

Remarque : Quel que soit le réel z, Va2 = |x|.

Puissances réelles.

Définition :

Soit a et b deux réels, avec @ > 0, on appelle a puissance b le réel e?™(@).

ab def ebln(a)

Propriétés algébriques :

Soient a,a’ deux réels strictement positifs et b, b’ deux réels quelconques.

’ ’ b ’ ’ a
a® =1 al = a (aa/)b _ aba’b abTt = gbab (ab) = g% ab~? —
a
Proposition :
Soit b € R,
Va € R%, 1In(a’) =bln(a) VaeR, ()’ =e®
Majoration, minoration.
Majorants, minorants.
Soit m un réel, A une partie de R,
® Dire que m est un majorant de A signifie que: Vre€ A, z<m.
@ Dire que m est un minorant A signifie que: Vre A, x> m.
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Définitions.

Soit A une partie de R,
@ Dire que A est majorée signifie que: IM eR: Vee A, z <M.
@ Dire que A est minorée signifie que: ImeR: Ve e A, x> m.
® Dire que A est bornée signifie que :  I(m, M) €R?*: Vo € A, m

<x <M.

Proposition :

Soit A une partie de R,
A est bornée si, et seulement si, IM € RT: Vo€ A, |o|<M

Plus grand ou plus petit élément d’un ensemble

Définitions :

Soit @ un réel, A une partie non vide de R,

@ Dire que a est le plus grand élément de A signifie que :
a€A et Vre A z<a
Lorsqu’il existe, il est unique on le note max(A).
@ Dire que a est le plus petit élément de A signifie que :
a€A et VreA zxz>a

Lorsqu’il existe, il est unique on le note min(A).

Remarques :
- un ensemble fini posséde un plus grand et un plus petit élément.
- Toute partie majorée de Z posséde un plus grand élément.
- Toute partie minorée de Z posséde un plus petit élément.

Borne supérieure ou inférieure

Définition :

Vre A, z<a et Vo<a, IxreA: b<zx

Vre A, a<zx et Vb>a, Ix€A: x<b

La borne supérieure a d’une partie A de R est caractérisée ("a = sup(A) <= ") par :

La borne inférieure a d’une partie A de R est caractérisée ("a = inf(4) <= ") par :

Autrement dit :

A une partie de R,

e La borne supérieure de A est, lorsqu’il existe, le plus petit des majorants de A.

e La borne inférieure de A est, lorsqu’il existe, le plus grand des minorants de A.

Théoréme : (Propriété de la borne supérieure, de la borne inférieure)

Toute partie non vide majorée de R posséde une borne supérieure.

Toute partie non vide minorée de R posséde une borne inférieure.
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Partie entiére.

Définition :

Soit x un réel, il existe un et un seul entier relatif n vérifiant :

n<r<n+l1

cet entier s’appelle la partie entiére de x et se note ||

Propriétés :

Pour tout z € R,
lz] <z < |z]+1 et
Pour tout z € R,
le+1] =|z]+1 et

La fonction x — |z] est croissante sur R.

r—1<|z] <

VnezZ, |z+n|l=lz]+n

Proposition :

Soient a et b deux entiers naturels non nuls,

a
{bJ est le quotient dans la division euclidienne de a par b.

Séparation des termes d’une somme.

Soit (ay) une suite de nombre complexes,

n L15)

25+
E a; = asy + g A2k+1
0 k=0

=0 k=

n L5 L25+) 1252)

=0 k=

ask + E a3k+1 + E A3k+2
0 k=0 k=0

1.2.3 Nombres complexes.

Introduction.
Il existe un ensemble C vérifiant :
ORCC

@ on définit + et x sur C avec les mémes propriétés que + et x sur R.

© il existe un élément de C noté 7 et vérifiant 7 x 1 = —1

O tout élément de C peut s’écrire de maniére unique = + ¢ X y ol « et y sont deux nombres réels.

Attention :

Dans C on ne définit pas d’ordre on ne peut pas comparer (plus petit ou plus grand) deux nombres complexes.

Forme algébrique.

Identification.

V(z,y) €ER?, z+iy=2a'+iy < z=2

et y=1v
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Reégles de calcul.

Pour tous nombres complexes z, z1, 22 et z3 et tous nombres réels x1,y1,x2 et y2 on a :
i?=-1 (z1 +iy1) (22 +iy2) = (2122 — y1y2) +i(T1y2 + 2201)
21+ 29 = 20+ 21 21+0 =2

(21+22)+23 = 21+ (22+23) 32 eC: 247 =0
2129 = 2221 z1 X 1= z1

(siz#0) 3F'eC: 22/ =1

(2122)23 = 21(2223)

z1(22 + 23) = 2129 + 2123

Les identités remarquables, les formules du binome et de Bernoulli ont été enoncés avec des nombres complezes.

Remarque : Comme pour les réels, on a aussi la propriété suivante :

V(z1,22) €C?, 2120 =0 <= 21=0 ou 2, =0

Partie réelle et partie imaginaire.

Définition.

V(z,y) € R?,

Re(z + iy) =« Im(z + iy) =y

Remarques :

- Les complexes de partie réelle nulle sont appelés imaginaires purs.
-Onnote iIR={z€C|Re(z)=0}

(Pensemble des imaginaires purs).
Propriétés

Etant donné deux réels A et A et deux nombres complexes z et 2/,

Re(Az + \'2') = ARe(z) + N'Re(2) Im(Az + N2') = Mm(z) + A'Tm(2')
Généralisation.

Soient n un entier non nul et aq, as,

...,ay, n complexes et Ay, Ao,

Re (Z /\kak> = Z AxRe(a) et
k=1 k=1

.y Ap n réels.

Im <Z )\kak> = Z )\kIm(ak)
k=1 k=1

Conjugué.

Définition.

Soit z € C, on note z = x + iy avec z,y deux réels,

on appelle conjugué de z le nombre complexe noté z et définie par

Z=xT—1Y
Propriétés :

Pour tous nombres complexes z et 2’ , tout réel \ :

Az =)z 24+ =z +2 2z
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Généralisation.
Soient n un entier non nul et a1, as,...,a, n complexes,
n n n n
E ag | = E an et H ap | = [l ax
k=1 k=1 k=1 k=1
Propositions :

Pour tout nombre complexe z :

z+Z z—Z
R = I =
o(x) = = n(z) =
Z2ER <— 2z=7% z€IR <— z+zZ=0

Module.

Définition :

Le module du complexe z est le réel |z| = v/2Z  ou encore pour (a,b) € R?  |a + ib| = /a2 + b2

Propriétés.
Pour tout nombres complexes z et 2’ | tout réel \ :
/ / 2
Az = [Al]2| 22| = |2 '] —|=7 Vn ez, |2 =I[z"
Propositions :
1 zZ
Pour tout nombre complexe z non nul : - = W
z z
Pour tout nombre complexe z : |z| = Re(z) <= z€Ry
Inégalités.
Pour tous nombres complexes z et 2’ :
[Re(2)] < |2| [Im(2)] < |2 2+ 2| < |2] + ] 2l = 12l] < |2 = 2]
Démonstration de l’inégalité triangulaire.
Soit (z,2) € C?,
(2l + 1) =2+ 22 = |22+ 22| +[]? = (2 + 2) (2 + 2)

= |22 +22| +|ZP = (22427 + 24+ 2'7)

= 2(|zZ'| — Re(z7))
or pout tout complexe Z, |Z| > Re(Z) donc (|z] + [2'])* — |z + 2/|* = 0 ou encore |z + 2/|? < (|| + |/])?
en passant a la racine carrée qui est une fonction croissante sur R, il vient :

[Pour tout (2,2) € C2, |2+ 2| <|2| +|¢]]
Le calcul précédent montre que : |z + 2| = |z| + |2/| <= |2Z'| = Re(2Z") donc
Pour tout (z,2') € C?, |24 2| =|z| + /| si, et seulement si, 2z € R,

Généralisation.
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Soient n un entier non nul et ay,as,...,a, n nombres complexes,

n n n n
Zak <Z|ak| et Hak =H|ak\
k=1 k=1 k=1 k=1

Notation €.
Définition :
Pour tout 8 € R, on note :
etd = cos(0) + ¢ sin(6)
Propositions :
Pour tout (6, §') € R?,
. : -1 : / eie . ’ 1 . —F
’629‘:1 o0 o (10" — (0 + ') _ 000" S 1/
) ’ 30’ ’ 10
e e

Pour tout 0 e R, ne€ Z (ew) = ei(nﬁ)

Formules d’Euler.
oi0 + o0 o _ —10

Pour tout 6 € R, cos(f) = — sin(f) = T
i

Ecriture exponentielle d’un nombre complexe.

Définition :

Soit z un nombre complexe non nul, on appelle argument de z tout réel 6 tel que

z= |z\e“9

Propositions : Identification.

Etant donné de réels strictement positifs r et ro et deux réels 6, et 05,

reft = rpel® s =y et FEZ G =0n+ 2k

Si 0 et 65 appartiennent a [0; 27|, (ou & | — 3 7],)

1 et — ro etz s rr=ry et 61 =20

Proposition :

Soit z un nombre complexe non nul et y un argument de z,
I’ensemble des arguments de z est I’ensemble des réels de la forme : 6y + 2km avec k € Z.

Propriétés.
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Quel que soient les nombres complexes non nuls z; et 23,

. arg( 2122 = arg(21) + arg(z2) [27]
- ) = arg(z1) — ang(z2) [2).
° arg(21) =n 277]

Argument de a + ib. (Complément)

Dans ce paragraphe a et b sont deux réels positifs et a est non nul.

a>0
b>0 |
b .
| b —arctan( — | est un argument de a — b
| a
0 a
a 0

b )
arctan| — | est un argument de a + b
a

™ — arctan(

e

Exponentielle d’'un nombre complexe.

Définition :
Soit z un nombre complexe de forme algébrique z = a + b ,
on appelle exponentielle de z le complexe :
e = % ib
def
Théoréme :

Propositions :
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Pour tout (2, 2’) € C?,

e z2—2' l —z z _ 2
- =€ S =c er =e Vn €7
e’ e
e*| = efe® arg () = Im(z)

Proposition :

V(z,2)€C? " =¢” < k€L, z=2 +2kmi

1.2.4 Interprétations graphiques des nombres complexes.

Affixe d’un point ou d’un vecteur dans le plan complexe. (Forme algébrique)

M(z)

2
®

€2

%

z=ux+1y est laffixe du point M et du vecteur .

Somme de deux complexes.

a+T

2z + 2" est Daffixe du vecteur 4 + 7.
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Conjugué d’un nombre complexe.

e} X
Y M)
d=FZ=x—1y M’ est I'image de M par la symétrie orthogonale d’axe (Ox).
Distance entre deux points.
B(zg)
Alza)
—
AB = |z — za- zp — 24 est Paffixe du vecteur AB .

Angle entre deux vecteurs.
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—
zBp — z4 est Daffixe du vecteur AB .

B — 2
arg (BA) = 0 [2x] , ou 6 est une mesure de 'angle orienté (CG> ,ﬁ )
Zp — Z2C

Représentation polaire d’un point du plan.

psin) _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ M(z)
|
|
|
|
|
P I
|
l
¢] |
1
p cos(B)
z=pe?.
Sur le cercle trigonométrique.
sin(@) | ) M(z)
1
0
% cos(0)

z =€ = cos(f) + isin().
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Multiplication par €.

1.2.5 Trindéme a coefficients réels.

On appelle trindme & coefficients réels toute application P de C dans C vérifiant :

J(a,b,c) ER* xRxR: VzeC, P(z)=az’>+bz+c

b\>  b®— dac
Démonstration faite en classe : aX?> +bX +c=a <<X + 2) — 42>
a a

Racines.

On appelle racine du trinome : aX? 4+ bX + ¢, toute solution dans C de équation : az® + bz + ¢ = 0.
On note A = b? — 4ac (le discriminant du polynome)

e Si b2 —4ac >0, le trindme posséde exactement deux racines et elles sont réelles :

—b+vVA —b—vVA
r=— Tog=——"—
2a 2a
e Si b2 —4ac=0, le trindme posséde une unique racine réelle :

b

o= ——
2a

e Si b2 —4dac <0, le trinéme posséde exactement deux racines complexes et elles sont conjuguées :

B —b+iv—A _ —b—iv—A
°= 2a = 2a

Remarque : Un polynéme de degré 2 a au plus deux racines distinctes.

Forme factorisée et signe.

e Sib? —dac>0, aX?+bX +c=a(X —z)(X —x2).

Cette expression permet de donner le signe de P(z) sur R :

signe de a & lextérieur des racines et 'opposé entre les deux racines.

e Sib? —4dac=0, aX?+bX +c=a(X — )’

Cette expression permet de donner le signe de P(z) sur R : signe de a et s’annule en xg.

e Sib? —dac<0, aX?+bX +c=a(X—2)(X -3

Attention! cette derniére expression ne justifie pas du tout le signe de P(x) sur R :

Dans ce cas le signe de P(x) est celui de a.
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Forme canonique et sommet.

Pour tout trindme aX? + bX + ¢, on peut trouver deux réels a et 3 tels que
aX?+bX +c=a(X —a)+8
En donnant ’allure de la parabole, cette expression donne le sommet de la parabole :

le point de coordonnées (a, f3).

Identification des coefficients d’un polynéme.

Théoréme :
Soit (a, b, c) € R, on équivalence suivante :

(Vz € R, az®+br+c=0) < (a,b,c)=(0,0,0)

Corollaire.
Soient (a,b,c) € R? et (a/,¥',¢’) € R?, on I'équivalence suivante :

(Ve €R, azx’+br+c=dz®>+bax+c) < (a,bc)=(a,b,c)

Somme et produit des racines.

X2 -SX+p=(X-NX—p) <= A+p=8 et Iu=p

aX?+bX +c=a (X —1)(X —22) ouencore: aX?+bX +c= a(X2 — (z1 +.’132)X+.Z'1$2)

b c
aX’+bX+¢c = a X2 — (—7) X + <7)
a a
——
somme des rac. produit des rac.

1.3 Trigonométrie.

1.3.1 Dans le triangle rectangle.

(o]

r est la norme du vecteur AB
r cos(a)|

A r sin(a)
A g B
AB ) AC AC ) AB AC AB
cos(pB) = BC sin(fp) = BO cos(y) = BO sin(y) = BO tan(B) = 1B tan(y) = Ve
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1.3.2 Dans le cercle trigonométrique.

tan(6)

sin(g) :

O cos(6) 1

Remarque : Le cercle est de rayon 1, il est orienté dans le sens antihoraire, les points du cercle sont repérés par
leur abscisse curviligne (I’arc orienté IM), sur la figure cette abscisse vaut 6.

Définitions :

cos(#) et sin(f) sont les coordonnées du point M du cercle trigonométrique associé a 6.

Propositions.
Vo e R, —1<cos(f)<1 —1<sin(f) <1 cos?(0) + sin?(h) = 1
Définition :
™ Sin(e)
VOeR\S—-+kn |keZ tan(f) =
cR\{Z+hmlkez ), n0) = o8

Remarque : Différentes fagons de noter ’ensemble de définition de la fonction tangente :

Din =R\ {Z +kn |k€Z} Dun={2cR|VkeZ o2 +kr | Dtangz}mg;kﬂg[

1.3.3 Périodicités.
Les fonctions ¢ — cos(t) et ¢+ sin(t) sont de période 2.

V0 € R, cos(6 + 2m) = cos(h) sin(f + 27) = sin(0)
La fonction ¢+ tan(t) est de période .

V0 € Diorn, tan(f + ) = tan(0)

1.3.4 Symétries.

Avec les axes :
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M(r-6) sin@) | N  M®)
O i
0 ;
0 ) cos()
M(TT+8) M(-6)
cos(—60) = cos(6) cos(m — @) = — cos(0) cos(m + 0) = — cos(h)
sin(—0) = —sin(0) sin(m — @) = sin(h) sin(m + 6) = —sin(0)
tan(—0) = — tan(6) tan(m —0) = —tan(0) tan(m 4 0) = tan(6)

Remarque :

Les fonctions sinus et tangente sont impaires. La fonction cosinus est paire.
Avec la premiére bissectrice :

R Mr2-6) 7
sin® | /17N M(e)
2.6 |
LT
cos(6
cos (z - 9) = sin(6) sin (z - 9) = cos(6) tan (E - 9) _
2 N 2 B 2 ~ tan(f)
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1.3.5 Valeurs remarquables.

1.3.6 Formules.

Formule d’addition.

A savoir par coeur :

cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3)

On en déduit en remplagant 3 par —0 :

cos(a — B) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(3)

On en déduit les formules suivantes : (en prenant o = g =

Formules de duplications.

cos(20) = cos?(6) — sin?()

On en déduit avec la relation cos?(#) + sin®(9) = 1

cos(20) = 2cos?(6) — 1

1.3.7 Equations.

Théoréme.

sin(a + B) = sin(a) cos(8) + cos(a) sin(pB)

sin(a — ) = sin(«a) cos(8) — cos(a) sin(S)

9)

sin(26) = 2sin(d) cos(6)

cos(20) = 1 — 2sin*(0)
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Pour tout (6,6') € R?,

cos(f) =cos(#) < Ik eZ: 0=0+2kr ou 0=-0+2kn
sin(f) =sin(0') < Ike€Z: 6=0"+2kr ou O=n—0 +2kn

Pour tout (6,6) € (Dtan)27

tan(f) = tan(f') <= Ik e€Z: 60=0 +kn

Proposition.

Soit (z,y) € R?

Si 2?2+¢y®=1,

alors le systéme d’équations d’inconnue 6 € [0; 27[ , { Zlor?EZ; f ;C a une unique solution.
. \s . - cos(f) =z . .
alors le systéme d’équations d’inconnue 6 €] — ;7| , sin(0) = y a une unique solution.

Proposition.

Quel que soit = € [—1,1],

T
@ Il existe un unique réel 6§ appartenant a {—2; 2} tel que sin(f) = z
@ 1l existe un unique réel § appartenant a [0; 7] tel que cos(0) = x

Quel que soit x € R,

T
® il existe un unique réel 6 appartenant a } —5; 9 { tel que tan(f) = x

1.3.8 Arcsinus, arccosinus et arctangente.

Définitions.

Soit © € [—1,1],
T
® On appelle arcsinus de x 'unique réel 6 appartenant a {—2; 2} tel que sin(f) = x

@ On appelle arccosinus de x 'unique réel 6 appartenant a [0; 7] tel que cos(f) = x

Soit x € R,

T
® On appelle arctangente de x 'unique réel 6 appartenant & } —5; 5 { tel que tan(f) = x

Démonstration : Montrons que la définition de Uarcsinus d’un réel de [—1,1] est possible, autrement dit que ce
réel O existe et est bien unique.

. ™ T ™
On note f la fonction : — 5; 5 — R (Cette fonction est la restriction de la fonction sinus a l'intervalle |— 55 )
x — sin(z)

T .
©® |——; —| est un intervalle,
22
. T
@ f est continue sur |——; — |,
22
. . ﬂ- 7r
O f est strictement croissante sur —5; 2} .

donc (Théoréme de la bijection)
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Vk € {f <2> ;f(g)} (Ala e {2;2} s fla) =k

oy
Vo e [-1;1], 30 e {—} : sin(f) =z

donc
272
. . . . Tr ﬂ- . .
Autrement dit : quel que soit le réel « de [—1; 1], il existe un réel 6 de {—2; 2} qui est tel que sin(f) = x.

[llustration sur le cercle trigonométrique.
Remarques :

e Pour z un réel de [—1,1], 'arccosinus de x est 'arc de [0, 7] dont le cosinus vaut z.

T
e Pour z un réel de [—1,1], D'arcsinus de = est arc de [—f dont le sinus vaut z.

T

23]
™ T

e Pour x un réel quelconque, l'arctangente de x est arc de ]—5, 5[ dont la tangente vaut z.

Propriétés :

@
e Pour tout =z € [-1,1], arcsin(—z) = — arcsin(x).
e Pour tout x € [—1,1], sin (arcsin(z)) = x.
e Pour tout z € R,
oo T
arcsin (sin(x)) =z <= =z € [—5; 5}
@
e Pour tout x € [—1,1], arccos(—x) = 7 — arccos(x).
e Pour tout z € [—1,1], cos (arccos(x)) = =

e Pour tout = € R,
arccos (cos(z)) =z <= z € [0;7]

®

e Pour tout z € [-1,1], arctan(—z) = — arctan(x)
e Pour tout z € R, tan (arctan(z)) ==z
e Pour tout z € R,

T
arctan (tan(z)) =2 <= xe}—Q;Q{

1.3.9 Transformation d’une expression de la forme : a cos(x)+b sin(x).
On cherche & transformer une expression de la forme a cos(z) + bsin(x) en une expression de la forme r cos(z — ¢)

a, b, x, r, @ des réels avec (a,b) # (0,0).

En trois étapes :
©® On met en facteur v/a2 + b2,

acos(z) + bsin(x) = Va2 + b2 (cos

+ sin(z

a b
@ e Wﬁ)

® On cherche ¢ tel que : b
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a
On peut trouver un tel ¢ car le point de coordonnées ( ; ) est sur le cercle trigonométrique.
Vaz +b2 " a2 + b2

® onaalors: acos(z) + bsin(z) = Va2 + b2 (cos(x) cos(¢) + sin(x) sin(p))

acos(x) + bsin(x) = Va2 + b2 cos(z — )

En pratique pour I’étape @ :

e Dans les cas le plus simples : on trouve ¢ parmi les valeurs remarquables.
(Inutile et dangereux de parler d’arctangente, ... ).

Exemples :

cos(z) — sin(z) = v/2 cos (m + %) V'3 cos(z) + sin(z) = 2 cos (x - %)

e Dans les autres cas on exprime ¢ a ’aide des fonctions arctan, arccos ou arcsin.

b
Avec arctangente quand a # 0 : on cherche ¢ vérifiant tan(¢) = —, donc (pour un entier k) :
a

b b
@ = arctan <) + 2km ou @ = 7 + arctan () + 2km
a a

C’est le signe de a qui permet de choisir un ¢ convenant :

b b
si @ >0 on peut prendre ¢ = arctan (), sinon on prend ¢ = 7+ arctan ()
a a
Exemples :
4 cos(x) — 3sin(z) = 5cos (x + arctan <g)> — cos(z) — 3sin(x) = V10 cos (z — ™ — arctan (3))
Remarques :

—cos(z) — 3sin(z) = —(cos(x) + 3sin(z))
- Dans le deuxiéme exemple, on a :

cos(x) + 3sin(x) = V10 cos (z — arctan (3))

ce qui permet de retrouver le résultat en sachant que cos(6 — w) = — cos(0).

- On peut facilement vérifier le résultat si on se souvient des formules démontrées dans le DM4.

1 T

cos(arctan(z)) = —— et sin(arctan(z)) = ——

Compléments.
Dans la suite on notera : r = v/a? + b2
a
Avec arccosinus : on cherche ¢ vérifiant cos(¢) = —, donc (pour un entier k) :
T

p = arccos (ﬂ) + 2km ou (p = — arccos (ﬂ) + 2km
r r

C’est le signe de b qui permet de choisir un ¢ convenant :
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a a
si b>0 on peut prendre ¢ = arccos (), sinon on prend ¢ = — arccos (>
r r

Exemples :
4 cos(x) — 3sin(z) = 5 cos (x + arccos (é)) cos(z) + 3sin(x) = V10 cos (x — arccos <L>>
5 V10
Avec arcsinus : on cherche ¢ vérifiant sin(¢) = —, donc (pour un entier k) :
r

b b
= arcsin (*) + 2k ou ( = T — arcsin (7) + 2km
r r

C’est le signe de a qui permet de choisir un ¢ convenant :

b b
si a >0 on peut prendre ¢ = arcsin (), sinon on prend ¢ = m — arcsin <)
r r
Exemples :
. . (3 . . 3
4 cos(xz) — 3sin(x) = 5cos | x + arcsin | — — cos(z) + 3sin(x) = V10 cos | & — m + arcsin | —
5 V10
Remarque.

On peut vérifier les résultats en connaissant les formules vues en TD pour tout réel = € [—1;1],
cos(arcsin(z)) = V1 — 2 sin(arccos(z)) = V1 — 2

1.3.10 Linéarisation

Etant donnés deux entiers naturels m et n et un réel 6, linéariser cos™ () sin™(6) c’est 'exprimer comme somme
de termes de la forme A cos(kf) ou Asin(kf) avec k € N et A € R.

0 _—ib 0 _ _—if
. . e’ +e e’ —e
@ Remplacer cos(f) et sin(f) par respectivement 5 et 5; (formules d’Euler).
i

@ Développer entiérement ’expression en nombre complexes (souvent en utilisant la formule du binome).

® Reutiliser les formules d’Euler pour revenir & des cosinus et des sinus (des nombres réels).

1.4 Meéthodes de calcul.

1.4.1 Sommes.

Définition.
Soient m et n deux entiers, et aq,...,ar,... des nombres complexes.
n m n+1 n
pour n < m, E ar =0, g ax = G et pour n > m E ap = ar | + ana1
k=m k=m k=m k=m
n

plus simplement : quand n > m : E ar = Qm+ - +an.

—_——

k=m

n—m-+1 termes
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Des sommes a connaitre.

(mneN, meN, (m<n) et geC\{1})

n n

len—m+1 quzi
k=m

Formule de Bernoulli.

n+1 _bn+1 —_ (a

Soient n un entier naturel et (a,b) un couple de nombres complexes.

_ b) Zn: akbn—k
k=0

Linéarité.

Zx\ak—)\Zak

k=m k=m

Pour A un nombre complexe, (a,) et (b,) deux suites de nombres complexes.

Z (a +by) =

Zak+zbk

k=m

"Relation de Chasles".

Si ni, ny et ng sont trois entiers vérifiant ny < ny < nz, on a :

n3 n2 ns no—1 ns
g ap = g ar + E ag ou = E ar + E ag
k=n1 k=n1 k=no+1 k=n1 k=nq
Changement d’indice.
Translation ou décalage.
n n—1 n-+p
§ ap = E k1 E ai = § Qktp E ai = § k—p
k=1 k=0 k=m—p k=m+p

Symeétrie ou lecture inverse.

n n
2 =D an-s
k=0 k=0

n n
§ ak:§ Ap+1—k

n n
§ ap = § Untp—k
k=p k=p

Sommes télescopiques.

Lorsque les aj peuvent s’écrire  wupi1 —up OU Uk — Ukt

n

D (kg1 = uk) = Unt1 — U

k=m

n

Z (’U/k - uk-‘rl) = Um — Unp+1

k=m
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Sommes et inégalités

Soient (ay) et (bx) deux suites de nombres réels et n un entier naturel,

n n
Si  pour tout k € [0;n] , ar < by alors Zak < Zbk
k=0 k=0

Séparation des termes d’indice pair et d’indice impair.

Soit (ay) une suite de nombre complexes,

£ L2z

n
E a; = E agk + E a2k+1
k=0 k=0

=0

1.4.2 Produits, factorielles.

Définition.

Soient m et n deux entiers, et ag, - - - a,... des nombres complexes.
n m n+1 n
Vn < m, Hakzl, Hak:am et Vn>m Hak: Hak X Qp41
k=m

Autrement dit, quand n > m : A, = A X -+ X ap

Factorielle. notation n!

Définition.
On appelle factorielle d’un entier naturel n 'entier : H k , on le note n!.
k=1
ol=1 YneN, (n+1)!=nlxn+1)
Autrement dit :
n! = I1x2x3x---x(n—1)xn = nxn—-1)x---x2x1
produit de tous les entiers compris entre 1 et n
=1 5!'=120 10! = 3628800
=1 6! =720
21=2 7' =5040
31=6 8!'=40320
4! =24 9! = 362880 20! = 2432902008 176 640 000

Factorielle 100 :

93326215443944152681699238856266700490715968264381621468592963895217599993229915608941463976156518286253697920827223758251185210916864000000000000000000000000

Produits & connaitre

Pour a € C et n, m deux entiers vérifiant 1 < m < n,

n

n
n!
l_Icz:a”*mJrl , szi
—1)!
e Pt (m—1)!
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Propriétés.

Soient m, n deux entiers tels que m < n, ag, - - ay,

.et by, by... des suites de nombres complexes non nuls.

k=m

n n n n n n ﬁ ag
H )\Gk = )\n—m-i-l H Qe H (akbk) = H ap X H bk Uk

Yk _ k=m
k= k= k= k= hm Ok -
=m =m =m =m =m H bk)
k=m
et pour p un entier :
n p n

[Mn) - 11

k=m k=m
"Relation de Chasles".

Soient ny, no et ng sont trois entiers vérifiant n; < ny < ng et ag, - - -

ns no ns
o= Mo 1]«
k}:’ﬂl

k=nq k=no+1

ag... des nombres complexes.

Changement d’indice.

Soient n, m et p sont trois entiers et ag, - - -
Translation ou décalage.

ag... des nombres complexes.

n—1

n n n+p
Mo=Tlocn  TTe= T oo
k=1 k

=0

Symeétrie ou lecture inverse.

n n
[[ar =TT ans
k=0 k=0

Produits télescopiques.

- Uk+1 U
Lorsque les aj; peuvent s’écrire ou et pour m < n
Uk Uk+1
n n
H Uk+1  Un+41 H Uk Um
k=, Uk Um, b=, Uk+1 Un+1

Produits et inégalités

Soient (a) et (by) deux suites de nombres réels et n un entier,

Si  pour tout k € [0;n] , 0<ar <bg

alors 0< ar < bi,

0

n n
k=0 k=

Exponentielle et logarithme.

Exponentielle d’'une somme :
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Pour tout (a1, as,...,a,) € R™,

exp <Zak> = HeXP(ak)
k=1 k=1

Logarithme népérien d’un produit :

Pour tout (a1, as,...,a,) € (Ri)n,
In <H ak> = Z In(ag)
k=1 k=1

1.4.3 Coefficients binomiaux.

Définition.

n
Soient n, p deux entiers relatifs, on définit < ) par :
p

. n n! . n
si 0<p<n : = — sinon, =0.
p) pin—p)! p

Remarques :

e On lit "p parmi n".

e Dans un schéma de Bernoulli de profondeur n : < est le nombre de chemins avec exactement p succeés.
p

Formules.

(A bien connaitre)

Soient n, p deux entiers naturels ,

n n n+1 n n n+1 n+1(n
o (")=(" ®) - (")+ 3) -

P n—op p+1 P p+1 p+1 p+1\p
Autour de ces formules :

n+1 n n n n—1 n—1 - ("
(2) donne : (p+1><p)+(p+1)(p>+< p >+(p+1> = ... = 12(1)
n n+1
(2) donne : (p>:<p+1> (
n nfn-—1 n n—1({n-2 ok
(3) donne : (p)ZP(p_1>:pxp_1<p—2) - :I];[O p—k

n n—1 n n—2
(3) donne : p<p> = n(p_ 1) ou encore :  p(p —1) <p) =n(n— 1)<p _ 2>

Cas particuliers.

Pour tout n € N,

B 0 O () O (e
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Avec la notation produit :

p facteurs

hS]

[

(n) _nn—=1)---(n—p+1) k=0 (n) B H n—k ﬁ(n—k’—Fl)
p p! p! P o Pk k
En pratique :
(8) §xTx6 (32) 32 x 31 x 30 x 29 x 28
=——— =56 = = 8 x 31 x29 x 28
3 1x2x3 5 1x2x3x4x5H
Triangle de Pascal.
N‘O‘l‘Z‘Zﬂ‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘

0 1l oo 0 0 0 0 0 0 0 o | oo

1 1] 1]o 0 0 0 0 0 0 0 o| oo

2 1] 2|1 0 0 0 0 0 0 0 o| oo

3 1] 3|3 1 0 0 0 0 0 0 o| o0 | o0

4 1|46 4 1 0 0 0 0 0 o| oo

5 1] 5 [10] 10 5 1 0 0 0 0 0| o0 | o0

6 116 [15] 20 | 15 6 1 0 0 0 0| o0 | o0

7 1|7 |21] 3 | 3 | 21 7 1 0 0 0| o0 | o0

8 1| 8 |28 5 | 70 [ 56 | 28 8 1 0 0| o0 | o0

9 1] 9 |36 | 84 | 126 | 126 | 84 | 36 9 1 0| o0 | o0

10 1|10 | 45 [ 120 | 210 | 252 | 210 | 120 | 45 | 10 | 1 | 0 | 0

11 1| 11 | 55| 165 | 330 | 462 | 462 | 330 | 165 | 55 | 11 | 1 | 0O

12 1|12 ] 66 | 220 | 495 | 792 | 924 [ 792 | 495 | 220 | 66 | 12 | 1
Formule du biné6me de Newton.

Soient n un entier naturel et (a,b) un couple de nombres complexes,
n
(a+b)" = Z <n) akpnk
k=0 k
Démonstration : (En deuzx étapes)
n
O Fixons x dans C et montrons par récurrence sur n que pour tout entier naturel n, (14 )" = (Z) z".
k=0

(I) Pour n =0,

0
ona(1+z)°=1 et Z
k=0

(H) Prenons un entier n et supposons que : (1 +z)" = Z
k=0

n+1 —

on sait que (x + 1)

0\ .
(k:) zF =1 donc la propriété est vraie pour n = 0.

(g>xa

(x +1)(z + 1)" donc en utilisant ’hypothése de récurrence on obtient :

n

n
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k=0
1

1
n n n+ n
— k k
k=0 k=1
i]-)) Jfk + xn+1

- E0£0)

k+
x

= n
=1
k=1
& n+1 k n+1 :
= 1+ Z Pk + (formule du triangle de Pascal)
k=1
n+1
1
(1+z)"tt = Z (n;— >ij (propriété au rang n + 1)
k=0

En conclusion :

n
® Montrons maintenant que pour tout (a,b) € C, (a+0b)" = Z (Z) akpnk
k=0

ler cas : Pour b =0, la propriété est immédiate. (Dans la somme tous les termes sont nuls pour k = 0)

2eme cas : Pour b # 0, on applique le résultat montrer en @ avec z = — (= ab_l), on obtient :

a n n n -
1 — =
(1+5) -2 ()

en multipliant par b" les deux membres de cette égalité, il vient ce que ’on cherchait :

(a+b)" = i (Z) akpn—k

k=0

S e

Remarques :

e (en inversant a par b)
(a+b)" =Y (Z) a"FpP

e (en remplagant b par —b)

Sommes i connaitre.

(et a savoir démontrer)

O \VneN, Z (Z) =2"| Prendre a =1 et b =1 dans la formule du binome.
k=0

0 |Vn € N*, Z (n) (—=1)* = 0| Prendre a =1 et b= —1 dans la formule du binoéme.
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-1
1l suffit d’utiliser k(Z) = n(n ), puis de retrouver la somme @ avec n — 1.

k-1
®|V(npeN, > (f)) - (Zi)

k=p

k k+1 k
Vue dans 4.3.2. , mais on peut aussi voir une somme télescopique avec = * —
D p+1 p+1

Formule de Vandermonde.
" b a+b
b) € N2 “ -
Yo, b) € N, W € N, Z@(n_k) ()

Dans ce paragraphe pour tout couple d’entiers (4, j), a; ; désigne un nombre complexe.

1.4.4 Sommes doubles.

Somme double rectangulaire.

On note Z ai; la somme de tous les nombres a;; lorsque i vade 1 an et j de 1 & m.

1<i<n
1<G<m

n m m n

> oa = | Da | =D D ay
1<i<n i=1 \ j=1 j=1 \i=1
1<j<m

On peut aussi noter :

YDIRTED 9 SITED ) I

1<is5<n i=1 j=1 j=11i=1

Produits de deux sommes simples.

Dans le cas oul a;; = o;0;

Z i = (Z%) Zﬁj = (Z%‘) (Z@)
115;577; i=1 j=1 i=1 i=1

Attention : Ne pas inventer de formule!!!

En général : Z(akbk) + (Z ak> ( bk>
1

k=1 k=1 k=

Somme double triangulaire.

On note E a;; la somme de tous les a;; lorsque ¢ va de 1 & n et j de 1 & m avec la contrainte i < j
1<isysn

1<i<i<n i=1 \ j=i =1 \i=1

Formule de Fubini

On peut aussi noter :

Z a;j Zii% :izj:aij

1<i<i<n i=1 j=i j=11i=1
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On note Z a;; la somme de tous les a;; lorsque ¢ va de 1 & n et j de 1 & m avec la contrainte i < j

1<i<j<n
n n n 7j—1
> ag= > ai | = @i
1<i<j<n i=1 \ j=i+1 7j=1 \i=1

Remarque : On pourrait aussi écrire :
n—1 n n 7j—1
> ai | =Dy
i=1 \ j=i+1 j=2 \i=1
Linéarité.
A désigne un nombre complexe.

Z/\aij:)\zaij Z(aij+bij):2aij+2bij
(4,5)

(4,9) (4,4) (4,4) (4,)

1.5 Vocabulaire des applications.

1.5.1 Introduction.

‘ Une application de E dans F' associe a tout élément de E un unique élément de F'.

Notations et définitions

e (une définition rigoureuse mais pas nécessaire dans ce cours) Une application peut-étre définie par le triplet
(E,F,C) ou C C E x F avec la propriété : Vo € E,ly € F: (x,y) € C

e Pour z dans E, 'unique élément de F' lié¢ & = est appelé image de x par f et on le note f(x).

Onnote: f: F — F "f est 'application qui va de E dans F et qui a x associe f(x)".
z — f(z)

Soit y € F,
on appelle antécédent de y par f, tout élément x de E vérifiant : f(z) =y

Les éléments de F' qui sont I'image d’un élément de E sont appelés valeurs de f.

On note f(F) 'ensemble des valeurs prises par f.
Autrement dit :  f(E)={f(z) |z € E} ouencore f(E)={yeF |xecE: y=f[f(z)}

e [ est 'ensemble de départ de f, ou encore son ensemble de définition.
(certains parlent aussi de "source™)

F est 'ensemble d’arrivée de f, (certains parlent aussi de "but")
(cet ensemble contient 'ensemble des valeurs prises par f)

e On note F'¥ 'ensemble des applications de E dans F.

Des exemples a connaitre :

® Cardinal.
Soit E un ensemble contenant un nombre fini d’éléments.
On note card I'application qui & toute partie de E associe le nombre d’élément de A.

@ Application identitée de E : On note Idg l'application F — FE
T — x
Egalité entre deux applications :
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Deux applications f:E — F et g: E — F' sont égales si, et seulement si,

E=F | F=F et VzeE, Ff(z)=g(z)

Restriction et prolongement :

Soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble F'.
Pour A est une partie de E, (ACE)

on appelle restriction de f a A, notée f,, I'application de A dans F, vérifiant : Vo € A, f|,(z) =
f ().

Pour B un ensemble contenant £, (E C B),
on appelle prolongement & B de f toute application g de B dans F vérifiant : Vo € E,  f(z) = g(x)

Remarques :
° f‘A : A — F
v f()
e g est un prolongement de f ssi f est une restriction de g.

Image directe d’une partie de ’ensemble de départ.

Définition :

Soit A une partie de E, on note f(A) 'ensemble des images des éléments de A,
on dit que f(A) est 'image directe de A par f.
Autrement dit :  f(A) ={f(z) |x € A} ouencore f(A)={yeF|IxcA: y=f(z)}

1.5.2 L’application composée.

E, F et G sont trois ensembles quelconques.

Définition

Soient f:E — F et g: F — G deux applications,
Papplication de E dans G quia x associe g(f(x)) est appelée (application) composée de f par g.
On lanote: gof

On utilise souvent ’extension de cette définition :

Soient f:A— B et g:C — D deux applications telles que f(A4) C C,
Papplication de A dans D quia x associe g(f(x)) est appelée (application) composée de f par g.
Onlanote: gof

Remarques :
eOna: gof: EFE — G
r— gof(x) (=g(f(x))

e [’ensemble de départ de g o f est celui de f et son ensemble d’arrivée est celui de g.

Proposition :

Etant données, f: E—F, g: F -G et h:G — H trois applications, on a :

Idpof=f, foldg=f e ho(gof)=(hog)of

Attention : en général, go f # fog.
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1.5.3 Injections, surjections.

Injection.
f est une application de E dans F.

Définition :

Dire que f est une injection (ou est injective) signifie que :

V(ry,22) € E?, f(x1) = f(x2) = 21 = 22

4 4
"
i
Application injective Application non injective.

f:10,2] — [0, 3]

p

Remarques :
e f est injective lorsque tout élément de ’ensemble d’arrivée posséde au plus un antécédent par f.
e Une autre définition : V(x1,72) € E?, 21 #x2 = f(21) # f(22).

Surjection.

f est une application de £ dans F.

Définition :

Dire que f est une surjection (ou est surjective) signifie que :

YyeF, JzeE: y=f(z)
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Application surjective Application non surjective.

f:10,2] — [0, 3]

p

Remarques :
e f est surjective lorsque tout élément de ’ensemble d’arrivée posséde au moins un antécédent par f.

e Pour savoir si f est surjective on cherche a résoudre f(x) =y pour un y quelconque dans F.

1.5.4 Bijection et application réciproque.

Définition : (bijection)

Soient E, F' deux ensembles et f une application de E dans F,
Dire que f est une bijection (ou est bijective) signifie que : Vy € F, 3z € E : y= f(z)

Remarque : f est bijective si, et seulement si, f est injective et surjective.

Définition : (application réciproque)

Soient E, F' deux ensembles et f une application de E dans F,
Lorsque f est une bijection :

on peut définir I’application de F' dans E qui a tout élément de F' associe son unique antécédent par f.

Cette application notée f~! est appelée réciproque de f.

Remarques :
e En résumé (mais dangereuz & l'usage) :

quand f est une bijection, f't F — E
y — = tel que f(x)=y

e Dire que f est une bijection de F dans F signifie :

Quel que soit y € F, on note f~'(y) l'unique z de E vérifiant f(x) = y.
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Nous avons déja rencontré cette notion.

O La fonction R, — R, est une bijection, sa réciproque est 'application R, — R,
r — z? x —

Autrement dit : Pour y un réel positif, \/y est I'unique réel positif  vérifiant % =y.

® La fonction ] — g; g[ — R est une bijection, sa réciproque est ’application R — ] - g; g[
x — tan(x) x —> arctan(x)

T
Autrement dit : Pour y un réel quelconque, arctan(y) est 'unique réel = de ] — 5 5[ vérifiant tan(z) = y.

)

® La fonction R — R4 est une bijection, sa réciproque est I'application R; — R
x —> exp(x) x — In(z)

Autrement dit : Pour y un réel strictement positif, In(y) est 'unique réel  vérifiant e* = y.

Propositions :

Si f est une bijection, alors :
® VY(ay)eExF  y=fr) &= z=[f"(y)
@ foft=Idp flof=1Idg
®  f~! est une bijection de F dans F
&)

I'application réciproque de f~! est alors égale a f : (J“l)_1 =f

Remarques :

e De plus en plus souvent on dit "bijection réciproque" au lieu de réciproque.
o Légalité fo f~' = Idp signifieVy € F, f(f *(y)) =y

o Légalité f~' o f = Idp signifie Ve € E, f~'(f(z)) =2
Théoréme : (La composée de deux bijections est une bijection)

Si f:F—F et g:F — G sont deux bijections alors g o f est une bijection de E dans G et
'application réciproque de go f est f~log i

(gof) ' =f"og"

Démonstration :
On suppose connaitre f: EF — F et g: F — G deux bijections,
montrons qu’alors application g o f est une bijection de E dans G.

Prenons un z dans G, (Je prends un élément quelconque de ’ensemble d’arrivée)
Pour z € F,
goflx)=2 <<= g(f(x))==2 (Déterminons les antécédents de ce z par go f)
—=  f2)=g""(2) car g est bijective
—= =1 (2) car f est bijective
— z=f"'o gil(z) qui est bien un élément de E

Donc tout élément de G posséde un unique antécédent par g o f dans F, donc g o f est une bijection de E dans G.

Plus "simplement" : Vz € G,3lx € E: go f(z) =z donc lg o f est une bijection de E dans G‘

On a montré, de plus, que 'antécédent d’un z quelconque de G est donné par f71 o gfl(z),

donc la réciproque de g o f est 'application G — FE ,
z — [Tlogl(2)

autrement dit : ’ (gof) t=s" 09_1‘

Théoréme
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Une application f : E — F est une bijection si, et seulement si, il existe g : F — E telle que

go f=1I1dg et fog=I1dr

et alors g est la réciproque de f.

Démontrons pour une application f: E — F que :
S’il existe une application g : F' — E telleque: go f=1Idg et fog=Idr

alors f est une bijection et 7 = g.

On suppose qu'il existe une application g : ' — E telleque : go f=Idg et fog=Idr

e Soit 21 et x2 deux éléments de E tels que f(z1) = f(x2),
on a alors g(f(z1)) = g(f(x2)) et comme on a : go f = Idg on en déduit que z1 = x2

L’application f est donc injective.
e Soit y un élément de F,
ona fog=1Idr donc fog(y)=y ouencore y= f(g(y))
en posant x = g(y) on bien z dans F et f(z) =y

L’application f est donc surjective.

e Une fois que l'on sait que f est bijective, on peut parler de f~' sa réciproque.
Ona gof=1Idg donc gofof '=1Idgof ' etcomme fof '=Idretldgof *=f"il vient :

g=f"

Corollaire :

Soit f: E— E,
fof=1Idg si, et seulement si, f est bijective et fﬁ1 = f.

Définition : Lorsque f o f = Idg on dit que f est involutive.

Des propriétés spécifiques aux fonctions de R dans R :

Soient D1 et Dy deux parties de R,
Si f réalise une bijection de Dy dans D» alors :
© C;-1 est la symétrique de Cy par la symétrie orthogonale d’axe A : y = .
@ Si f est impaire alors ™' est impaire.
© Si f est strictement croissante sur D; alors f71 est strictement croissante sur Ds.

O Si f est strictement décroissante sur D; alors f ~! est strictement décroissante sur Ds.

Remarque :

f réalise une bijection de D; dans D3 signifie que 'application D; — Dy est correctement définie et est bijective.
r — f(z)



Chapitre 1. Outils

1.5.5 Fonctions indicatrices.

Définition :

Soient E un ensemble et A une partie de F,
On appelle fonction indicatrice de A,

lapplication de E dans {0,1} qui z associe 1 si z € A et 0 sinon.

Propositions :

@ Soit A une partie de F,
Ve € E, la(z)=1 <= z€ A

@ Soient A et B deux parties de F,
Tanp =14 x1p

® Si A est une partie de F, alors
Iy=1—14
@ Soient A et B deux parties de F,

1s=1p < A=B
® Soient A et B deux parties de F,
14<1p < ACB

® Soient A1, Aa, ..., Ap et B des parties de F,

p
1= Z]lAk < (A1, As,...,Ap) est une partition de B
k=1

Remarques :
e 15 =0 (Uapplication constante égale & zéro)

e 15 =0 (l'application constante égale & un)
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e ®: A 1, réalise une bijection de 2 (E) dans {0;1}”
Démonstration :
— Montrons 'implication de @ qui revient & montrer I'injectivité de ®
On suppose que 14 =15,

on a alors pour x € F,

r€eA <= lux)=1 avec 1.
— 1p(x)=1 car 14 = KB
< «x€B avec 1.

Cette équivalence montre que A = B et cela achéve la démonstration de I'injectivité de ®.

— Montrons, maintenant la surjectivité de .

Soit f une application de {0; 1}E7 (On prend un élément quelconque de l’ensemble d’arrivée).
Onnote A={z € E| f(z)=1},

Montrons que ®(A) = f ou encore 14 = f

si z € A, par définition de A, f(z) =1 et la(z) =1 donc f(z) = 1a(x)

si x ¢ A, par définition de A, f(x) # 1,

et comme f ne prend pour valeur que 0 et 1 alors f(z) =0 et commme 14(z) =0 on a bien f(z) =

dans tous les cas f(z) = 14(z) donc f =14

on a bien montré que tout élément de {0; l}E posséde un antécédent par ® et ainsi ® est surjective.
o Taup=1a+1p—14x1p.

o laupuc=1a+1lp+1lc—1axlp—1pxlec—T1axlc+L1laxlpxlc
Démonstration :
Tavsue = 1—-1z-5nE
= 1-1gzx1gx1lg
1-(1-14)(1-1p)(1-1¢)
1-(1-1a—-1p—Tlc+1laxlp+1lpxle+laxle —Laxlpxle)
= Ta+1lp+lc—1axllpg—1Ipxlg—1Iaxleg+1axllpxle

e On définit la différence symétrique entre deux parties de £ : AAB = (AN B)U(ANB)

Diagramme de Venn de AAB.

A
\

/%?
Q¥
%

\
y

\\

Cette loi est commutative. AAB = BAA.

Démontrons que cette loi est associative.

laap = 145+ 1z.5—1s
= 1a(1—1p)+(1-14)15p
Llaap = 1a+1p—-2x14x1p

On a (fait en classe) :

LTianapac =1a+1p+1c—2(Taxlp+I1axle +1pxle)+4xLaxlpxlc
On a de méme (on peut le justifier sans calcul) :

Laaac) =1la+1p+1c—2(1axlp+Llaxle+1pxlc)+4xLlaxlpxlc
On a donc : T4aBy)ac = Laa(ac) ce qui entraine avec @ l (AAB)AC = AA(BAC)‘

lA(CE)
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1.6 Ensembles finis. Dénombrement.

1.6.1 Généralités

Définition :

Dire qu’un ensemble non vide E est fini
signifie qu'il existe un entier naturel n et une bijection de [1;n] dans E.

Ce nombre n est alors unique et est appelé cardinal de F.

Remarques :
e on note : card(E) ce nombre entier (ou encore #(F)). (card(E) € N)

e F est fini lorsqu’on peut numéroter ses éléments avec un nombre limité de numéros.

Le cardinal de FE est alors le nombre d’éléments de E.

e Un ensemble fini E de cardinal n peut s’écrire :

E={ex|ke{l,..,n}} avec:Vi#£j, e #e;

e O est un ensemble fini et card(@) =0

Si a et b sont deux entiers relatifs vérifiant a < b, alors :

card ([a;b]) =b—a+1

e Lorsqu’'un ensemble E n’est pas fini on dit qu’il est infini. Exemples : N, R ,[0,1] ...

Attention : pour les ensembles de nombres ne pas confondre bornée et finie.

Proposition :

Soient E et F' deux ensembles finis,
FE et I ont le méme cardinal si, et seulement si, il existe une bijection entre E et F'.

Remarque :

Dans la suite du cours dans la plupart des propositions, on commence par :

"Soit E un ensemble fini de cardinal n o n € N*,"

Pour les démonstrations, il suffit de les faire pour E = [1;n].

1.6.2 Propriétés du cardinal.

Propositions : (parties d’un ensemble fini)

@® Toute partie d’'un ensemble fini est un ensemble fini.
Soit E un ensemble fini et A et B deux parties de F,
@ Si AC B alors card(A) < card(B)

® A C B et card(A) = card(B) si, et seulement si, A= B.

@ Si A et B sont deux parties disjointes de E (ie : AN B = @), alors :

card(AU B) = card(A) + card(B)

Remarques :

e Si un ensemble contient une partie infinie, il est lui aussi infini.
e Si A est une partie d’un ensemble fini E, alors card(A) = card(E) — card(A)
e card(B\ A) = card(B) — card(AN B)

Théoréme : (Réunion de parties deux & deux disjointes.)
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Si (Ai)ie[u,p]] est une famille de p parties deux & deux disjointes, alors

card <O Ai) = icard(Ai)
i=1 i=1

Remarque :

o Si (4))

P
ic[1,p] €St une partition d’un ensemble B alors : card(B) = Z card(4;)
i=1

Théoréme : (Réunion de deux ou trois parties quelconques.)

e Si A et B sont deux parties de E, alors :
card(A U B) = card(A) + card(B) — card(AN B)
e Si A, B et C sont trois parties de E, alors :

card(AUBUC) = card(A)+ card(B) + card(C)
—card(AN B) —card(BNC) —card(ANC) + card(AN BN C)

Théoréme : (produit cartésien)

Si A et B sont deux ensembles finis, alors A x B est fini et :

card(A x B) = card(A) card(B)

Lllustration :
En notant : A = {a1,az2, ...,an} avec n = card(A) et B = {b1,b2, ...,bm} avec m = card(B).

AXB:{ (a17b1)7(a17b2)5 ’(al’bm)’
(a27b1),(a27b2)7 ’(a‘Q’bm)’
(anybl)v(afub2)7 ,(a7l,an) }

Le nombre d’éléments de A X B est égal & : n x m.
Proposition :

Si (Ek) est une famille de p ensembles finis, alors £y X --- X E), est fini et :

ke[1,p]

card(F1 X -+ X Ep) = card(E1) X -+ X card(Ep)

Exemple avec : E1 = {1,2}, E» = {0,1,2} et E3={0,1}
By x Bz x By = {(1,0,0),(1,0,1), (1,1,0), (1,1,1),(1,2,0), (1,2,1),
(2,0,0),(2,0,1), (2,1,0),(2,1,1), (2,2,0), 2,2, 1)}

Le cardinal de F1 x E2 X E3 est égal a 12.

Proposition :

Soit p € N* et A un ensemble fini, ’ensemble AP est fini et :

card (AP) = (card(A))?

Remarque :
AP = A x---x A
N————

n fois ’ensemble A

Exemple avec : A ={1,2} et p=14
At = {(1, 1,1,1),(1,1,1,2),(1,1,2,1),(1,2,1,1),(2,1,1,1),(1,1,2,2), (1, 2,1,2),(2,1, 1, 2),

(1,2,2,1),(2,1,2,1),(2,2,1,1),(1,2,2,2),(2,1,2,2),(2,2,1,2),(2,2,2,1), (272,2»2)}
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Le cardinal de A* est égal a 2*.

1.6.3 Dénombrement des ensembles classiques.

Ensemble des p-listes.

Définition :

‘ On appelle p-listes d’'un ensemble E, les éléments du produit cartésien EP.

Notation : ’Les listes sont notées : (:cl, T2,y ey xp) , avec des parenthéses!!!

On rappelle que : (T1, 2,y oy Tp) = (T, Th, oy Tp) = Vi€ [L,n], =z =2a]
Proposition :

Soit p € N* et E un ensemble fini de cardinal n,
le nombre de p-listes E est égale a : n?

Expérience classique qui améne des p-liste : (Situation de référence)
Dans un ensemble contenant n objets numérotés de 1 & n, on effectue p tirages successifs, avec remise. Les résultats de
ces tirages, rangés dans l'ordre d’apparition, constituent une p-liste.

lLe nombre de résultats différents de cette expérience est égale a n” ‘

C’est le nombre de fagons de choisir successivement p objets parmi n, avec d’éventuelles répétitions.

Ensemble des p-listes sans répétition (arrangements).

Dire qu’une p-liste (x1,x2,...,Zp) est sans répétition signifie que
P 2 . .
V(Z7])€[[17p]] ) Z#]::Ei#xj

Remarque : on parle aussi de p-arrangement.

Proposition :

Etant donné deux entiers n et p strictement positifs (p < n) et E un ensemble de cardinal n.
Le nombre de p-listes sans répétition d’éléments de E est égala: n(n—1)---(n—p+1).

p facteurs

Remarques :
Si p > n, alors il n’y pas de p-listes sans répétition d’éléments de FE.
n! p—l
Le nombre de p-listes sans répétition de F est égal a : ﬁ ou encore H(n —k)
n —p)! o
Expérience classique qui améne des p-liste sans répétition : (Situation de référence)
Soit n et p deux entiers non nuls.
Dans un ensemble contenant n objets numérotés de 1 & n, on effectue p tirages successifs, sans remise. Les résultats de
ces tirages, rangés dans I'ordre d’apparition, constituent une p-listes sans répétition.

Le nombre de résultats différents de cette expérience est égal a n(n —1)---(n —p+ 1)

p facteurs

C’est le nombre de fagons de choisir successivement p objets parmi n, sans répétition.

Nombre de permutations.

Définition

Soit £ un ensemble fini, une liste contenant exactement une fois chaque élément de E est appelée
une permutation de E.

Proposition

‘ Si card(F) =n le nombre de permutations de E est égal & : n! .

Remarques :
Le nombre d’ordres que 1’on peut donner aux n éléments de E est égal a nl.

C’est le nombre de fagons de choisir successivement tous les objets d’'un ensemble, sans répétition.
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Nombre de combinaisons d’un ensemble fini.

Définition :

Soit p un entier naturel,
une p-combinaison de E est un sous-ensemble (une partie) de F a p éléments.

Notations :
e On notera &, (E) 'ensemble des p-combinaisons de E.

Ac P, (E) <= (ACE et card(A)=p)

e Une combinaison s’écrit {;m, T, ..., a:p} (des accolades!!) avec V(i,j) € [[1,p]]2, 1] = x; # 1

Remarque : Contrairement aux listes si on change ’ordre des éléments cela ne change pas la combinaison.

Proposition :

Etant donné deux entiers n et p tels que p < n et F un ensemble de cardinal n.

1
Le nombre de p-combinaisons est égal 4 : ~ nn—1)---(n—p+1) = (n)
b p

p facteurs

Remarque : avec une p-combinaison on peut construire p! listes sans répétition de p-éléments de E.

Expérience classique qui améne des p-combinaisons : (Situation de référence)

Soit n et p deux entiers non nuls.

Dans un ensemble contenant n objets numérotés de 1 & n, on effectue un tirage simultané de p objets.
Chaque résultat de ce tirage est une combinaison de p objets de I’ensemble.

Le nombre de résultats différents de cette expérience est égal a : (n)
p

Nombre de parties d’un ensemble fini.

Proposition :

Soit E un ensemble fini & n éléments, 'ensemble Z(F) des parties de E est fini et :

card (#(E)) = 2"

Démonstrations : (2 démonstrations)

® (Zp(E))ocpcn est une partition de &(E) donc

card (#(E))

> card (2,(E))

B ;0(?)
— (1+1)7L — 9n

® On note ej,ea,...,e, les éléments de E.
On définit 'application ®: Z(E) — {0;1}",
sie; € Aalors z; =1

qui & chaque partie A de F associe la liste (x1,...,2,) de {0;1}" définie par sier & A alors z; = 0

Cette application est une bijection. sa réciproque est I’application de {0;1}" dans Z(E),
siz; =1 alorse; € A

qui & chaque liste (z1,...,2,) de {0;1}" associe la partie A définie par : sizi=0alorse; @A

on a construit une bijection entre ces deux ensembles et on sait que card ({0;1}") = 2" | donc

card (#(E)) = 2"
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1.6.4 Complément : Nombre d’anagrammes.

Théoréme des anagrammes.

Soit un "mot" M formé de p lettres distinctes A1, Ao, - -+ Ap, la lettre A; apparait n; fois, ... , la lettre A,
apparait n, fois.

La longueur de M vaut N =n1 +nz + -+ + np.

Le nombre d’anagrammes de ce mot est égal & :

N!

nilng! - np!

NY(N-—-ni\({N-—ni—n2 [ np1tnp
ni ne ns Np—1

ou encore

1.6.5 Applications et cardinal.

Nombre d’applications entre deux ensembles finis.

Soit E de cardinal p et F' de cardinal n, définir une application f de E dans F revient a donner la liste (f(e1), f(e2), ..., f(ep))
des images des p éléments de E par f, pour chacun d’eux il y a n choix possibles.

lLe nombre d’applications de E dans F est donc égal a n” ‘

Nombre d’injections entre deux ensembles finis.

Soit E de cardinal p et F' de cardinal n, définir une injection f de E dans F revient a donner la liste sans répétition
(f(e1), f(e2),..., f(ep)) des images des p éléments de E par f; pour I'image de e; il y a n choix possibles, puis pour I'image
de ez, il y a (n — 1) choix possibles, ...

Le nombre d’injections de E dans F est donc égala: n(n—1)---(n—p+1).

p facteurs

Nombre de bijections entre deux ensembles finis.

Soit E de cardinal n et F' de cardinal n, définir une bijection f de E dans F' revient a donner la liste sans répétition
(f(e1), f(e2),..., f(en)) des images des n éléments de F par f; pour I'image de e; il y a n choix possibles, puis pour I'image
de ez, il y a (n — 1) choix possibles, ...

| Le nombre de bijections de E dans F' est donc égal a : nl.

Conditions suffisantes sur les cardinaux.

Proposition :

Soit E et F' deux ensembles finis,
S'il existe une injection de E dans F alors card(E) < card(F)
S’il existe une surjection de E dans F alors card(E) > card(F)
S'il existe une bijection de E dans F alors card(E) = card(F)

Injections et ensembles finis.

Propositions :

Soit E et F' deux ensembles quelconques,
En supposant qu’il existe une injection de F dans F :
e F est fini si, et seulement si, f(F) est fini (et alors card (f(E)) = card(E) )
e Si F est fini alors E est fini et card(E) < card(F)
e Si F est infini alors F est infini.
Soit F et F' deux ensembles finis,

e S’il existe une injection de E dans F' et une injection de F' dans F
alors card(FE) = card(F)
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Application entre deux ensembles de méme cardinal.

Propositions :

Soit f:E — F avec E et F deux ensembles finis tels que card(E) = card(F)

f est injective  si, et seulement si, f est bijective.

f est surjective  si, et seulement si, f est bijective.

1.6.6 Somme sur un ensemble fini.

Définition, notation :

Soient E un ensemble fini, tel que E = {e1, ez, - ,e,} avec card(E) =n
et f une application de E dans F' avec F' un ensemble muni d’une somme.

On note : Z flz) = Zf(@i)

zeE

Propositions :

Soit E un ensemble fini,

O Si Ay, Az, ..., Ap forment une partition de E alors :
P
D f@=>| X /@
zEE k=1 TEAL

® Si o est une bijection de E dans E,

S f@) = 3 fo(a)

z€E rzeEE

On ne change pas la somme si on modifie l’ordre dans lequel on fait la somme.

(3] card(F) = Z 1 et pour A € R, Z A = Acard(FE)

TEE zEE
® Soit A une partie de E,

card(A4) = Z Ta(x)

zeE
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Suites réelles.
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2.1 Suites réelles.

2.1.1 Suites majorées, minorées, bornées.

Définitions.

Soit (un)nen une suite a valeurs réelles,

ou avec la valeur absolue.

O Dire (u,) est bornée signifie que :

@ Dire que (un) est majorée signifie que: IM €R: Vn €N, u, <
8 Dire que (un) est minorée signifie que : Im eR: Vn €N, u, >

M
m

©® Dire que (un) est bornée signifie que :  I(m, M) € R*: VneN, m< un

IMeR: VneN, |un| <M

<M

2.1.2 Monotonie.

Définitions :
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Soit (un)nen une suite a valeurs réelles,

e dire que (un) est croissante signifie que : Vn € N, un < tpt1  (OU  Ung1 — un = 0)
e dire que (un) est décroissante signifie que : Vn €N, wupt1 <un  (OU  Upt1 — un < 0)
e dire que (un) est strictement croissante signifie que : Vn € N, wup < uny1 (00 Unt1 — un > 0)

e dire que (un) est strictement décroissante signifie que : Vn € N, upt1 <un (OU  Uny1 — Un < 0)

En pratique : (Plusieurs stratégies possibles)

2.2 Limite de suite réelle.

2.2.1 Suites convergentes.

Définition :

Soient (u,) une suite réelle et £ un réel,
dire que (un) converge vers £ signifie que :
Ve>0, INeN: VneN, n>2N=|u,—¥¢<c¢

APCR

Plus simplement :

ou

Ve>0,3INeN: Vn>2N=|u,— ¥ <e¢

Ve>0,dNeN: Vn>N—=/—-c<u,<l+e¢

Théoréme : l Toute suite convergente est bornée. ‘

2.2.2 Suites tendant vers ’infini.

Définitions :

Dire que (uy) diverge vers +oo signifie que: VAER, INeN: Vn>= N, A<u,

APCR
Dire que (un) diverge vers —oo signifie que : VAeR, ANeN: VYn>N, u,<A

APCR

2.2.3 Suites extraites.

Propositions :

Soient (un)nen une suite a valeurs réelles et o un nombre réel, +00 ou —oo.
@ la suite (uy) tend vers a si, et seulement si, les suites (uny1), (Unt2), ... tendent vers a.
@ la suite (uy) tend vers a si, et seulement si, les suites (un—1), (un—2) , ... tendent vers a.
® Si la suite (un) tend vers a alors la suite (u2,) tend vers a.

@ Si la suite (un) tend vers o alors la suite (u2n+1) tend vers a.

Théoréme :

Soit (un) une suite a valeurs réelles,
@ si les suites (uzn) et (uznt+1) convergent vers la méme limite ¢ € R alors la suite (uy,) converge vers £.

@ si les suites (u2n) et (uznt+1) divergent vers 400 (resp. —oo) alors (uy) diverge vers 400 (resp. —oo)
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2.2.4 Limite des suites arithmétiques et des suites géométriques.

Les suites arithmétiques réelles.
On note, pour ug et r deux réels, la suite (un) = (ug + nr),
esi r=0 alors (u,) converge
esi r >0 alors (uy) diverge vers +oo.

esi 7 <0 alors (un) diverge vers —oo.

Les suites géométriques réelles.
On note, pour ug et ¢ deux réels, la suite (un) = (uoq") (avec ug # 0)
esi —1<g<1 alors (u,) converge vers 0
esi ¢g=1 alors (un) converge vers uo (la suite est constante)
esi ¢g>1etup >0 alors (uy) diverge vers +oo

esi g>1etup <0 alors (uy) diverge vers —oo

2.3 Convergence et inégalités.

2.3.1 Lorsqu’on sait que les suites convergent.

1l faut toujours avoir justifié que ces limites existent avant d’utiliser ces deux théorémes.

Théoréme :

Soient (un) et (vy,) deux suites que ’on sait étre convergentes, (u,) vers le réel £ et (vy,) vers le réel £'.

® Si 0</ alors AINeN: Vn> N, 0<up. ® Si ¢>/{¢ alors AN eN: Vn> N, up, > v,
—_— —
APCR APCR

Théoréme : lorsque tout converge, on peut passer a la limite sur des inégalités larges.

Soient (uy) et (v,) deux suites que ’on sait étre convergentes, (u,) vers le réel £ et (vy,) vers le réel £'.
QO Si vneN, 0<u, alors 0<V/. ® Si VvneN, wu, <wv, alors 1<l

2.3.2 Théorémes de comparaison.

Ici les théorémes permettent de démontrer que des limites existent.

Théoréme : (+00 et —o0)

Soient (uy,) et (v,) deux suites & valeurs réelles,
@ Si (un) diverge vers +00 et VYn € N, w, < v, alors (v,) diverge vers +oo.

<
@ Si (vp) diverge vers —oo et Vn €N, wu, < v, alors (u,) diverge vers —oco.

Théoréme : (d’encadrement ou encore "des gendarmes")

Soient (un), (vn) et (wyn) trois suites a valeurs réelles,
Si VneN, wu, <v, <w, et si(uy) et (wy) convergent vers un réel £

alors (vy) est convergente et sa limite est £.

Corollaires

Soient (u,) et (v,) deux suites & valeurs réelles et £ un réel.

@®Si Vn €N |un| < v, et si (v,) converge vers 0 alors (u,) converge vers 0.
@ Si (un) converge vers 0 et si (vy,) est bornée alors (unvn) converge vers 0.

®8Si VneN, |up,—¥¢ <wvpetsi(vy) converge vers 0 alors (uy) converge vers £.

Remarque : dans tous les théorémes de cette page on peut remplacer "Vn € N" par "IN e N: Vn > N"

APCR



Chapitre 2. Suites réelles.

2.4 Opérations et limites.

2.4.1 Somme.

2.4.2 Produit.

Rm(vn)
J4 +00 —0o0
w3 ()
V4 040 400 —00
+00 +00 +00 F.I
-0 —00 F.I —00
PP ()
£<0 +o0 —00 0
li n
w2 ()
>0 o 400 —00 0
+o0 —00 +00 —00 F.I
—0 +00 —00 +00 F.I
0 0 F.I F.I 0
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2.4.3 Quotient v, /uy.

w3 (V)
L<0 +oo —00 0
D (n)

Z/ >0 £ +00 —00 0

K/
t+oo 0 F.I F.I 0
—00 0 F.I F.I 0
0+

—00 +0o0 —00 F.I
0" +o00 —00 +o00 F.I

2.5 Conséquences de la propriété de la borne supérieure.

Revoir la définition des bornes supérieure/inférieure et le théoréme de la borne supérieure.

2.5.1 Théoréme de convergence monotone.

Théoréme : (théoréme de convergence monotone)

Soit (un) une suite a valeurs réelles,
O Si (un) est croissante et majorée alors la suite (un) converge.

@ Si (un) est croissante et si elle diverge alors la suite (u,) diverge vers +oo .

® Si (uy) est décroissante et minorée alors la suite (un,) converge.

O Si (un) est décroissante et si elle diverge alors la suite (u,) diverge vers —oo.

Remarque : Dans ce théoréme on peut remplacer "croissante" (resp. "décroissante") par "croissante APCR" (resp. "dé-
croissante APCR")

2.5.2 Suites adjacentes.

Définition :

Soient (un) et (vn) deux suites & valeurs réelles.
Dire que (un) et (vn) sont adjacentes signifie que 'une est croissante, 'autre décroissante et que
leur différence converge vers 0.

Théoréme :

‘ Si deux suites sont adjacentes alors elles sont convergentes et elles convergent vers la méme limite.

2.6 Echelle de comparaison.

Théoréme. (Limites a connaitre)
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Soient o € R} et a €] —oo; —1[U]1;+00][,
a” n®
O lim —=0 ® lim — =0

n—+oco ! n—+o0o

Remarques :

«@
n
e on en déduit : lim — =0
n—+oo nl
e Ces limites sont appelées "croissances comparées des suites usuelles".

e La limite @ est toujours vraie pour a € [—1, 1], mais il ne s’agit plus d’une limite "croissance comparée".

e La limite @ entraine : Va € R, Vz €] — 1, 1], 1151_1 n“z" =0
n——+oo
Quand o < 0 ce n’est pas une croissance comparée.

Corollaire.

Soient a € R} et z €] —1;1],

lim n%z" =0
n——+oo

Remarque :

u7L
lim — =0, on note u, = o(v,) et on dit que (uy) est négligeable devant (vy,).

Lorsque
n—-+oo Un

2.7 Suites équivalentes.

Définition.

Soit (un) et (vn) deux suites réelles telles que (v,) ne s’annule pas :
(un)

Dire que (un) et (vn) sont dites équivalentes signifie que :  la suite converge vers 1
Un
On note :
Up ~  Up ou Un ~ Uy,
n—-+4oo

Attention : on n’écrit jamais : u, ~ 0

Proposition : (Les propriétés qui passent de (vyn) & (un) lorsque (ur) et (vn) sont équivalentes).

Soient (ur,) et (v,) deux suites équivalentes. (un o Un)
oo

esi lim u, =p alors lim v, =p
n—-+oo n—-+oo

® si u, # 0 a partir d’un certain rang alors v, # 0 & partir d’un certain rang.

® si u, > 0 & partir d’'un certain rang alors v,, > 0 & partir d’un certain rang.

e si u, < 0 a partir d’un certain rang alors v, < 0 a partir d’un certain rang.

Proposition : (Relation d’équivalence)

Soit (un) et (vn) deux suites a valeurs réelles.
@ (un) ~ (un) @ Si (un) ~ (vn) alors (vn) ~ (un)

® Si(un)~ (vn) et (vn) ~ (wn) alors  (un) ~ (wp)

Théoréme : (Opérations et suites équivalentes)
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® Si (un) ~ (vn) et (up) ~ (vy,) alors (upuy) ~ (vav),) Produit.
()~ (v) w0 |
@ Si { () ~ (v) alors " o Quotient.
® Si (un) ~ (vn) alors (uy) ~ (vy) Elévation & une puissance constante. (o € R)
@ Si (un) ~ (vn) alors (Jun|) ~ (Jvn]) Passage a la valeur absolue.
Attention : on ne somme pas des équivalents.
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3.1 Généralités

3.1.1 Majoration, minoration.

Définition :

Soient f une fonction a valeurs dans R et E une partie de Dy (E C Dy ),
Dire que f est majorée sur E signifie que: IM €R: Vz € E, f(z)< M.

On définit de méme

: f est minorée ou bornée sur E.



Chapitre 3. Fonctions

3.1.2 Maximum d’une fonction a valeurs réelles.

Définition : (mazimum global)

Soient f une fonction définie sur D et M un réel
Dire que M est le maximum de f sur D signifie que :
M est un majorant de f et il existe o € D tel que M = f(xo)

On note : max (f(z)).

On définit de méme le minimum d’une fonction sur un ensemble D.

Définition : (mazimum local)

Soient f une fonction et M un réel
Dire que M est un maximum local de f signifie que :
11 existe g € Dy et € > 0 tels que M = f(z0) et M est le maximum de f sur Dy N [zo — €, xo + €]

On définit de méme un minimum local d’une fonction.

3.1.3 Sens de variations.

Définition :

Soit f une fonction définie sur D,
Dire que f est croissante sur D signifie que : V(a,b) € D*, a < b= f(a) < f(b)
Dire que f est strictement croissante sur D signifie que : V(a,b) € D? a<b=— fa) < f(b)

On définit de méme décroissante et strictement décroissante.

Théoréme : (Propriétés des fonctions strictement monotones)

Si f est strictement croissante sur D alors @ V(a,b) € D a=b — fla)y=f
® VY(a,b)e D’ a<b <= f(a)
® V(a,b)eD? a<b <= f(a)

Si f est strictement décroissante sur D alors @©  V(a,b) € D*, a=0b < f(a)= f(b)
@ VY(a,b) € D? a<b < f(a)> f(b)

b)
® V(a,b) €D’ a<b <= f(a)=f(b)

3.2 Limite d’une fonction.

3.2.1 Limite réelle en xy ou en co.

En —oco0 ou +oo

Définition :

Soient £ un réel et f une fonction définie au voisinage de +oo.

Dire que f tend vers £ en 4+ oo signifie que :

VeeRY, JAecR:Vze Dy, z>A=|f(z)—t<e

On montre 'unicité d’un tel £ (lorsqu’il existe) et on note :

lim f(z)=1¢ ou Emf =/ ou encore fle) — ¢

T —+00 x—+o00

Définition :

Soient ¢ un réel et f une fonction définie au voisinage de —oo.

Dire que f tend vers £ en —oo signifie que

VeeRY, JAcR:Vee Dy, < A= |f(z)—{<e

On montre 'unicité d’un tel £ (lorsqu’il existe) et on note :

lim f(z)=1¢ ou limf=¢ ou encore flz) — ¢
T——00 -
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En o

Dire que f tend vers £ en x¢ signifie que :

Soient ¢ et xo deux nombres réels, et f une fonction définie au voisinage de zo.

VeeRY, IpeRY :Vee Dy, |z—zo| <n=|f(z) -l <e

On montre 'unicité d’un tel £ (lorsqu’il existe) et on note :

lim f(z)=1¢ ou limf=1¢ ou encore flx) — ¢
T—x0 x0 T—x0
Définition :
Dire que f est continue en x¢ signifie que : [ est définie en xo et que lim f(z) = f(xo) .
T—x(
Autrement dit : Ve € R, 3n € R} : Vo € Dy, |o — 0| <= |f(z) — f(zo| < e

3.2.2 Limite infinie
Définitions :
Soit f une définie au voisinage de xo,
Ecrire : lim f(z) = +oc signifie que : VA € R,3n € RY : Vo € Dy, |z —xo| <n= f(z) > A
T—x(
Ecrire : lim f(z) = —oco signifie que : VA€ R,In e RY : Ve € Dy, |z —zo| <n= f(z)< A
T—x0
Soit f une définie au voisinage de +oo,
Ecrire : lir+n f(z) = +oo signifie que : VAER, 3BeR:Vz € Dy, z>B= f(z)> A
Tr—r+00
Ecrire : lir_P f(x) = —c0o signifie que : VAE€R, 3IBeR:Vz €Dy, x>B = f(z)< A
T—r+00
Soit f une définie au voisinage de —oo,
Ecrire : lim f(x) = 400 signifieque: VAER, 3BeR:Vz € Dy, z<B= f(z) > A
T——o00
Ecrire : lim f(x) = —oco signifie que : VA€ R, 3BeR:Vz € Dy, < B= f(z)< A
T——o00
3.2.3 Limites et inégalités.

Lorsqu’on sait que les fonctions ont des limites réelles.

Théoréme :
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de «,
O5Si limf=/¢ et si £>0 alors au voisinage de &, f(x) > 0.
®Si [ et g admettent une limite réelle en @ et si lim f < limg
[e3 [e3
alors  au voisinage de «, f(z) < g(z).
Théoréme :

au voisinage de a,  f(x) >0

QO Si alors
et lim f(x)=1¢

T

f(z) < g(z) au voisinage de a,
® Si alors
lim f(z) = £ et lim g(z) = ¢

T

£>=0.

el

Théorémes de comparaison.

Théorémes :
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Corollaires :

@ Si

@ Si

® Si

au voisinage de a , f(z) < g(z)
et lim f(x) =400
Tr—ro

au voisinage de « , g(x) < f(z)

au voisinage de « , g(z) < f(z) < h(z),
lim g(z) =¢ et lim h(z)=1¢
T T

alors lim g(x) existe et vaut +oo.
rT—ra

et lim f(z) = —o0 alors lh_}na g(x) existe et vaut —oo.
rT—ra

alors lim f(z) existe et vaut £.
rT—ro

@ Si

@ Si

au voisinage de « , |f(z) — 4| < g(z)
et lim g(z) =0
Tr—r«

au voisinage de «, f(z) = g(z) X h(x)
lim g(z) =0
rT—ro

et au voisinage de a, h est bornée.

alors lim f(z) existe et vaut £.
Tr—«

alors lim f(z) existe et vaut 0.
rT—ra

3.2.4 Opérations et limites

£ et ¢ désignent deux réels, a désigne un réel zo ou +00 ou —oo.

Limite de la somme de deux fonctions : f + g

Limite du produit de deux fonctions :

lim g(z)
T—ra
J4 400 —00
lim f(z)
V4 0 +7¢ +00 —0o0
+o0 +00 +00 F.I.
-0 —0o0 F.I —0o0
(f x9)
lim f(z)
£<0 +00 —0o0 0
lim g(z)
r—o
>0 o 400 —00 0
+0oo —00 400 —00 F.I
—00 +o0 —00 “+o00 F.I
0 0 F.I F.I 0
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Limite du quotient de deux fonctions : <f>
g

lim f(x)
r—ro
0<0 +oo —00 0
lim g(z)
rT—ro
A >0 £ +00 —00 0
g/
+0oo 0 F.I F.I 0
—00 0 F.I. F.I 0
0+
—00 +o00 —00 F.I
0 +00 —0o0 +00 F.I

Limites et composées.

Théoréme : (Composée de deuz fonctions.)

Soit f et g deux fonctions telles que f est définie au voisinage de «, g de S et go f de «,

lim f(z) = B
Si et alors  lim g(f(z)) =~
. rT—ro
lim g(y) =~
y—=p

Théoréme : (Composée d’une suite et d’une fonction.)

Soit f une fonction définie au voisinage de o et (uyn) une suite a valeurs dans Dy.

lim u, =«
n——+oo
Si et alors la suite (f(un)) tend vers 8 quand n tend vers +oc.

lim f(z) =

T

3.2.5 Echelle de comparaison. (Croissances comparées)

Proposition.

Pour a €]0; 4+00[, (¢ un réel strictement positif)

a

lim — =0 lim
rx—+oo et r—+oo ¢

Remarques :
© On peut ajouter lir% (z%In(z)) =0
T

@ On se référe toujours & une de ces limites pour justifier une "croissance comparée".

3.2.6 Théoréme de limite monotone.

Théoréme :

Soit f une fonction, « et 8 désignent des réels, 400 ou —oco
Si f est monotone sur l'intervalle } «; B{

alors f admet une limite (réelle ou infinie) & droite en « et & gauche en 3.
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Démonstration. (Conséquence du théoréeme de la borne supérieure)

Corollaire :

Si f est croissante sur un intervalle sur un intervalle ouvert

alors f posséde une limite réelle en tout point de I a gauche et a droite.

En situation :

si f est croissante sur |a, +00[ et si f est minorée alors f admet une limite réelle en a.

e si f est croissante sur Ja,+oo[ alors f admet une limite & droite en a, une limite réelle ou 4oo.

si f est décroissante sur Ja, b[ et si f est majorée alors f admet une limite réelle & droite en a.

si f est décroissante sur Ja, b[ alors f admet & gauche en b une limite réelle ou —co .
si f est décroissante sur R et si f est minorée alors f admet une limite réelle en +oo.

si f est décroissante sur R alors f admet une limite en —oo, une limite réelle ou +oo

Remarques :
e Si f est croissante sur [a,b] alors f n’a pas nécessairement une limite en b,
en revanche elle a une limite & gauche en b.
Prendre par exemple la fonction partie entiere sur [0, 1].

e On utilise souvent ce théoréme en construisant un tableau de variations.

Corollaire :

Soit f une fonction, « et 5 désignent des réels, 400 ou —oco

Si f est croissante sur l'intervalle

a; B { alors on a les équivalences suivante :

O f admet une limite réelle & gauche en f si, et seulement si, f est majorée.

® f admet une limite réelle a droite en « si, et seulement si, f est minorée.

3.3 Continuité sur un intervalle.

Les fonctions f, g, .. sont a valeurs dans R et sont chacunes définies sur une partie de R: Dy, Dy, ...

3.3.1 Généralités.

Définition :

Soit D C Dy tel que f est définie au voisinage de tout zo de D.

Dire que f est continue sur D signifie que : f est continue en tout zo de D.

3.3.2 Opérations et continuité.

Théoréme :

Si f et g sont continues sur D alors f+g¢g , f X g sont continues sur D.

si de plus g ne s’annule pas sur D alors i est continue sur D.
g

Théoréme :

Soient I, J deux intervalles, f: Dy — R et g: Dy — R deux fonctions,

@ f est continue sur [
Si { @ g est continue sur J alors go f est continue sur I.
®VvVrel, f(zx)eld
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3.3.3 Théoréme des valeurs intermédiaires.

Théoréme :

Version 1 : Si f est continue sur un intervalle I et a et b sont deux éléments de I,

alors pour tout réel A compris entre f(a) et f(b), 'équation f(z) = A admet au moins une solution dans [a, b].

Version 2 : Soit I une partie de R, a et b deux éléments de I et f une fonction défiie sur I.
@ f est continue sur [
Si ¢ @ I est un intervalle alors il existe (au moins) unréel c€ I  tel que f(c) =0.
® fla)<0 et f(b=0

Version 3 : Si [ est un intervalle et f est une fonction continue sur I, alors f(I) est un intervalle.

L%image continue d’un intervalle est un intervalle.

3.3.4 Théoréme de la bijection.

Théoréme :

Soient I une partie de R et f une fonction définie sur I,

® I est un intervalle
Si <@ f est continue sur I

0 ] 1 est un l’nteI Valle
E]:],,S { ( )
@ ) est strictement monotone sur I

@ f réalise une bijection de I dans f(I)

Ce théoréme est rarement utilisé tel quel, mais il en découle toutes les versions utilisées :

Théoréme de la bijection (avec toutes les situations possibles) :

Si f est continue et strictement croissante sur l'intervalle [a, b],
alors f réalise une bijection de [a,b] dans [f(a), f(b)]

Si f est continue et strictement décroissante sur l'intervalle [a, b],
alors f réalise une bijection de [a, b] dans [f(b), f(a)]
Si f est continue et strictement croissante sur Uintervalle |, 8],
alors f réalise une bijection de ], B[ dans |lim f, lién fl
[e%
Si f est continue et strictement décroissante sur Uintervalle |a, 3],
alors f réalise une bijection de |a, 8] dans ]lién fylim f[
«@

Propositions (Versions utilisées en pratique) :

Si f est continue et strictement croissante sur l'intervalle [a, b],
alors Vk € [f(a), f(b)], I € [a,b]: fla) =k
Si f est continue et strictement décroissante sur l'intervalle [a, b],
alors Vk € [f(b), f(a)], I € [a,b] : f(a) =k
Si f est continue et strictement croissante sur l'intervalle |« 3],
alors Vk €]lim f, lign fl, N € [a,b]: fla) =k

Théoréme :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I,
onnote:g: I — f(I) et g~ ' sa bijection réciproque.
z — f(z)
e g ' est une bijection de f(I) dans I.
. gf1 est continue. (La réciproque d’une bijection continue est continue)

-1 . N .
e ¢  est strictement monotone et de méme monotonie que g.
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Remarque : Il est simple de construire le tableau de variation de gfl, connaissant celui de g.

3.3.5 Image continue d’un segment.

Théoréme :

‘ L’image directe d’un segment par une fonction continue est segment. ‘

Remarques :
e Si f est continue sur le segment [a,b] alors il existe (z1,72) € [a,b]” : tel que f([a,b]) = [f(21), f(z2)].

e Si f est continue sur le segment [a,b] alors elle est bornée sur [a,b] et atteint ses bornes (sup et inf).

3.4 Dérivation.

Définition :

Soit f: I — R, xo€l,
O Dire que f est dérivable en zo,

z) — f(x
signifie que M admet une limite réelle quand x tend vers xo.
X — Xo
. . y df
0 Cette limite s’appelle alors le nombre dérivé de f en zo. On le note :  f'(zo) ou d—(aco)‘
T

® Lorsque f admet un nombre dérivé en tout point de I, on dit que f est dérivable sur I.

et on définit alors la fonction dérivée: f': I — R
v (@)

3.4.1 Continuité et dérivabilité.

‘ Si f est dérivable en x¢p alors f est continue en xg.

)f(l’)—f(fro)

T — X0

En effet. Pour tout x € I C {zo}, f(z)= f(z0)+ (z — o

3.4.2 Tangente & une courbe.

Définition.

Lorsque f dérivable en xp.
La droite passant par A(zo, f(xo)) et de coefficient directeur f’'(zo) est appelée tangente a la courbe
d’équation y = f(x).

C’est la position limite de la corde passant par les points de coordonnées (xo, f(x0)) et (zo + h, f(xo + h))

Ty, 2y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)

(o -mmemmemmeaneaneaneaneas P

g
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Proposition.

L’équation de la tangente & Cy en A(xzo, f(z0)) est :

y = f'(w0)(x — m0) + f(z0)

En effet : La droite A : y = f'(x0)(z —20) + f(x0) a pour coefficient directeur f'(xo) et les coordonnées (zo, f(zo0)) vérifient
cette équation donc A(xo, f(x0)) appartient a A.

Définition :

Lorsque f est dérivable a gauche en zo.
La droite passant par A(wo, f(xo)) et de coeflicient directeur f;(zo) est appelée demi-tangente a gauche a la courbe d’équation

y = f(z).

L’équation de la demi-tangente a gauche Cy en A(zo, f(xo)) est : y = fo(zo)(x — x0) + f(0)

On définit de méme la demi-tangente & droite.

Définition : Tangente verticale.

. . . o f@) = fla)
Si f est une fonction continue en a et si lim —————~ = 400 ou —o0,
T—a Tr—a

alors la droite © = a est une tangente verticale a la courbe d’équation y = f(z).

3.4.3 Dérivée des fonctions usuelles.

Fonction dérivée Fonction dérivée
1
x+—z" (n€Z\{0}) x— nz" ! x +— In(z) T — —
x
z—z% (¢ € R\ Z) z— az® x — sin(z) x — cos(z)
z+—a” z +— In(a)a” x — cos(x) x — —sin(x)
L 2
T — T T— —— x — tan(x) x+— 1+ tan®(z)
20z
1
x—>e” x—>e” x — tan(z) T — —
cos”(z)
Vr 1
x— Vx T— — 2 — arctan(z) T — =
nx 1+2

3.4.4 Opérations et dérivation.

Théoréme :

Soient «, B deux réels et f, g deux fonctions définies sur un intervalle I,

Si f et g sont dérivables sur I alors :
® of + Bg est dérivable sur I et Vo € I, (af + B9)'(z) = a f'(z) + B4 (z).

® fgestdérivablesur I et Yz €I, (fg)'(z) = f'(z) g(z) + f(z) ¢'(x).

Si, de plus, g ne s’annule pas sur [ alors :
/

1
©® — et — sont dérivables sur [ et Vz € 1,
g g

Démonstrations.
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3.4.5 Composée et fonctions dérivables.

Théoréme :
Soient I et J deux intervalles, f: Dy =R et g: Dy, = R,
f est dérivable sur I, go f est dérivable sur
Si ¢ g est dérivable sur J, alors et
etVeel, f(z)eJ Vo el, (gof)(z)=f(z) x g (f(x))
Démonstration :

Soit zo € I, on note yo = f(xo), (on sait que yo € J )
On note 7 le taux d’accroissement de g en yo prolongé par 7(yo) = g'(yo)

(ce qui est possible car g dérivable en yo).
pour tout x # xp, on a :

go f(z) —go f(zo) _ f(x) — f(z0) x7(f(x)) — f(z0) x ¢ (f(z0))

T — To T — X0 T

Rédaction.
@ La fonction f est dérivable sur I car ...
@ Pour tout z € I, f(x) € J car ...
® La fonction g est dérivable sur J car ...
donc la fonction g o f est dérivable sur I comme composée de fonctions dérivables.

et pour tout z € I, (go f)'(z) = ...

Quelques dérivées de composées usuelles (composées par une fonction usuelle).

Fonction dérivée
x — u(mzx + p) x — mu' (mz + p)
x+— (u(z))" (ne€Z\{0}) z— nu'(z) (u(z)"
z+— (u(@))® (e €R\2Z) z— av/(x) (u(z))* !
z— a™) (4 e RY) z — In(a)u (z)a™™)
u'(z)
x — Ju(x) T ——
24/ u(x)
x— "™ z — u/(z) "™
z — In(u(z)) T — Z:((;))
& — In(|u(z))) T — l;((;))
x — sin (u(z)) x — u'(z) cos (u(x))
x — cos(u(z)) x — —u' () sin (u(z))
x — tan(u(x)) x — ' (x) (tan2 (u(x)) + 1)
u'(x)
— tan(u(z)) — )
x — arctan(u(z)) x m

Dans tous ces cas, on se place sur un intervalle ot u est dérivable et prend des valeurs ou la fonction usuelle est dérivable.
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Par exemple :

Pour f: x — /u(z) la fonction u doit étre dérivable sur I et vérifier Vo € I, u(z) € R} ;

o (x)

- 2\/u(:v)'

la fonction f est alors dérivable sur I et VxclI, f'(x)

3.4.6 Dérivée de la réciproque.

ler cas : f dérivable en z¢ et f'(x0) # 0

N e

Zo
I
(o)
/
/
/
/’ '
S o7 S
// ./ /‘/
// R ,‘/ I
/// / -7
- ./ ,//
/ ’

2éme cas : f dérivable en zo et f'(zo) =0
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Y
Zo
I
I (o)
7
7
AN P (o) o T
,/’/ R4 ’
‘/’/ ,~/ // I

Théoréme :

Soient f une bijection continue et strictement monotone de I dans f(I), zo € I et yo = f(zo).

ler cas : Si f est dérivable en z¢ et f'(z0) # 0 alors f~" est dérivable en yo et (ffl)/ (yo) = s
Zo
2éme cas : Si f est dérivable en g et f'(zo) = 0 alors

! n'est pas dérivable en yo et C -1 admet une tangente verticale au point d’abscisse yo.

Remarques :

e Si f est dérivable en o et si f'(z0) #0 alors f ' est dérivable en f(xo) et (f*)l (f(zo)) = o)’
To

e L’ensemble de dérivabilité de f~" est ensemble des f(z) pour les z de I vérifiant f'(x) # 0

e Pour y € f(I), f " est dérivable en y si, et seulement si, 3z € I :  f'(z) # 0 et y = f(x).

Démonstration :
On suppose f dérivable en xo,
Soit y € f(I)\ {0} , (ce qui implique [~ (yo) # o)

S W) = M yo) 1
v — o F(F' () = f(wo)
F 7 y) — o
lim f~ (y) = zo (car f_l continue en yo) 1
y—=yo . S () = f(=o) ’
or — f(zo donc lim — = )
LG R (CO . e T ) —w )

ler cas : f'(x0) #0
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donc  f7! est dérivable et

v/ 1 _ 1
(7)) = f'(wo) 7 (7 (o))
2éme cas : f'(z9) =0
comme f est monotone on a : lim M =0T ou 0~
T T — Xo

ce qui implique que
—1N _ p—1
i W) =" (y0)

Y—yo Y — Yo

=400 ou — o0

ce qui donne bien : f71 n’est pas dérivable en yo

et comme f~! est continue en yo, C t-1 admet une tangente verticale au point d’abscisse yo.

Corollaire :
Soit f une bijection continue et strictement monotone de I sur f(I),

Si f est dérivable sur I et si f' ne s’annule pas sur I alors f~' est dérivable sur f (1) et :

v e f(1), (£7) (@)= m

3.4.7 Dérivée d’ordre supérieur.

Définition de la dérivée n iéme .

Définition : (fonctions n fois dérivables)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. (on note f = f(o))
Dire que : f est (au moins) n fois dérivable sur I,

signifie que : successivement pour tout k compris entre 1 et n,

f(kfl) est dérivable sur I et on note f(k) sa dérivée.

3.4.8 Exemples de dérivées niéme de fonctions usuelles.

Toutes les fonctions usuelles (celles du chapitre "1. Fonctions usuelles”) sont indéfiniment dérivables sur leur ensemble de

dérivabilité.

Si elles sont dérivables une fois, alors elles le sont autant de fois que ’on veut.

Soit p un entier naturel non nul, on note f la fonction définie sur R par f(z) = a*.

La fonction f est de classe C* sur R et

!
vn € [0;p], Vz€eR, f(")(x):LxV" Vn >p, VzéeR, f<”)(:c):0

Contrairement aux autres exemples, ici on ne démontre pas que ce polynome est indéfiniment dérivable.
Démonstration : Un exemple de récurrence finie.

On fixe p dans N*,

!
Montrons par récurrence sur n que pour tout n € [0;p], Vz €R, ™ (z) = % P "
p—mn)!
Pour n =0,
I
Pour tout z € R, f(© (z) =P et ﬁ #77° = 2 donc la propriété est vraie pour n = 0.
p—0)!
(n) p! _
Soit n € [O;p—1] tel que Vz eR, [ (z)=-—— 27",
(p—n)!

(On suppose la propriété vraie au rang n)
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Comme p —n > 0, on a bien f("> dérivable sur R et pour z € R,

@ = (") @

p! e
= o @
!
Vr € R, f("H)(x) - Pl
(p—n-—-1)!

En conclusion :

Pour tout n € [0;p], VzeR, f™(z)=———z
(p—n)!

En particulier pour n = p, la dérivée n-iéme de f est la fonction constante égale & p!, ce qui entraine :

Vn>p, VeeR, f™(z)=0

1
On note f la fonction définie sur R* par f(z) = —
x

La fonction f est de classe C° sur R” et

vneN, VzeR*, [f™(z)=n!

Démonstration :

1
On note f la fonction z — —,
P

Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N,  f est n fois dérivable sur R*

et Ve eR, f"(z)=n!
x

Pour n =0,

1
fix+— — est (au moins) 0 fois dérivable sur R" et
x

1
veeR, fO%)=-> et Vz € R, 0!(
x

Soit n € N tel que f est n fois dérivable sur R* et Va € R*, ™) (z) = n!

(D"

1
"t

™z nl est dérivable sur R donc f est n+1 fois dérivable sur R*,

et pour z € R",

fo @) = (1) (@)

n!(=1)"(—(n+ 1))x_("+2)
_ n+1
= (n+1)! %

La propriété supposée vraie & un rang n, entraine qu’elle l'est au rang n + 1.

En conclusion :

(=n"

In+1

Pour tout n € N,  f est n fois dérivable sur R* et VzeR*, f™(z)=n!
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On note f la fonction définie sur R} par f(z) = In(x).
La fonction f est de classe C™ sur R} et

(=)™ (n—1)!

vneN', VzeR;, fM(z) = -

Soit @ un réel, on note f la fonction définie sur R} par f(z) = z“.

La fonction f est de classe C™ sur R} et

vneN', VzeR,, fM@) =al@—1)--(a—n+1)z*"

Soit m un nombre réel non nul, on note f la fonction de R dans R telle que f : z — ¢,

La fonction f est de classe C*™° sur R et

vneN, VeeR, f™(z)=m"e™"

Démonstration :

Soit m un réel non nul, on note f la fonction x — ™%,

Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N, f est n fois dérivable sur R
etvr eR, f™(z)=m"™"
Pour n =0,
fiaxr—e™

* est (au moins) 0 fois dérivable sur R et

vz eR, fOz)=em et vz eR, mle™T =™
La propriété est vraie pour n = 0.

Soit n € N tel que f est n fois dérivable sur R et Vz € R, ™ (z) =m" ™

f(") sz —> m™ e est dérivable sur R donc f est n41 fois dérivable sur R,

et pour x € R,

@) = (1) (@)

n max
= m me

1 mzx
m"te
La propriété supposée vraie & un rang n, entraine qu’elle I'est au rang n + 1.

En conclusion :

’ Pour tout n € N,  f est n fois dérivable sur R et Vo € R, f™(z)=m" ™"

On note f la fonction cosinus : Vz € R, f(z) = cos(z)

La fonction f est de classe C* sur R et
(n) o m
VneN, VreR, f (m)—cos<x+n§>

On note f la fonction sinus : Vz € R, f(z) = sin(z)

La fonction f est de classe C* sur R et

vneN, VzeR, f™(z)=sin (:c + nz>

Démonstration :

On note f la fonction sinus.

Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N, f est n fois dérivable sur R
™
et vz e R, f"(z)=sin (ac + n2)

Pour n =0,
f: x> sin(z) est 0 fois dérivable sur R et £ (z) = f() = sin(z) = sin (1: + Og)
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La propriété est vraie pour n = 0.
Soit n € N tel que f est n fois dérivable sur R et Vz € R, f(")(:c) = sin (ac + n%)

f(") :x — sin (:r + n%) est dérivable sur R et (f(m)/ (z) = cos (a: + n%)

or (f(n))’ _ f(n+1) et COS(@) — sin (0+ g)

on a bien f est n+1 fois dérivable et : Vz € R, f"Y () =sin (m +(n+ 1)%)

En conclusion :

Pour tout n € N, f est n fois dérivable sur R et Vz € R, f(">(as) = sin (x + ng)

ou encore :

f est indéfiniment dérivable sur R et pour tout n € N, f("> R — R

. s
r —— SIn (m+n§)

Fonctions de classe C" .

Définitions :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I,

Dire qu’une fonction f est de classe C™ sur I signifie qu’elle est n fois dérivable et que f(")

est continue sur [.

Dire que f est indéfiniment dérivable sur I signifie que pour tout entier naturel n, la fonction f est n fois dérivable sur I
(on dit alors que f est de classe C™ sur I).

Dérivées successives et opérations.

Théorémes :

Soient f et g deux fonctions de I dans R et «, f deux réels.
@®Si feC"I)etgeC™(I) alors af +Bg et fg sont de classe C" sur I.
1
@8Si felC"(I)et geC™(I) et si g ne s’annule pas sur [ alors — et ! sont de classe C" sur I.
g g
®Si fecC"),geC"(J)etsi f(I)=J alors gofeC"(I)

On peut énoncer les mémes théorémes en remplacant tous les C" par des C™°.

Théoréme :

Soient f et g deux fonctions de I dans R et «, deux réels.
Si f et g sont n fois dérivables sur I alors «f 4+ 8g est n fois dérivable sur I et (af+ ﬂg)<n) = ozf(") + ﬁg<")

3.4.9 Extremum local d’une fonction dérivable.

Théoréme :

Soient I un intervalle de R , @ un élément de I qui n’est pas une borne de I et f une fonction de I dans R.

Si { f est dérivable en a

/ p—
f admet un extremum local en a alors  f'(a) =0

Remarques :
’ .. , . N
e f'(a) =0 est une condition nécessaire pour que f posséde un extremum local en a.

Cette condition n’est pas suffisante. Pour le justifier, il suffit de prendre la fonction z —s z°.
e Si a est une borne de I, alors cette condition n’est pas nécessaire. (On n’a pas nécessairement, f’(a) = 0).

Autre énoncé :

Théoréme :

Soient I un intervalle ouvert de R , ¢ un élément de I et f une fonction de I dans R.

Si { f est dérivable en ¢

f admet un extremum local en ¢ alors  f(c) =0

Démonstration :
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Soit ¢ € I tel ge f admet un maximum local en c.

comme [ est ouvert, on peut approcher ¢ par la gauche et par la droite et ainsi pour x voisin de c :

sixz < c alors M}O et six > ¢ alors M<O
r—c T —c
or f est dérivable en ¢ donc : lim M — f/(c) et lim f(@) = fle) — ()
T—c— Tr—cC T—rc+ T —c

on en déduit que f'(c) =0 et f'(c) <0, ce qui donne bien f'(c) =0

3.4.10 Théoréme de Rolle.

Théoréme :

Soient a et b deux réels vérifiant a < b et f une fonction de [a,b] dans R.

f est continue sur [a, ]
Si f est dérivable sur ]a, b| alors  Jc €la,b):  f'(c) =0

fla) = f(b)
Démonstration :
f est continue sur [a, b], donc ensemble f([a,b]) peut s’écrire sous la forme [m, M].

trois cas :
1. Sim = M, f est constante.

2.8im# M et f(a) = M,
m est atteint sur I'intervalle ouvert ]a, b[ en un c o1 f'(c) = 0 d’aprés le paragraphe précédent.

3.Sim# M et f(a) # M,
M est atteint sur 'intervalle ouvert Ja,b[ en un c ot f'(c) = 0 d’aprés le paragraphe précédent.

3.4.11 Théoréme des accroissements finis.

Théoréme :

Soit a et b deux réels tels que a < b,

f(6) — f(a)

Sj { f est continue sur [a, b]
b—a

o by
f est dérivable sur |a, b| alors il existe ¢ €Ja,b[ tel que f'(c) =

Démonstration :
La droite passant par A(a, f(a)) et B(b, f(b)) a pour équation
b) —
v= (L) @+
—a

On note g la fonction définie sur [a, b] par g(z) = f(x) — (f(bl)):i(a)) (x —a).

g est continue sur [a, b]
On a: g est dérivable sur ]a, b[ donc en appliquant le théoréme de Rolle a la fonction g on obtient :

gla) =g(b) =0
Je €la,b:  g'(c) =0

f(®) = f(a)

or Vz €la,b], g¢'(z) = f'(x) - b—a

en conclusion on bien :

Jec €la,b[:  f(c) =

Théoréme : (Plusieurs versions du méme théoréme)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I,
® Sia et bsont deux éléments de T , alors il existe ¢ € I tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

@ Sia et bsont deux éléments de I , alors il existe ¢ € I tel que |f(b) — f(a)| = |f'(c)| x |b—al.
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3.4.12 Dérivée et sens de variations.

Théoréme :

Soient I un intervalle de R et f : I — R dérivable sur I,
Ovzecl, f'(z)>0 si, et seulement si, f est croissante sur I.
®vrcl, f'(r)<0 si,etseulement si, f est décroissante sur I.
®vzcl, f(r)=0 si, et seulement si, f est constante sur I.

En effet. Dans le sens direct on utilise le TAF, pour la réciproque les définitions.
Attention : Ces théorémes sont fauz lorsque I n’est pas un intervalle.

Théoréme :

f est continue sur l'intervalle [a, b]
o Si f est dérivable sur ]a, b[ alors f est strictement croissante sur [a, b}.
vz € Ja,b[, f'(z)>0

. . 1 t strict t i t 1.
z €1, f'(x) >0 sauf en un nombre fini de points. alors f est strictement croissante sur

o Si % est dérivable sur l'intervalle I

On peut énoncer des théoréemes du méme type pour les fonctions strictement décroissantes.
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Intégrales d’une fonction continue sur un

segment.

Plan du chapitre

4.1 Définitions . . . . . . . L e

4.2 Sommes de Riemann . . . . . . . . ... e e

4.3 Propriétés de l'intégrale d’une fonction continue. . . . . . . . . .. ... ... ... ...
4.3.1 Relation de Chasles. . . . . . . . . . . . . . e
4.3.2 Linéarité. . . . . . . . e

4.3.3 Croissance de 'intégrale. . . . . . . . . .. ...
4.3.4 Valeur moyenne. . . . . . ...
4.3.5 Intégrales et valeurs absolues. . . . . . . ... ..o Lo
4.4 Théoréme fondamental . . . . . . . ... oL
4.4.1 Définition d’une primitive . . . . . . . ..o

4.4.2 Théoréme . . . . . . . . e
4.4.3 Calcul de primitives. . . . . . . . . L L
4.5 Parité et périodicité. . . . . . . L L
4.5.1 Intégrales et parité. . . . . . . . . L L
4.5.2 Intégrales et périodicité. . . . . . . .. oL
4.6 Positivité stricte. . . . . . . oL oL
4.7 Calculs d’'intégrales. . . . . . . . . . . L
4.7.1 Intégration par parties. . . . . . . . .. oL
4.7.2 Intégration par changement de variable. . . . . . . .. ..o 000

4.1 Définitions

Dans ce cours I désigne toujours un intervalle non trivial de R.

Définition :

Soit f une fonction de I dans R et a et b deux réels de [ vérifiant a < b,
L’intégrale de f sur le segment [a, b] est Paire algébrique sous la courbe.

L’intégrale existe quand cette aire est bien définie (mais nous ne développerons pas la notion d’aire dans ce cours).

Lorsque f est continue sur [a,b] I'intégrale est bien définie.

Lorsque f est continue par morceaux sur [a,b) alors 'intégrale est bien définie.

e [llustration graphique :
Sia <bet f est continue par morceaux sur [a,b] et & valeurs positives sur [a, D] alors

/abf(x)dmzAire({ M(z,y) ePla<az<b et 0<y< f(z) })
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Sia < bet f est continue par morceaux sur [a, b] et & valeurs négatives sur [a, b] alors
b
/ f(t)dt = —Aire(D) (en u.a)
a

ou
D={M(zyePla<z<b f(z)<y<0}

Y

e s

Sia < bet f est continue par morceaux sur [a, b] alors

/b f(t)dt = Aire(D") — Aire(D ™) (en u.a)

Y y=f(z)

4.2 Sommes de Riemann

Définition : (Sommes de Riemann)
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Soit f une fonction de I dans R et a et b deux réels de I, on définit sur N* les suites (G,) et D,, par :

b—a Zf(a—i—kb_a)
n n
k=1

n—1
b—a ( b—a)
n = Dn:
G kE:Of a+k - et

Théoréme :

b
Si f est continue sur [a,b] alors la suite (G,) converge vers / f(z)dx

Remarques :

e Les énonceés précédents sont vrais pour a et b quelconques dans I, (a <b, a>b et a=b )

n

S f(zw)

=0

b—a 1 b 1

e En notant pour k allant de 0 a n, zx =a+k , / flx)dz = lim =
n b—a a n—-+oo n

—_——

valeur moyenne de f

x>

moyenne arithmétique de valeurs de f
e Ce théoréme est a la base de la méthode d’approximation dite des rectangles (Voir la feuille info_ 2).

e En pratique on applique souvent la proposition suivante :

1 n—1 k 1
Siu, = — Z f (E) avec f une fonction continue sur [0, 1] alors  (un) converge vers : / f(z)dx
™ k=0 0

4.3 Propriétés de 'intégrale d’une fonction continue.

4.3.1 Relation de Chasles.

Théoréme :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant a, b, c.

Alors : . . b
/a f(x)dx:/a f(x)dac—l—/c () da

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, n un entier non nul et a1, a2, as, ..., an
une suite finie d’éléments de I.

[ =3 " swa = 5[ 0

Généralisation :

4.3.2 Linéarité.

Linéarité :
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I contenant a et b.
Alors pour tout réel A et p :
b b b
[ O+ @de=x [ f@ydetu [ gw)ds
Généralisation :
Soient n un entier naturel non nul, fi, fa,- - - f des fonctions continues sur un intervalle I, (a,b) € I 2

et ()\1,/\2,A3, .. ,An) € Rn.

b [ n n b
/ (Z)\kfk(x)> dr ="\ (/ () dx)
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4.3.3 Croissance de ’intégrale.

Théoréme :

Soit f une fonction continue sur I,

b
Si a < b sont deux éléments de I et si Vz € [a,b], f(z) >0 alors / f@)dz >0

En pratique : Ce n’est pas une équivalence et il ne faut pas oublier le quantificateur :

b
Onsaitque: flz) >0 /f(x)dx}O

Corollaires :

@ Soient f et g deux fonctions continues sur I,

Si a <b sont deux éléments de I et si Vz € [a,b], f(z) < g(z) alors

/abf(a:)da:< /abg(m)dm

@ Soient f, g et h trois fonctions continues sur I,
Si a < b sont deux éléments de I et si Vz € [a,b], h(z) < f(z) < g(z) alors

/abh(m)dmg/abf(:c)d:cg/abg(x)dx

® Soit f une fonction continue sur 7,
Si a et b sont deux éléments distincts de I et si I(m, M) € R*:Vz € I, m < f(z) <M

alors

1
b—a

m <

/bf(x)dng

4.3.4 Valeur moyenne.

Définition et proposition :

Soit f une fonction continue sur I et a et b deux éléments de I tels que a < b

© On appelle valeur moyenne de f sur [a,b] le réel :

b
bia/ f(z)dx

® La valeur moyenne est une valeur de la fonction f.

b
(autrement dit : Il existe x € I tel que f(z) = bfla/ f(x)dz)

Démonstration de @ :
Comme f est continue sur [a, b], elle y atteint ses bornes. Il existe donc m, M € R tels que

YV € [a, b, m < f(z) < M.

b b b
/mdmg/ f(m)dacg/ M dzx,

b
m(b—a)g/ flx)dx < M(b—a).

Comme b — a > 0, on peut diviser par b — a :

En intégrant sur [a, b], on obtient

puis

1
b—a

m <

/bf(m)dx < M.

Or, comme f est continue sur [a, b], elle prend toutes les valeurs comprises entre m et M. Il existe donc ¢ € [a, b] tel que

e L

Ainsi, la valeur moyenne de f sur [a, b] est bien une valeur prise par la fonction f.
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4.3.5 Intégrales et valeurs absolues.

Proposition : (Inégalité triangulaire)

Soient f continue sur I, a et b deux réels de I vérifiant a < b.

b
o)< [ 1@ do

Proposition :

Soient f continue sur I, a et b deux réels de 1.

b
f(t)dt) < sup [f(#)] [b—al
t€[a,b]
Remarques :
e Ici comme la fonction f est continue sup |f(¢)| = maX |f( )| la borne supérieure est atteinte.
te[a,b]
b
e Si M est un majorant de |f| sur I alors f)dt| < M |b—al

4.4 Théoréme fondamental

4.4.1 Définition d’une primitive

Définition (Primitive d’une fonction sur un intervalle)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
Dire que F' est une primitive de f sur [ signifie que :
O [ est dérivable sur I et ® Vrecl, F'(z)=f(x).

Remarque : "F est primitive de f sur I, si et seulement si, f est dérivée de F sur I".

4.4.2 Théoréme

Théoréme. (Théoréme fondamental de l'analyse)

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et a un élément de I,

x
si f est continue sur I alors la fonction z — / f(t)dt est une primitive de f sur I.

c’est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

Démonstration dans le cas particulier d’une fonction positive, croissante avec zo €]a, bl.
Soient f une fonction continue, positive et croissante sur I, a € I et zo € I qui n’est pas une borne de I,

On note F' la fonction z — / f(t)de.

Montrons que F est dérivable en xo et que F'(z0) = f(z0)

Soit A > 0,

F(zo + h) — F(zg) = /Wh ) dt—/m £t dt

or f est croissante sur I donc Vit € [zo,z0 + h], f(zo) < f(t) < f(xo + h) et comme h > 0 on en déduit

hf(zo) < F(zo + h) — F(zo) < hf(zo + h)
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et ainsi
f(l'o) < F(l‘o + h})l — F($0)

or f est continue en z¢ donc }llin% f(zo+ h) = f(z0) et ainsi théoréeme des gendarmes
—

< f(mo + h)

La fonction F' est donc dérivable & droite en z¢ et Fj(xo).

En prenant h < 0, on démontre de méme que F' est donc dérivable a gauche en z¢ et Fg' (z0).
En conclusion

’F est dérivable en xo et F'(z0) = f(xo)‘

Et comme c’est vrai pour un zo quelconque dans I,

|F est dérivable sur I et F' = f|

Conséquences

e Toute fonction continue sur un intervalle I posséde des primitives sur I.

e Soient f une fonction continue sur un intervalle I et F' une primitive de f sur I

Pour tout (a,b) € I, /b f(z)dz = F(b) — F(a)

On note en pratique (plus facile de vérifier sous cette forme la primitive) :

/ f(a)dz = [F(z)]"

4.4.3 Calcul de primitives.

Soit I un intervalle et f une fonction continue sur I.

Pour trouver une expression F'(x) permettant de définir une primitive F' de f sur I, il suffit de fixer un élément a quelconque
de I et de calculer pour un x quelconque l’'intégrale :
/ f)de

4.5 Parité et périodicité.

4.5.1 Intégrales et parité.

Proposition.

Soient f une fonction continue sur un ensemble D centré en 0 et a € D,

Si f est paire et si [—a,a] C D alors

"y dt = Q/af(t) dt

Démonstration. (On utilise le changement de variable sui est dans la suite de ce cours)
On suppose que la fonction f est paire.

Crwar = _0 F(t)dt + /O " fiyat

—a

0 a
=, / f(—=z)(—1)dx +/ f(e)de Changement de variable affine
== a 0

- /Oaf(ft)dtJr/Oaf(t)dt

/“ f(t)dt + /a f(&)dt car f est paire
0 0
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- 2/Oaf(t)dt

a

si f est paire alors /

—a

F(H)dt =2 /O " F(t)at

Proposition.

Soient f une fonction continue sur un ensemble D centré en 0 et a € D,
Si f est impaire et si [—a,a] C D alors

) dt =0

—a

Démonstration.

On note g : x — f(t)dt et F une primitive de f sur R. (existe car f est continue sur R).

On a pour tout = G_R g(z) = F(z) — F(—x).

F' est une primitive donc F' et dérivable sur R et ainsi g est dérivable et

VreR, ¢(z) = F'(z)+F'(-x)

[
%
—

8

— f(x) (car f est impaire)

En résumé : R est un intervalle, g est dérivable sur R et pour tout z € R, ¢'(z) =0

donc g est constante sur R,
x

et comme ¢g(0) =0 ona:Vx R, g(z) =0, autrement dit f)dt=0

—x

a

si f est impaire alors / f(®)dt=0

—a
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4.5.2 Intégrales et périodicité.

Proposition.

Soit f une fonction continue sur R et périodique de période T' (T > 0).
@ pour tout a € R,

T

/:JrTf(t)dt:/on(t)dt:/i f(t)dt:/ff f(t)dt

/:MT Ft)dt = n/OTf(t) dt

@ pour tout n € N,

Démonstrations.

O f est continue sur R, on peut prendre une primitive de f sur R que I’on note F.
x+T

On note g la fonction x — / f(®)de
On a pour tout z € R g(x) = F(z+T) — F(z) et comme F est dérivable sur R, g aussi.

et pour tout z € R, g'(z) = f(x + T) — f(x) ce qui donne g'(x) =0 car f est T-périodique.
On a : g dérivable sur l'intervalle R et Vo2 € R, ¢'(z) =0 donc g est constante sur R.

(Voir le cours sur : conséquences du théoréme des acroissements finis)

on donc pour tout a € R, g(a) = ¢g(0), autrement dit :

Va €R, / T pwar = /0 " o

@ Sur N,

(on pourrait raisonner par récurrence, mais la notation E cache souvent des récurrences)
D’une part pour n € N,

nT n—1 a(k+1)T
/ fydt = Z / ft)de Relation de Chasles
0 k

k=0 Y KT

n—1 T
= Z/ f)dt d’aprés a.
k=0"0

— /0 " roar

/)

\/" ’ V4

/

0 T 2T

d’autre part pour un n dans Z* , on a :

nT 0
/ F@de = flx+nT)dz Changement de variable
0

rz=t—nT —nT

—nT
- —/ F(t +nT)dt
0

nT
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(—n)T
= _/ f(t)dt f est T périodique
0
T
= _(_”)/ f(t)dt ( En utilisant ce qu’on vient de montrer pour n > 0)
0

En conclusion :

Vn € Z, /OnT F(t)dt = n/OT F(t)dt

Proposition.

Soit f une fonction continue sur R et périodique de période T (T > 0).

/a TTT £t dt = / " r)dt

pour tout a € R,

Voir feuille Act 17

4.6 Positivité stricte.

Théoréme :

Soient a et b deux réels vérifiant a < bet f : [a,b] — R

b
Si f est continue sur [a,b], f >0 sur [a,b], et / f(z)dz =0 alors f =0 sur [a,b].

Démonstration. En prenant F' une primitive de f sur [a,b], on montre que F est croissante avec F'(a) = F(b).

Corollaire :

Soit a <bet f:[a,b] =R
b
Si f est continue sur [a,b], f >0 sur [a,b], et f#0 alors / f(x)dz > 0.

4.7 Calculs d’intégrales.

4.7.1 Intégration par parties.

Théoréme :
Si u et v sont deux fonctions de classe C'' sur un segment [a, b], alors :
b b b
/ w(t)v'(t) dt = {u(t) u(t)] - / o' (t)v(t) dt
Démonstration.

Soient u et v deux fonctions deux classes C' entre a et b,
on sait que uv est dérivable sur [a,b] et
(w)" = u'v 4+ w’

or toutes ces fonctions sont continues sur [a, b] donc

[u(t)v(t)K - / () b+ / ) () dt

Il vient la formule d’intégration par parties :
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4.7.2 Intégration par changement de variable.

I et J sont des intervalles de R.

Théoréme : (Changement de variable x = ¢(t)).

Soient f : I — R une fonction continue, ¢ : J — I de classe C" a et b deux réels de J.

»(b) b
/ f(x)dz = / £ (o(t) & () dt

(a)

Démonstration.
Soient ¢ une fonction de classe C' entre a et b et a valeurs dans J, f une fonction continue sur J et F une primitive de f
sur J.

F oy est de classe C" sur [a, b] et

Vtel, (Fop)(t)=f(et)e'(t)

or toutes ces fonctions sont continues sur [a, b] donc

b
F(w(b))—F(w(a)):/ Fle®)e' () dt

»(b)
or F(p(b)) — F(p(a)) = / f(z) dz donc il vient la formule du changement de variable :

»(a)

»(b) b
z)dx = ) (t) dt
/W f() /af(so( ) (1)

Proposition. (Changement de variable affine x = at + 3 ).

Soit «, B deux réels avec « # 0 et f une fonction telle que ¢ — f(at + 3) est définie sur le segment [a, b].

Si f est continue sur [aa + 3, ab+ 3] alors :

b ab+8 ab+p b
/f(at—l—ﬁ)dt _ / ) x Lo / T iwdr = /f(at+5)adt

z:t;+,8 atB « a+B w:t;f+,3
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Systémes, matrices

Plan du chapitre

5.1

5.2
5.3
5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

Systémes linéaires. . . . . . . . . L. 94
5.1.1 Définitions. . . . . . . L e 95
5.1.2 Ensemble des solutions. . . . . .. .. Lo 96
5.1.3 Cas particulier des systémes 2 X 2. . . . . . . ... Lo 96

Systémes triangulaires sans zéro sur la diagonale. . . . . . . . . .. ... oo 96

Systémes sous forme échelon. . . . . . . ... 97

Méthode du pivot. . . . . . . . L o 97
5.4.1 Opérations élémentaires. . . . . . . . . . . .. e e 97
5.4.2 Méthode du Pivot. . . . . . . .. o 98

Matrices. . . . . ..o e e e 98
5.5.1 Généralités. . . . . . .. 98
5.5.2 Des cas particuliers. . . . . . . .. L oL 98

Opérations. . . . . . . . . L L e e 99
5.6.1 Combinaisons linéaires de matrices. . . . . . . . . . . .. L oo 99
5.6.2 Produit de deux matrices. . . . . . .. ..o Lo 99
5.6.3 Lignes et colonnes de AB. (Complément) . . . .. ... ... ... ........... 102
5.6.4 Puissance d’'une matrice carrée. . . . . . . ... Lo 102

Matrice inversible. . . . . . . L oL 103
5.7.1 Définition. . . . . . . L. 104
5.7.2 Matrice inversible et systémes. . . . . .. .. L L oL Lo 104
5.7.3 Inverse d’'un produit. . . . . . ... Lo 104
5.7.4 Cas particuliers. . . . . . . .. 105

Matrice transposée. . . . . . . . . . e e e e e e e e e e 106
5.8.1 Définition. . . . . . . . L 106
5.8.2 Propriétés. . . . . ..o 106
5.8.3 Inverse et transposée. . . . . . . oL Lo 107
5.8.4 Matrices symétriques, antisymétriques. . . . . . .. ..o 107

5.1 Systémes linéaires.

Il existe différentes méthodes pour résoudre un systéme : substitution, pivot de gauss, analyse-synthése ...

L’objectif de ce cours :

@ Définir le vocabulaire associé & la résolution des systémes : solutions, second membre, équations, inconnues, rang, pivots,
inconnus principales, secondaires, systémes compatibles, systéme échelonné ...

® Savoir réduire un systéme linéaire par une méthode appelée méthode du pivot.

© Savoir écrire ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire.

® Connaitre des conditions permettant d’affirmer qu’un systéme a une unique solution, une infinité ou aucune.
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5.1.1 Définitions.

Un systéme d’équations linéaires est un systéme d’équations de la forme :

a1,1T1 + a1,222 + -+ + a1,0Tn = b1 (L1)

a2,1T1 + @222 + -+ - + a2, nTp = b (L2)
(2)

ap,1T1 + Gp2T2 + + ApnTn = by (Lp)

C’est un systéme a p équations et n inconnues. (ou encore p lignes et n inconnues).

Les a;,; et les b; sont des nombres réels (ou complexes).

1
arq v a1y ccc G : b1
L N I R T = b;
ap,1  * Qpj - Gpn : by
——
coefficients Tn second membre
——
inconnues
On peut aussi écrire tout cela sous forme condensée :
n
Vi e Hl;pﬂ, E a; jT; = b;
j=1
Résoudre le systéme (X) revient a déterminer tous les (z1,z2,...,z,) vérifiant toutes les égalités du systéme.
L’ensemble des solutions est une partie de R"™ (ou de C™).
Chaque solution est un n-uplet, une n-liste, elle s’écrit avec des parenthéses : (z1,z2,...,Tn).

L’ensemble des solutions est :

Sy = {(ml,mz,...,xn) eR™ | Vi e [1;p], Zai’jxj = b }
j=1
Résoudre le systéme revient a écrire cette ensemble sous forme paramétrée. {f(t) |t €I }

Vocabulaire.
e Lorsque un systéme n’a pas de solution, ont dit qu’il est incompatible.

e Systéme de Cramer : (Ne pas en abuser vous dites vite des bétises)

Dire qu’un systéme est de Cramer signifie qu’il posséde autant de lignes que d’inconnues et qu’il a exactement une solution.

e Systémes homogénes.

On dit qu’un systéme est homogéne lorsque son second membre est une colonne de zéro.
a1,171 + a1 222+ -+ a1,nTn =0
a2,121 + a222 + -+ a2 nxn =0

(20)

Ap, 121 + Ap2x2 + -+ apn¥n =0

a1121+ -+ a1, nxn =0 a1,121 + -+ a1,nxTn = b1
est le systéme homogéne associé au systéme

ap,1T1 +"'+ap,nxn =0 ap,1T1 +"'+ap,n:17n - bp

Remarque : on parle aussi de systéme sans second membre.



Chapitre 5. Systémes, matrices 96

5.1.2 Ensemble des solutions.

Théoréme :

‘ L’ensemble des solutions d’un systéme homogéne de p lignes, n inconnues est un sous-espace vectoriel de R".

Théoréme :

Soit (X) un systéme linéaire et (Xo) son systéme homogéne associé.
Si on connait une solution o = (a1, 2, . . ., @, ) une solution de (X) et Sy 'ensemble des solutions de (Xo),

alors 'ensemble des solutions de (X) est :

S={a+t|[teS}

Proposition :

Un systéme linéaire posséde zéro, une ou une infinité de solutions.

5.1.3 Cas particulier des systémes 2 x 2.

Théoréme :
Pour a,b,c,a’,b’,c’ des nombres réels (resp. complexes), on a I’équivalence suivante :
ar+by=c . . 2 2
{ dz+ by =c a un unique couple solution dans R (resp. dans C°)
si, et seulement si, ab’ —a’b#0
Définition :
/ ’ . 1a . N ar+by=c
Le nombre complexe ab’ — a' b est appelé déterminant du systéme : dz+by=c

On note : = ab —db

a b
a b

5.2 Systémes triangulaires sans zéro sur la diagonale.

Ici n = p, il y a autant d’inconnues que d’équations.

Théoréme :

Pour un systéme triangulaire (X) on a ’équivalence :

(X) posséde une et une seule solution si, et seulement si, (X) est sans zéro sur sa diagonale.

C’est un outil important de rédaction.

Exemple : Pour quelles valeurs de m € R le systéme suivant posséde une et une seule solution :

r1+ 2mxe — I3 = 2
mres + 3x3 = m
(m*>=Dzs = m’

Rédaction :
Ce systéme est triangulaire, donc il a une unique solution si, et seulement si, les coefficients diagonaux sont non nuls.

l Ce systéme a une unique solution si, et seulement si, m € R\ {—1;0;1} ‘




Chapitre 5. Systémes, matrices 97

5.3 Systémes sous forme échelon.

Exemple : le systéme suivant est dit sous forme échelon.

r1 + 2x9 — 3xs3 + 224 + x5 =-1
(E) —3x3 + 234 — Ts =—1
3z4 + 35 = —6

Définition : (définition d’une écriture.)

On dit qu’un systéme linéaire est sous forme échelon lorsque :

- Chaque ligne comporte au moins une inconnue.
et
- La premiére inconnue d’une ligne n’apparait plus dans les lignes suivantes.

Remarques : Dans un systéme sous forme échelon :
e Il v a nécessairement moins d’équations que d’inconnues. (n > p).

e Si n = p le systéme sous forme échelon est un systéme triangulaire sans zéro sur la diagonale.

Séparation des inconnues :

Le systéme précédent est équivalent au systéme suivant :

T, — 3x3 + 224 = -1 — 29 — Ts
—3r3 + 24 = -1 + Z5
3134 = —6 — 31,‘5

Ainsi si on fixe z2 et x5 on obtient un systéme a trois inconnues x1, x2 et x3, qui posséde une unique solution.

Définitions :

Dans un systéme sous forme échelon :

Les inconnues principales sont celles qui apparaissent en premier sur chaque ligne et les autres sont appelées inconnues
secondaires.

On appelle pivot le premier coefficient non nul de chaque ligne.

Remarques :
Soit (X) un systéme linéaire avec p équations et n inconnues.

e Si (X) est échelonné alors il y a p inconnues principales et n — p inconnues secondaires.

e En fixant arbitrairement la valeur des inconnues secondaires on se raméne a un systéme triangulaire sans zéros
sur la diagonale en les inconnues principales.

e On peut fixer arbitrairement la valeur des inconnues secondaires, le systéme a alors une unique solution.

e Le nombre d’inconnues secondaires donnent le nombre de parameétres utilisés pour décrire ’ensemble des solu-
tions. (c’est le nombre optimal de parametres)

e Si p < n le systéme sous forme échelon a une infinité de solutions.

En pratique :

‘ Résoudre un systéme échelonné revient & exprimer toutes les inconnues en fonction des inconnues secondaires.

5.4 Meéthode du pivot.

5.4.1 Opérations élémentaires.

Définition :

On appelle opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme les actions suivantes :
e Permuter deux lignes. L; +— Lj. (Permutation)
e Multiplier une équation par 8 un nombre non nul. SL; — L; (Dilatation)

e Remplacer une équation L; par L; + aL; avec i # j. L;+alL; — L; (Transvection)

Remarque : En faisant des opérations élémentaires on ne change pas les solutions d’un systéme.
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5.4.2 Meéthode du Pivot.

A Taide d’une succession finie d’opérations élémentaires sur les lignes on se raméne a :
- un systéme triangulaire sans zéro sur la diagonale (une unique solution),

- un systéme échelonné avec strictement plus d’inconnues que d’équations (une infinité de solutions),

- ou un systéme incompatible (sans solution).

Premiére étape :
On place a la premiére ligne une ligne avec 1 (si il y en a sinon on passe a z2 ...), on a alors a1 # 0,

puis on utilise cette ligne pour supprimer x; dans les lignes suivantes ; pour cela on fait des opérations élémentaires de la
forme L; + L1 — L.

Aprés cette premicre étape on n’utilise plus la ligne Li. (et on ne la modifie plus)

Deuxiéme étape :

On cherche un coefficient non nul en dessous de ai,2, ( conformément a lillustration ci-dessous on suppose que tous les
coefficients sont nuls et on passe a x3) on permute les lignes pour avoir a2 3 # 0, puis on utilise cette ligne pour supprimer
x3 dans les lignes suivantes ; pour cela on fait des opérations élémentaires de la forme L; + ALa — Lo

Aprés cette deuxiéme étape on n’utilise plus la ligne Lo. (et on ne la modifie plus)
ainsi de suite ...

Finalement on parvient & un systéme de la forme : (une forme réduite du systéme)

1'1 F 12T e + a1,nTn = b ]

x3 R —+ a27nxn = b2

systeme sous forme échelon r x n

(p — r) conditions de compatibilité

Une fois sous cette forme on peut discuter et décrire 1’ensemble des solutions :
@ Si une des conditions de compatibilité n’est pas vérifiée, Il n’y a pas de solutions S = &
® Sinon on se raméne a la résolution :

e d’un systéme sous forme échelon. (Inconnues principales en fonction des secondaires)
ou e d’un systéme triangulaire avec une unique solution.

5.5 Matrices.

Dans ce chapitre n, r, ¢ et p sont des entiers naturels non nuls,

Les éléments de K = R ou de C sont appelés nombres ou scalaires.

5.5.1 Généralités.

Une matrice de taille (n,p) est un tableau rectangulaire de nombres comportant n lignes et p colonnes.
Ces nombres sont appelés coefficients de la matrice.

Notation : A = (ai;); jye1.n]x[1,] ou A = (asy) 1Sign

Js<p

On notera ici (A);,; le coefficient de A se trouvant a la i-éme ligne et a la j-iéme colonne

On note : M »(K) Pensemble des matrices n x p, et .#,(K) I’ensemble des matrices carrées n X n.

5.5.2 Des cas particuliers.

e Sin =1, on dit que la matrice A est une matrice ligne.
e Sip =1, on dit que la matrice A est une matrice colonne.
e Pour A une matrice de 4, ,(K) on appelle :

— 77" ligne de A est la matrice ligne (a;1 ai2 ... aip).
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ai,j

-ieme

-7 colonne de A est la matrice colonne
Qn,j

e La matrice nulle a n lignes et p colonnes est la matrice de ., ,(K) avec que des coefficients nuls.
e Sin = p, on dit que la matrice A est une matrice carrée.
e Lorsque A est une matrice carrée, on dit qu’elle est :

~ triangulaire supérieure lorsque V(i,7) € [1,n]?, i>j=a;; =0,

~ triangulaire inférieure lorsque V(i,7) € [1,n]?, i<j= ai; =0,

— diagonale lorsque Y(i,5) € [1,n]?, i#j=ai;=0,

e La matrice identité de dimension n (nécessairement une matrice carrée) notée I, est la matrice de .#,(K) :

1 0 0
0 1

0
0 0 1

5.6 Opérations.

5.6.1 Combinaisons linéaires de matrices.

Combinaison linéaire.

Soient A = (ai ;) 1<i<n €t B = (bs,j) 1<i<n deux matrices de .4, ,(K) et o, § deux scalaires.
1<G<p 1<g<p

La matrice aA + BB est la matrice (aai,; + 5bi,j) 1<i<n
1<i<p

Propriétés.

Soit A, B et C trois matrices de méme taille, k et k' deux scalaires, on a alors :

1. (A+B)+C=A+(B+C)

2. A+0=0+4=4 ( 0 matrice nulle de méme taille que A )
3. A+ (-A) =(-A)+A=0 (ou —A est la matrice (—1) A)
4. A+ B=B+A

5. k(A+ B) = kA + kB

6. (k+kYA=KA+EK A

7. (kK')A = k(K A)

8. 0A=0

9. 1A=A

5.6.2 Produit de deux matrices.

Définition.
Soient A = (ai ;) 1<i<p et B=(bij)i<i<q>
1<i<q 1<G<r

a
le produit AB est la matrice C = (¢;,;) 1<i<p avec :  V(i,7) € [1,p]] x [1,7] cij = E @i, kb,
1<5<r Pt
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Propriétés.

Propriétés

e Pour tout A € #,,(K): Al, =1, A=A

e Pour tout A € 4, 4(K) et (B,B') € M, (K)®: A(B+ B')=AB+ AB’

e Pour tout (A, A) € 4, ,(K)*, B€ My, (K): (A+A)B=AB+A'B

e Pour tout A € 4, 4(K), B € #,,-(K) et pour tout « € K: (aA)B = a(AB) = A(aB)
e Pour tout A € 4, ((K), B€ #y,-(K) et C € M (K)ona: ABC)=(AB)C

Loi non commutative, non intégre.

- Il existe des matrices A et B telles que AB # BA.
(On dit que la multiplication des matrices carrés n’est pas une loi commutative).

- L’égalité AB = 0 n’entraine pas nécessairement A =0 ou B =0
(On dit que la multiplication n’est pas une loi intégre)

En revanche les deux propositions sont vraies.

Propositions :

® Pour tout k € R et tout A € 4, ,(K), kA =0 équivaut a k=0ou A =0.

@ Pour tout A € 4, ,(K), si (VX € #,1(K), AX=0) alors A=0

Cas particuliers.

e Avec les matrices nulles : VA € #, »(K), AOnr =0p, et 0rpA=0pn.
e Avec les matrices identités : VA € 4, ,(K), AL, =A et I, A=A

e Produit d’une matrice et d’une matrice colonne.

ai1 @12 o Qln T ai a2 ain

az1 G2 - Q2n T2 a2,1 az,2 azn
=z . + x2 . +-tzn

ap,1  Qp,2 -+ Qdpn Tn Qp,1 Qp,2 ap,n

Combinaison linéaire des colonnes de A

a1 ai2 ot Qln T a1,11 + a1 222 + -+ aA1,nTn
az;1 Q22 '+ A2n T2 a2,1T1 +a22T2 + -+ + A2,nTn
ap,l ap,Q et ap,n Tn ap,lxl + ap,2x2 +---+ ap,nxn

e Produit d’une matrice et d’une matrice ligne.

ai,1 ai2 ot Gln
az1 Q22 -+ Q2n
(21 @2 - xp ) . . ) =z (a1 a2 -+ aim )+ FTa( a1 a2 - apa )
Combinaison linéaire des lignes de A
ap,1 Ap2 - QApn

e Produit d’une matrice colonne et d’une matrice ligne.
z1 r1Yyr T1yY2 - T1Yp
T2 r2y1r  xX2Y2 - T2Yp

(v oy o oy )=

Tn TnY1 TnY2 et TnlYp
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e Produit d’une matrice ligne et d’'une matrice colonne.

T1
:CZ n
(v w2 - ) : —(Zwkyk)
. k=1
Tn

Remarque : Nous reverrons ce genre de produit dans le cours sur le produit scalaire dans R".

e Produit d’'une matrice par une matrice diagonale.
A droite :

A 0 --- 0
ai,1 ai2 ccc Qln 1 Aai,r A2a12 - ApGin
G21 a2 v d2n 0 A .o Ataz1i A2a22 0 AnGzpn
: 0 : :
ap,1 Ap2 - Apn 0 . 0 An AMap1 A2ap2 0 AnGpn

Multiplier & droite par une matrice diagonale, revient & multiplier les colonnes C; de A par A;.

A gauche :
A o --- 0
1 ai,1 ai2 vt Qin Atai,r Atarz o MGl
0 N . az1 Q22 - Q2. A2a2,1  A2a22 - A2d2n
: 0 : :
0 -~ 0 X ap,1  ap2 -t Qpn Aplp1 Aplp2 - Aplpn

Multiplier & gauche par une matrice diagonale, revient & multiplier les lignes L; de A par \;.

e Produit de deux matrices diagonales.

M 0 -0 p 0 - 0 A1 0 0
0 A2 0 2 _ 0 )\2/12 :
: ) .0 R : 0
0 -+ 0 A 0 - 0 pn 0 0 Anfin

e Produit de deux matrices triangulaires.

Proposition :

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire supérieure.

Démonstration
Prenons A et B deux matrices triangulaires supérieures de taille n,
Soient i et j deux entiers compris entre 1 et n, vérifiant j < 2

n

(AB)iy = Y (A)ik (B,
k=1
j n
= > (Aik (Bl + D> (Aik (B)ry
k=1 k=j+1
k<j<i donc (A); =0 k>j donc (B)g,;=0
= 0 + 0

On a bien montré que si ¢ > j, alors (AB);; =0

lLa matrice AB est triangulaire supérieure.

Pour les coefficients diagonaux :

Soit ¢ un entier compris entre 1 et n,

3

(AB)ii = (A)ik (B)k,i
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On montre de plus que sii=j,

i—1

= > (A)ik Bk,

k=1

k<i donc (A); =0

_ 0 + (A)ii(B)ig

+ (A)ii(B)ii  + Z (A)ik (B)k,i

+

alors (AB);; = (A)i,i (B)i

0

k=i+1

k>i donc (B)g, ;=0

lLes coefficients diagonaux de AB sont les (A);,; (B)i,i ‘

En notant : A = (a;,;) et B = (bi;).

ai, * s * b1’1 *
0 az. 2 0 b2,2
0 - 0 ann 0

0

*

bn,n

a1,1b1,1

0

0

a2,2b2,2

*

Remarque : On peut énoncer le méme résultat pour les matrices triangulaires inférieures.

5.6.3 Lignes et colonnes de AB. (Complément)

e Si on note C; les colonnes de B alors la j*™° colonne de AB est AC; :

Conséquence : Les colonnes de AB sont des combinaisons linéaires des colonnes de A.

A(C’1|C’2\---\Cq) - (AC&\AC’Q\---\AC’q)

B

AB

e Si on note L; les lignes de A alors la jieme ligne de AB est L;B :

L1

Lo

Ly

LB
L>B

L,B

Conséquence : Les lignes de AB sont des combinaisons linéaires des lignes de B.

5.6.4 Puissance d’une matrice carrée.

Définition.

0

an,nbn,n

Soit A une matrice de ., (K)

A°=1, VneN A" =AxA" (ou=A"xA)
Cas particuliers.
e Puissance de I, (la matrice identité) et de O, (la matrice nulle).
vneN, Iy=1I, Oy =1, VneN', Oy =0,
e Matrices diagonales.
A0 0 " M0 0
Vn € N, 0 A = 0 A
B 0 : L0
0 - 0 X 0 0 A"
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e Matrices triangulaires.

A1 ox * " M ox *
Vn € N, 0 Ao . : _ 0 Ao
0 0 X 0 0 A"

Formule du binéme.

Formule du binéme.

Soit A € #,(K) et B € #,(K) deux matrices carrées telles que AB = BA
(On dit que A et B commutent ),

k=0 k=0

pour tout n € N

Illustration avec du dénombrement (Savoir faire la démonstration par récurrence)
Commengons par développer sans utiliser ’hypothése AB = BA :

(A+B)" = AAA..-AAA + BAA.---AAA + ... + BBB---BBA + BBB---BBB

n facteurs n facteurs n facteurs n facteurs

2™ termes

Dans cette somme il y a 2" termes qu’on peut assimiler & un élément de {A4; B}".
Parmi ces termes :

-ily a 1 terme avec que des A
- il y a n termes avec exactement un B.

. n
-ilya 9 termes avec exactement 2 B.

n
-ilya (k) termes avec exactement k B.

. n
-ilya ( ) terme avec exactement n B.
n

Si de plus on suppose que AB = BA lorsque un terme contient exactement k B, il vaut : A"k BF,

Formule de Bernoulli.

Formule de Bernoulli.

Soit A € #,(K) et B € #,(K) deux matrices carrées telles que AB = BA

pour tout n € N

n n
An+1 _ Bn+1 _ (A _ B) ZAan—k An+1 _ B71,+1 _ (A _ B) ZAn—kBk
k=0 k=0
Démonstration.
n n n n+1 n
(A _ B) ZAk Bn—k _ ZAk+1 Bn—k _ ZAk Bn+1—k _ ZAk Bn+1—k _ ZAk Bn+1—k _ An+1 _ Bn+1
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0

n
pour n un entier naturel, A"t — B"*' = (4 — B) ZAk B"F
k=0

5.7 Matrice inversible.

Dans ce paragraphe toutes les matrices sont carrées.
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5.7.1 Définition.

Soit A une matrice de ., (K) (une matrice carrée)
Dire que A est inversible signifie qu’il existe une matrice B € .#,(K) telle que :

AB=BA=1, (out I, est la matrice identité)

La matrice B est alors unique et est appelée inverse de la matrice A on la note A"

5.7.2 Matrice inversible et systémes.

Théoréme.

Soit A € 4, (K),
Les propositions suivantes sont équivalentes :
O A est inversible

® Le systétme A X = 0 admet une unique solution.

® quel que soit YV € #,,1(K), le systéme A X =Y admet une unique solution.

Démonstration.
Montrons successivement : @ = @ = © = @ .

=06

Supposons A inversible.

Alors, si X € #,,1(K) vérifie AX = 0, on multiplie & gauche par A7 il vient ATTAX = A7'0 donc X = 0.

Or 0 est une solution donc le systéme AX = 0 admet une unique solution, a savoir X = 0.

0 =06

La matrice A est carrée (n x n) et le systéme homogéne AX = 0 n’admet que la solution nulle.

Ainsi, en résolvant le systéme AX = 0 par la méthode du pivot de Gauss, on se raméne & un systéme TX = 0 ou T est une
matrice triangulaire sans zéro sur la diagonale.

En appliquant les mémes opérations au systéme AX = Y on montre qu’il est équivalent & un systéme T'X = B avec la
méme matrice 7.

Donc, pour tout Y, le systéme AX =Y admet une et une seule solution.

0=0

Supposons que, pour tout Y € 4, 1(K), le systéme AX =Y admet une unique solution.

En particulier, pour chaque vecteur Y de la base canonique de .#,,1(K), il existe un unique vecteur X tel que AX =Y.
Notons X1, ..., X, les solutions associées & Fi, ..., E,. Construisons la matrice

B = (X1 Xn).
Alors, par construction,
AB = (AX1 AXn) = (E1 En) =1,.
Ainsi, il existe une matrice B telle que AB = I,

Comme A est carrée, cela entraine que A est inversible, et B = A7,
(Ici on admet que linversibilité 4 gauche entraine l’inversibilité a droite)

O

Résoudre un systéme pour trouver ’inverse d’une matrice.

En pratique :
On prend un second membre quelconque Y et on résout le systéme AX =Y ;
e si on montre qu’il n’a qu’une solution, A est inversible sinon elle ne l’est pas.
e si on montre que 'unique solution s’exprime X = MY avec M une matrice ., (K) alors M = At

5.7.3 Inverse d’un produit.

Théoréme :

Soient M et N deux matrices carrées de ., (K),

Si M et N sont inversibles alors, le produit M N est inversible et (MN)71 =N'M!

Démonstration.

Supposons que M et N soient inversibles.

(MNYN'M™Y)=M(NNYM ' =MI,M ' =MM =1,
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et
(NT'M™YWMN)=N"' M 'M)N=N"'"I,N=N"'N=1,.

Donc M N est inversible et (MN)™' = N~'M~".
Remarque : La réciproque est vraie.

Démonstration.
Supposons que M N soit inversible.
11 existe une matrice P telle que (MN)P = I, et P(MN) = I,.
On a donc M (NP) = I,,. Ainsi, M admet un inverse a droite, donc M est inversible.
(Ici on admet que linversibilité 4 gauche entraine l'inversibilité a droite)
de plus comme M est inversible on a : N = M_I(MN) est ainsi N inversible en utilisant le théoréme précédent.

Propositions | Généralisation.

O

@ Soient A1, Az, ..., Ap, p matrices de 4, (K),

SiVvie[l,p], Ai € GL,(K) , alors le produit A;A;--- A, est inversible
et (A1As - Ap) = A A AT
@ Soit p un entier naturel et A une matrice de .#,(K),

Si A est inversible , alors AP est inversible et  (AP)"' = (A_1>p (noté A™P)

5.7.4 Cas particuliers.

Matrice diagonale.

Matrices diagonales.

Soient (a1, - ,a,) €R" et A =diag(aq, -, an)

Vi € [1,n], a; #0 si, et seulement si, A est inversible.

1 1
et alors A= diag(,-~~ 7)

a1 Qnp

Démonstration :

Remarque : on retrouve que la matrice identité est inversible et I, ' = I,..

Matrice triangulaire.

Théoréme :

Soit T' € A~ (R) une matrice triangulaire supérieure,
T est inversible si, et seulement si, les coefficients diagonaux de T' sont tous non nuls.

—1 . . . P
et alors T~ est une matrice triangulaire supérieure.

Remarque : Si T est inversible alors les coefficients diagonaux de T’ ~! sont les inverses de ceux de T

Démonstration.
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Les matrices 2 x 2. Déterminant.

a b
Pour A = (c d)’

A est inversible si, et seulement si, ad — bc # 0.

et sous cette condition :

Démonstration.

On remarque que

(2 o) (& D) =a-m(s 9)

Puis on distingue les deux cas : ad —bc =0 et ad — bc # 0

Définition : (uniquement pour les matrices 2 X 2 )

On appelle déterminant de la matrice (ZL cbl)’ le nombre : ad — be.

On note : det(i b) = ad — be ou 'CCL

d

5.8 Matrice transposée.

5.8.1 Définition.

Définition

Soit A une matrice de 4, ,(K),
on appelle transposée de A la matrice B de ., ,(K) (notée ‘A ou AT ) telle que :

V(i,7) € [Lip] x [Lin]  biy = aj;

5.8.2 Propriétés.

Soient A et B deux matrices et un scalaire k alors :
® (4T) =4
@ (kA =kAT
® (A+B)" = A" + BT Si A et B sont de mémes tailles
@ (AB)" =BTAT Si le produit AB est définie

Démonstration de @ :
On prend A dans .4, ,(R) et B dans ./, »(R)
Pour tout couple (,7) dans [1,n] x [1,7],

((4B)")

I
=
3

%)

I

]
2
=
5
=
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p
= > (AN (B i
k=1
p
= > (BN)ix(AM)k,
k=1
= (B"4"),
i
comme ceci est vrai pour tout (4,7) on a bien : (AB)" = BT AT
5.8.3 Inverse et transposée.
Transposée de linverse d’une matrice
Soit A une matrice carrée,
. . . . T . . T\ 1 1\ I
A est inversible si, et seulement, si A est inversible et alors (A ) = (A )
Démonstration : (Remarque : il suffit de montrer l’implication "Si A est inversible alors AT est inversible 0]
Supposons donc que A soit inversible.
On a alors
AAT =1, et AT'A=1I,.
En transposant on obtient
A HTAT =1, e ATAYH =1,
Ainsi, AT est inversible et
(AT)—l _ (A—l)T.
Remarque : La réciproque s’obtient en appliquant ce résultat a AT O

5.8.4 Matrices symétriques, antisymétriques.

Définitions :

Soit A une matrice carrée,

A est symétrique, signifie que AT =4

A est antisymétrique , signifie que

AT =—-A

Proposition :

Soit A une matrice carrée, si A est inversible et symétrique alors A™' est symétrique.

Un exercice : (exemple ultra-classique d’analyse-synthése)

Montrer que :

Toute matrice carrée peut s’écrire comme somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.
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Espaces vectoriels K"
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6.1 Structure vectorielle.

La lettre n désigne ici un entier naturel non nul.
On rappelle que K" désigne les n-uplets (les n-listes, les suites finies ...) d’éléments de K.

on les note : (z1,z2,...,z,) avec les z; dans K,
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On rappelle la propriété fondamentale :

(T1,%2,...,2n) = (21,28, ...,2,) <= Vi€ {1,2,...,n}, =z =z

Définitions
Sur K" on définit deux opérations :
u=(x1,T2, ,Tn / , '
.POUI"{ _ /’ /7 ’ /) u+v = (xl+x17x2+x27"'7mn+xn)
v7(£l7x27"'7$n) def
aekK
e Pour au = (az1,az2,: - ,aTy)
u=(z1,T2, " ,Tn) def
Remarques :

e K" muni des deux opérations ci-dessus est un K-espace vectoriel (définition vue en deuzieme année).
e (0,0,...,0) est appelé vecteur nul de K" .

e Dans K", pour u = (z1,22, - ,Zn), onnote: —u=(—z1,—T2," " ,—Tn).

6.2 Sous-espace vectoriel

6.2.1 Définition.

Soit F' un ensemble,

F est un sous-espace vectoriel de K" signifie que :

0 FCK" ®0pcF. OV(a,fB) ek V(uv)eF? au+pveF

Remarques :
e Certains remplacent @ par F' # &.
e Certains remplacent ® par VA € K, V(u,v) € F? u+XMeF
e D’autres remplacent ® par Voo € K,Vu € F, au € F. et V(u,v) € F?, u4wveF.

e Le singleton {Og} est un sous-espace vectoriel de E, c’est d’ailleurs le seul qui contient un nombre fini d’éléments.
(Tous les autres contiennent un nombre infini de vecteurs)

6.2.2 Intersection de sous-espaces vectoriels

Théoréme :

Soient E un K-espace vectoriel et Fy, F> deux parties de F.

Si F1 et F> sont deux sous-espaces vectoriels de F

alors F1 N F5 est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. (Refaites en deuziéme année)

Théoréme : (Généralisation)

Soient p € N* et Fi, ..., F, des parties de K".
Si Fi, ..., F, sont des sous-espaces vectoriels de K",
»
alors ﬂ F; est un sous-espace vectoriel de K”.
i=1
Démonstration.

Attention : En général, la réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel.

Une condition nécessaire et suffisante : "l'un est inclus dans l'autre” .

6.3 Vect(ug,...,up)

On note E = K".
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6.3.1

Combinaisons linéaires.

Dire qu’un vecteur v de E est une combinaison linéaire des vecteurs ui,...,u, de E
P
signifie qu’il existe A1,..., A, des scalaires tels que : v = E il
i=1

Remarque : Un espace vectoriel est stable par combinaisons linéaires.

6.3.2 Définitions - notations.
Définition.
Soit (u1,...,up) une famille de p vecteurs de E,
On note Vect(ui,...,up) Pensemble des éléments de E qui sont combinaisons linéaires des vecteurs
ULy ..., Up-
P P
Vect(u1, ..., up) = { Z Aiti | (A1,...,Ap) €KP } ou encore = { rel ‘ A1, X)) €K™ 2 = Z it }
i=1 =1

P
Pour z € E, € Vect(uq,...,up) <= IF(A1,..., ) €K": :r:Z Aitt;
=1

6.3.3 C’est un sous-espace vectoriel.
Proposition : lPour Ui, ..., up des vecteurs de E, Vect(ui,...,up) est un sous-espace vectoriel de E.
Démonstration. On note l F = Vect(u1, ..., up) ‘ ou 1, ..., up sont des vecteurs de E

e F est un K-espace vectoriel et les u; sont dans F donc F' C E.

p
oOE:ZOuk donc Og € F

k=1

p p
e Soient v; = Zakuk et vg = Zﬁkuk deux vecteurs de F' et A1, A2 deux éléments de K.

k=1 k=1

» p
A1v1 + X2 = A Zakuk+/\2 Zﬂkuk
k=1 k=1

» p
= Z Arogug + Z A2 kUK
k=1 k=1

p

= Z(Alakuk + A2fBruk)
k=1

p

= Z(Alak + )\zﬁk)uk

1

&N

€

En conclusion : F' est un sous-espace vectoriel de F.

Remarques :
e Vect(ui,...,un) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les vecteurs (u1,...,un)
e Vect(ui,...,un) est appelé sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs ui,...,Un.

e (’est un autre moyen de montrer qu’une partie de F est un sous-espace vectoriel

6.3.4 Opérations élémentaires.

On appelle opérations élémentaires sur la famille (u1,uz,...,un) les transformations :

e Permuter deux vecteurs : u; <— u;

e Multiplier un vecteur par un scalaire A non nul : u; +— Au;

° Ajouter un vecteur a un autre vecteur : u; <— u; + U j

On combine souvent ces opérations. Par exemple on fait souvent des transvections : u; — u; — au; avec i # j

Propositions
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Soit (u1,...,un) une famille de vecteurs de E on note : F = Vect(ui,uz,...,uUnm).
©® On ne modifie pas F' en changeant ’ordre des u;.
® On ne modifie pas F' par des opérations élémentaires sur les u;.

©® On ne modifie pas F' en supprimant Og s’il est dans la liste des u;.

® On ne modifie pas F' en ajoutant & un vecteur u; une combinaison linéaire des autres vecteurs.

Démonstrations.

6.3.5 Familles génératrices.

Définition :

Soit F' un sous-espace vectoriel de K".
Soit (u1,u2,...,un) une famille de vecteurs de

Dire que (u1,u2,...,un) est une famille génératrice de F signifie que, F' = Vect(u1,...,un)

Remarque : En pratique lorsque (u1,us,...,u,) € F",

(u1,u2, ..., u,) est une famille génératrice de F si et seulement si, Vo € F,3(A1,...,\n) e K" : v = z Ak Uk
k=1

6.3.6 Bases canoniques.
La famille (eq,...,ey) définie par :
e1 =(1,0,...,0), e2=(0,1,0,...,0), ..., en =(0,...,0,1)

est appelée base canonique de R"™ ou C".

n
Remarque. Pour tout v = (1, ..., z5) € K", u = Zxkek
k=1

6.4 Familles libres.
On note £ = K".

6.4.1 Deéfinition.

Définition :
Soit (u1,us,...,u,) une famille de vecteurs de E,
dire que (u1,us,...,un) est une famille libre signifie que,

quel que soit (A1,...,A,) € K", si Zkkuk =0g alors Vk e [1;n], Ax=0

k=1

Remarques :

e La famille est liée lorsqu’il existe (A1,...,An) # (0,...,0) tel que Z Aeur = 0p
k=1

o (u1,...,uy) est libre si, et seulement si, V(A1,...,\,) € K", Z)\kuk =0 < Vke[l;n], e =0
k=1

6.4.2 Identification.

Théoréme (Unicité de l’écriture sur une famille libre. Identification.) :

Soient (u1,u2,...,u,) une famille de vecteurs de E, (a1, az,...,a,) € K" et (b1,b2,...,b,) € K"
Si (u1,u2,...,un) est libre alors on a ’équivalence :
arur + aguz + - - + antn = brur +bous + - + bpun <= (a1,a2,...,an) = (b1,b2,...,by)

En effet :
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6.5 Bases.

6.5.1 Definition d’une base.

Définition :
Soient wu1,...,un des vecteurs de E.
Dire que (u1,...,un) est une base de E signifie que,
(u1,...,un) est une famille libre et génératrice de E.
Remarque : Si (u1,...,un) est une famille libre alors c’est une base de Vect (u1, ..., un).
En effet :

6.5.2 Caractérisation d’une base.

Théoréme :

Soient uy,...,u, des vecteurs de F,

(u1,...,un) est une base de F si, et seulement si,

n
pour tout vecteur v de F, il existe une unique (z1,...,2,) € K" tel que : v = Z TrUk
k=1

Démonstration.
Rapidement.

n
D’une part (ui, ..., un) est génératrice si, et seulement si, Vo € E: I(A1, ..., A\n) EK" 10 = Z AUk
k=1

existence
D’autre part (u1, ..., un) est libre si, et seulement si,

VA1, An) € K™, (N, ML) € K™, > Mk =Y N = (A1, An) = (A1, A7)
k=1 k=1

unicité

On a bien

(u1, ..., un) est libre et génératrice si, et seulement si, Vo € E: J(A1,...,\n) € K" 1 v = Z)\kuk
k=1

existence et unicité

6.6 Coordonnées dans une base.
On note £ = K".

6.6.1 Deéfinition.

Définition :

B = (e1,...,en) est une base de E,

a chaque vecteur v de E on peut associer I'unique matrice : telle que : v==x1e1+ - -+ Tnen
Tn

Cette matrice est appelée : matrice colonne des coordonnées de v dans la base B

x1
On note : Coordg(v) =
Tn
1
Remarque : Coordp(v) = < v==z1e1+ -+ Tnen

Tn
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6.6.2 Application v+— Coordg(v)

Proposition :

Si B = (e1,es,...,e,) est une base de F alors

Papplication ® : E — #,,1(K) quia v associe Coords(v) est un isomorphisme.

Rappels : @ est linéaire et bijective.
e Linéaire : Y(a, 8) € K*,Y(u,v) € E*, ®(au + fv) = ad(u) + & (v)
e Bijective : VX € #,1(K),Jue E: ®(u)=X

Démonstration :

Proposition :

Soient % une base de E et u1, ... u, des vecteurs de FE.

O Pour tout v € E, v € Vect(ui,...,un) <= Coordg(v) € Vect(Coordg(ui),...,Coordg(un))

O (u1,...,un) est libre si, et seulement si, (Coordg(u1),...,Coords(uxs)) est libre.

Démonstration :

6.6.3 Matrice d’une famille de vecteurs dans une base.

Définition (Matrice d’une famille de vecteurs dans une base) :

Soit # = (eu,...,en) une base de E, a chaque famille de vecteurs (vi,...,vn,) de E on peut associer I'unique
matrice de M de 4y m(K) telle que : pour tout j € [1;m], la j-iéme colonne de M est Coordg (vj).
Cette matrice est la matrice de la famille de vecteurs de (v1,...,vy) dans la base B.
On la note : Matg (v1, ..., vm)
Remarques :

e On peut résumer avec la relation.

Matg(vi,...,0m) = (Coord@ (v1) ’ ’ Coord g (Um)>

e Multiplication par une matrice colonne :

T1

Matgg (v1, ..., Vm) = Zkaoord@ (vk)
T =1
X1 m
Matgz (vi, ..., Um) = Coord g (Z xkvk>
" k=1
Soient A € My p(R) et X € M1 (R).
a1 ot Aip T1
AX =
n1  *+ Gnp Tp

P
E a1,j%;j
Jj=1

P
E Qn,jTj
=1
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» ai1,5T;
i=1

An,j L5

P a1,j
i—1

! an,j

l AX est une combinaison linéaire des colonnes de A ‘

6.7 Dimension d’un espace vectoriel

6.7.1 Deéfinition.

Théoréme et définition

Soit F' un sous-espace vectoriel de K™ différent de {0z }.
O F posséde au moins une base.
@ toutes les bases de F' ont le méme nombre de vecteurs.
® Le nombre de vecteurs d’'une base de F' est appelée dimension de F'.
on note dim(F) la dimension de F.

Remarques : L’espace vectoriel {Og} a par convention une dimension nulle. dim ({0g}) = 0.
(Sa base est la famille vide)
Théoréme.

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et (u1, ..., up) une famille de p vecteurs de E.

Si (u1,...,up) est libre alors p < dim(E).

Démonstration :
Soit (w1, ..., up) une famille libre de vecteurs d’un espace vectoriel E de dimension n.

(On note % une base de E)
on a donc : (définition de la liberté)

P
V(ach...,xp) € Kp7 Zxkuk =0 <= (171,..475017) = (07...,0)
k=1
ce qui donne dans la base & : en notant M = Matg(u1, ... up)
X1 0
V(zi,...,zp) €KV, M| 1 )= 1| <= (z1,...,2p) = (0,...,0)
Tp 0

donc le systéme M X = 0 a une unique solution et ainsi il a autant ou plus d’équations que d’inconnues.
(Voir cours sur les systémes linéaires.)

autrement dit .

6.7.2 Compléter une famille libre ou extraire d’une famille génératrice.

Théoréme.

Soit F' un sous-espace vectoriel de K".

@ De toute famille génératrice de F' on peut extraire une base de F'.

® Toute famille libre de F' peut étre complétée en une base de F.

Remarques : e Une famille génératrice d’'un sous-espace vectoriel de dimension p a au moins p vecteurs.

e Une famille libre d’un sous-espace vectoriel de dimension p a au plus p vecteurs.

6.8 Famille libre, famille génératrice et dimension.

n désigne ici un entier naturel non nul.
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6.8.1 Famille génératrice en dimension n.

Théoréme :

Soit F' un sous-espace vectoriel de K".

Si F' est dimension p, toute famille génératrice de F' formée de p vecteurs est une base de F'.

F est génératrice de F'
Rédaction type : On a montré que % contient p vecteurs donc Z est une base de F.
dim(F) =p

En effet.

6.8.2 Famille libre en dimension n.

Théoréme :

Soit F' un sous-espace vectoriel de K".

Si F' est dimension p, toute famille libre de F' formée de p vecteurs est une base de F'.

Z est une famille libre
Rédaction type : On a montré que F contient n vecteurs de FE donc Z est une base de E.
dim(E) =n

En effet.

6.8.3 Dimension et sous-espace vectoriel.

Théoréme :
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de K",
O Si FCG alors dim(F) < dim(G)
® [ FCGetdim(F)=dim(G)] < F=G
Démonstration.

6.9 Systémes linéaires homogénes et dimension.

Soit M une matrice de .#) »(K), on s’intéresse ici a la résolution du systéme linéaire M X = 0.
p équations et n inconnues.

Rappels :
L’algorithme du pivot de Gauss permet de réduire le systéme M X = 0 en un systéme échelonné T'X = 0.
Le nombre de lignes non nuls de T'X = 0 est égal au nombre d’inconnues principales noté r.

. . C’est le rang du systéeme
Le nombre d’inconnues secondaires vaut n — r. ( g Y )

Théoréme.

L’ensemble des solutions du systéme M X = 0 est un sous-espace vectoriel de dimension n — r. ‘

Démonstration :

Conseil général : N'utilisez ce théoréeme uniquement si vous étes sir de vous et que cela est nécessaire.

Théoréme.

S’il y a strictement plus d’inconnues que d’équations (n > p)
alors le systéme M X = 0 a une infinité de solutions.
Si (0, ...,0) est Punique solution de M X = 0,
alors il y a autant ou plus d’équations que d’inconnues (n < p).

6.10 Rangs.

E=K"
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6.10.1 Rang d’une famille de vecteurs.

Soit p un entier naturel non nul.

Définition.

Pour (u1, ..., up) une famille de p vecteurs de E.

rg (u1, u2, ..., up) = dim (Vect (u1,ua, ..., up))

Remarque : On ne change pas le rang en faisant des opérations élémentaires sur les vecteurs.

Théorémes

Soit .# une famille de vecteurs de F

O rg (&) est égal au nombre de vecteurs de .#. = si, et seulement si, .# est libre

@ rg(F)estégalan. si, et seulement si, F est génératrice de E.

F t égal bre d t de . . .
{ rg (F) est égal au nombre de vecteurs de & si, et seulement si, .% est une base de E.

et est égal a n

Démonstration.

6.10.2 Rang d’une matrice.

Définition. (Définition du rang d’une matrice)

Soit M une matrice de Ay, m(K),
On appelle rang de la matrice M, la dimension de I’espace engendré par les colonnes de M.

Notation : on note rg(M) le rang de la matrice M.

Théorémes

O Pour toute matrice M de #n,m(K), rg (MT> =rg(M).
@ Pour toute matrice M de #,(K), rg(M)=n si, et seulement si, M est inversible.

Démonstration.

Remarques :

e Le rang d’une matrice est (aussi) la dimension de l'espace engendré par ses lignes.

e On ne modifie pas le rang d’une matrice en faisant des opérations élémentaires sur ses colonnes et ses lignes.

eSi M e M, ,(K) alors rg(M) <netrg(M)<p ( ou encore rg(M) < min(n,p) )

e On obtient ce rang en appliquant ’algorithme de Gauss sur les lignes ou sur les colonnes de la matrice.

6.10.3 Matrices et familles de vecteurs.

Proposition.
Soient (u1,us2,...,up) une famille de vecteurs de E et % une base de E.
rg (u1,ug,...,up) =18 (Matgg(ul,ug, e ,up) )
Démonstration :

Théorémes.
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Soient (u1,usz,...,up) une famille de vecteurs de £ et % une base de E.
On note M = Matg (ul, U2, ... ,up)
O (u1,us2,...,up) est libre si, et seulement si, rg(M)=mn
O (u1,us2,...,up) est génératrice si, et seulement si, rg(M) =dim(FE)
© (u1,us2,...,up) est une base de E si, et seulement si, M est inversible.
Démonstration :

6.10.4 Rang d’un systéme.

Définition :

Le rang d’un systéme est le nombre d’inconnues principales aprés réduction par 'algorithme du pivot de
Gauss.

Proposition :

Soient M € Mpm(K), B € Mp1(K) et X lesystétme MX =B

rg(M) = rg(X)
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Application linéaires
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7.1 Applications linéaires.

Dans ce cours £ = K? et FF = K" désignent deux espaces vectoriels quelconques sur K. (K =R ou C)

7.1.1 Définitions et vocabulaire.

Soit f une application de E dans F'.

Dire que f est une application linéaire signifie que :

Y(a, B) € K, V(u,v) € B2, f(au+ Bv) = af(u) + Bf(v)

Vocabulaire et notations :
e On note : Z(E, F) lensemble des applications linéaires de FE dans F.
e (Lorsque F = K). On appelle forme linéaire sur F les applications linéaires de E dans K.

e (Lorsque F' = E). On appelle endomorphisme de F les applications linéaires de E dans E.
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e On note Z(F) l'ensemble des endomorphismes de E.
e Les applications linéaires bijectives sont appelées isomorphismes.
e Les endomorphismes bijectifs sont appelés automorphismes.

e On note GL(E) 'ensemble des automorphismes de E. (Groupe Linéaire)

Des cas particuliers importants.
L’application nulle de E dans F est linéaire.

L’application identité de F est un endomorphisme de E. (c’est méme un isomorphisme)

7.1.2 Propriétés.

Propositions :

O Si f est linéaire de F dans F,on a alors:  f(0g) =0r

® Si f est linéaire de E dans F,

pour tout (u1,...,un) € E" et (A,..., ) €K", f <Z /\iui> = Z)\Zf(ul)
i—1 i—1

Démonstration :
05Sifec ZEF),onaVY(a,pB) €K, Y(uv) € E*, f(au+pBu)=a.f(u)+B.f(v)
donc en particulier f(0.0g +0.0g) = 0.f(0g) + 0.f(0g) et comme 0.f(u) = OF il vient

lsi f est une application linéaire de E dans F' alors f(0g) =0r ‘

® On suppose que [ est linéaire de E dans F',
pour chaque entier n on note : 2, la proposition :

pour tout (u1,...,un) € E" et (M,..., ) €K™, f (Z )\iui) = Z)\if(ui)
i=1 im1

montrons par récurrence sur n que pour tout entier n > 2, 4, est vraie.
e Pour n = 2,

La proposition est vraie, c’est exactement la définition d’une application linéaire.

e Soit n > 2 tel que &7, est vraie,
Soient (ul, e ,un.,.l) € En+1 et ()\17 ey >\n+1) S Kn+1,

n+1 n
f(Z)\im) = f (Z)\iui + /\n+1un+1>

=1

= f (Z )\iui> + Ant1 f(tni1) car f € L(E,F)

i=1

= Z)\if(ui) + Ant1f(Un+t1) en utilisant £,
=1

n+1 n+1
I (Z )wm) = Z i f (u;) on a bien P, 1
=1 i=1
On a bien montré que pour tout entier n > 2 :

pour tout (u1,...,un) € E" et (A1,...,A\n) €K", f <Z )\iui> = Z)\if(ui)
i=1 i1

Remarque :

Pour démontrer qu’une application de F dans F' n’est pas linéaire, on montre au choix :
O f(0g) #0F

® En prenant o =, . dans K et u = dans F

. ona f(ou) £ af(u)

® En prenant u = . dans Fetv=__ . dans E, on a f(u+v) # f(u) + f(v)
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7.2 Opérations et applications linéaires.

7.2.1 Combinaison linéaire.

P - E N , * -
Des précisions sur l’espace vectoriel F~ ot E et F désignent deux espaces vectoriels.

Définition :
Pour f une application E dans F' et o un scalaire on définit les applications :

af: E — F f+g9g: E — F
u — af(u) u — f(u)+g(u)

Remarques :
e On admet que F' muni de ces deux lois est un espace vectoriel.

e Le vecteur nul de FZ est la fonction nulle, plus précisément c’est 'application E — F
u +— Op

Théoréme :

Soient f et g deux applications de E dans F,
Si f et g sont dans Z(E, F) et a et § deux scalaires alors af + g € Z(E,F) .

Démonstration :
Soient (a, B) € K* et (f,g) € L(E, F)?, on note h = af + fAg,
Soient (A, 1) € K* et (u,v) € E?,
h(Adu+ pv) = af(du+ p) + Bg(Au + pv) (Définitions des opérations ci-dessus)
= aAf(u) +apf(v) + Brg(u) + Bug(v) (f et g sont linéaires)
= AMaf(u) + Bg(w)) + plaf(v) + Bg(v))
= Ah(u) + ph(v)

donc h=af +pg€ Z(E,F)

On a bien démontré que : lsi feEZL(E,F)etge L(E,F) alors af 4+ g € X(E,F)‘

Remarque :

Plus généralement : Toute combinaison linéaire d’applications linéaires est une application linéaire.

n

Si  pour tout k € [1;n], A\ €Ket fr € Z(E,F) alors Zkkfk € Z(E,F)

k=1

7.2.2 Composition.

Théoréme :

Soient F, F' et G trois espaces vectorielset f: F— Fetg: F— G.
Si feZ(E,F) et ge L(F,G) alors gofe Z(EG)

Démonstration :
On suppose f € Z(E,F) et g € Z(F,G),
Soient (e, 8) € K? et (u,v) € E?,

go flau+pv) = glaf(u)+Bf(v)) car f € Z(E,F)
= ag(f(u) +Bg(f(v)) car g € Z(F,G)
= ago f(u)+Bgo f(v)

donc go f € X(E,Q)

Remarque : Plus généralement : Toute composée d’applications linéaires est une application linéaire.



Chapitre 7. Application linéaires 121

7.2.3 Réciproque d’un isomorphisme.

Théoréme :

‘ La réciproque d’une bijection linéaire est linéaire.

Démonstration :
On suppose connaitre f une application linéaire bijective de E dans F’

Soient (vi,v2) € F? et (a1, 0) € IF2,
comme f est bijective on peut définir u; = fﬁl(vl) et us = fﬁl(vg),

ce qui nous donne : v1 = f(u1) et va = f(u2).

f a1 +aov) = N f(ur)an f(uz))

= f_l(f(alul + aguz)) car f est linéaire

= iUl + asus carfflof:IdE
= Cklfil(’l)l) +a2f71(’02)

Ce qui achéve la démonstration

Autrement dit sachant que la réciproque d’une bijection est une bijection :

Si f est un isomorphisme de E dans F alors f~' est un isomorphisme de F' dans E.

7.3 Noyau et Image.

7.3.1 Définitions.

Définition :

Etant donné une application linéaire f : £ — F', on appelle :
e noyau de f, le sous-ensemble de E suivant : ker(f) ={u € E | f(u) =0r}
e image de f, le sous-ensemble de F suivant : Im(f) ={ f(u) | v € E}

Remarques :
eker(f)CE et Im(f)CF.
e ker(f) est 'ensemble des antécédents de Or par f. Im(f) est 'image directe de E par f.
elm(f)={veF|FueE: fluy=v}
e Si f est I'application nulle alors Im(f) = {0r} et ker(f) = E.
e Si f est I'application identité de E alors Im(f) = E et ker(f) ={0g}.

7.3.2 Propriétés.

Théoréme :

Si f est une application linéaire de E dans F alors :

O ker(f) est un sous-espace vectoriel de F @ Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstrations :
O o ker(f) CE,

e f(0g) =0 donc Og € ker(f)
e Soient (o, B) € K* et (u,v) € ker(f)?,

floutBv) = af(u)+Bf(v) car f € Z(E, F)
= olr + B80F car u,v € ker(f)
= O

donc  au + B € ker(f)

En conclusion : lker( f) est un sous-espace vectoriel de E
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B e Im(f) CF,
e 0r = f(0Og) donc Of € Im(f)
e Soient (a, B) € K* et (v1,v2) € Im(f)?,

on note v1 = f(u1) et va = f(u2) avec ui,uz € E,

af(ur) + Bf(u2)

=  f(our + Bu2) car f € L(E,F)
Im(f)

ovy + Buz

m

En conclusion : lIm(f) est un sous-espace vectoriel de Fl

7.3.3 Image et surjectivité.

Proposition : l Pour f € L(E, F), f est surjective si, et seulement si, Im(f) = F‘

Théoréme :

’Soit feL(EF), Si(e1,---,en) est une base de E alors, Im(f) = Vect(f(e1),---, f(en)).

Démonstration 1
Raisonnons par double inclusion

Sachant que pour tout ¢ € [1,n], f(e;) € Im(f) et que Im(f) est un sous-espace vectoriel de F,
on a bien Vect(f(e1), -, f(en)) C Im(f)

n
Soit y € Im(f), on note y = f(x) avec x = inei,
i=1

comme f est linéaire, il vient y = inf(ei)7 et ainsi y € Vect(f(e1), -, f(en))
on a bien Im(f) C Vect(f(e1),--- 77%671))

En conclusion :

[ Im(f) = Vect(f(e1), -, f(en))

Démonstration 2 : Une autre démonstration plus efficace mais moins élémentaire.

Im(f) {f(w) [ue E}

{f <Z$161> ‘ (1’1,...,33”) e K" }
k=1

{zn:xbf(eb) | (z1,...,7,) € K" } ( car f est linéaire )
k=1

Vect(f(e1), -+, f(en))

7.3.4 Noyau et injectivité.

Théoréme :

Soit f une application linéaire de E dans F,

f est injective si, et seulement si, ker(f)={0g}

Démonstration 1 (Faite au tableau)

On suppose que f est injective.

Pour x € E,
z €ker(f) <= f(z)=0r
= f(2)=f(0r)
= z=0g (car f est injective)

donc ker(f) = {0g} u
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Remarque : au tableau, nous n’avons pas fait un raisonnement par équivalence.

On suppose que ker(f) = {0g}.
Soient (z1,z2) € E* tel que  f(z1) = f(x2),
on a alors : f(z1) — f(z2) = 0p, et comme f est linéaire il vient f(x1 —x2) = 0r
d’ou (z1 — z2) € ker(f) et en utilisant I'hypotheése ker(f) = {Og} il vient z; — 22 = 0p

ou encore ri1 = Ia.

donc f est injective B

Démonstration 2
Une autre approche par équivalence : (ce n’est pas la démonstration "classique” que j’ai faite au tableau.)

f est injective [V(u,v) €EE’ flu)=f(v) <= u= ’U}
Y(u,v) € B*,  f(u)— f(v) =0p < u:v]
Y(u,v) € E*,  flu—v)=0p < u—szE] car f linéaire

Vu€e E, f(u)=0r < u:OE]

o

Yu € E, u€ker(f) < uzOE]
ker(f) ={0x}

rrror17d

| f est injective si, et seulement si, ker(f) = {0s}]

7.4 Image d’une base.

Soient F et F' deux K espaces vectoriels de dimension finie.

Soit B = (e1,e2,...,e,) une base de E ,
quel que soit (v1,v2,...,v,) une famille de vecteurs de F, il existe une et une seule application
linéaire f de E dans F' vérifiant :

Vie [L;n], fle) =

Autrement dit : Une application linéaire est entiérement définie par 'image d’une base.
FEzxtrait du programmme : "Détermination d’une application linéaire par 'image des vecteurs d’une base."

Démonstration : (ce qui a été fait au tableau)

Idée : Comme f est linéaire alors si u = inei alors f(u) = inf(ei)
k=1 k=1
La seule connaissance des coordonnées de u et les f(e;) permet de calculer f(u).

Existence : L’application suivante convient : (ie : elle est linéaire et vérifie Vi f(e;) = v;)

f: E — F
u — Z Tiv; ou = Coord g (u)
k=1 .
Aw tableau j’ai défini f: E — F c’est une autre approche mais c’est peut-étre plus simple avec les v;.

u — i zif(es)
k=1

Unicité : Supposons connaitre deux_applications f1 et fa qui conviennent.

(ie : elles sont linéaires et vérifient Vi f(e;) = v;)

Soit uw € E, on note u = Zwiei,
i=1
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= Zmifl(ei) car f1 € Z(E,F)
i=1
= Zl’if2(€i) car fi(e;) = fa(ei) = v;
= f (i%‘&') car fo € Z(E,F)
i=1
= fa(u)

Donc Yue E, fi(u)= fa(u) donc fi=fe B
Remarque :
Cette partie de la démonstration a €été présentée différemment au tableau, seule la présentation est différente.

7.5 Représentation matricielle.

Onnote E =K’ et F =K"

On notera si nécessaire : p = dim(E), %& = (e, ..., ep) une base de E, n = dim(F), &’ = (e, ..., e},) une base de F.

7.5.1 Matrice d’une application linéaire.

Définition

Soient % = (e1,...,ep) une base de £, %’ une base de F et f € Z(E, F),

on appelle matrice de f dans les bases % et %’ la matrice (notée : Matg, g/ (f) )

Mat g, g (f) = Matg (f(e1),. .., f(ep)) ou encore Matg (f(£))

Remarques :
o La matrice Matg g/ (f) dépend du choix des bases % et %'
e On dit que la matrice Matg g/ (f) représente f dans les bases % et %'
e Lorsque f est un endomorphisme de F et que & = %’ on note : Mat g, g (f) = Matg(f).

e La matrice de 'application nulle est la matrice nulle.

Hllustration permettant de retenir la définition.

/()
fe)  fle)  fle)
g

SN—— SN——
1 4
. . ’
— €1
Mat s (f) = o sele
— el

Théoréme :

Pour % une base de E et %’ une base de ' (deuz bases fizées)
Papplication f +—— Matg g/ (f) est une bijection de .Z(E, F') dans .y »(R)

En effet : Une application linéaire est entiérement définie par I'image d’un base.

Remarques :
© Pour montrer que f = g, il suffit de montrer que pour des bases & et %' quelconques,

Mat g,z (f) = Mat ez, 2 (g)

® On peut définir une application linéaire en donnant sa matrice dans deux bases quelconques.

Relation importante au centre du cours de deuxiéme année :
Pour f € £(E,F), % une base de E et %’ une base de F.

Yu € E, Coordg (f(u)) =Matg g (f) Coords(u) ‘
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7.5.2 Matrices et opérations.

Matrice d’une combinaison de deux applications linéaires.

Théoréme

Soient Z une base de E et %’ une base de F,
Pour tout (f,9) € Z(F, F)2 et pour tout (a, 8) € K2 on a:

Mat g,z (af + Bg) = aMat g gz (f) + BMat gz, % (9)

Démonstration : (En deuziéme année)

Matrice de la composée de deux applications linéaires.

Théoréme

Soient %1 une base de E, %> une base de F' et %3 une base de G,

Pour tout f € Z(E,F)et g€ L(F,G) ona: Matg, s,(90 f) =Mata, =,(9) Mate, =, (f)

Démonstration : (En deuzieme année)

Matrice de la réciproque d’une application linéaire bijective.

Théoréme

Soient Z# une base de E, %' une base de F' et f une application linéaire de F dans F.
f est bijective si, seulement si, Matg g (f) est inversible

et alors :

Mat g o (f 1) = (Matg g0 (f)) "

Démonstration : (En deuziéme année)

7.6 Rang d’une application linéaire.

Soient E et F' deux K espaces vectoriels de dimension finie. On note p = dim(E) et n = dim(F).

7.6.1 Définition.

Soit f une application linéaire de E dans F,

on appelle rang de I'application linéaire f Ientier naturel noté rg(f) et défini par :

rg(f) = dim (Im(f))

7.6.2 Lien avec les autres notions de rang.

On note % = (e1,e€2,...,¢e,) une base de £ et %’ une base de F.

rg(f) = dim(Im(f))

dim (Vect (f(e1), f(e2),..., f(ep)))

rg (f(e1), fle2), ..., f(ep))
rg (Coordg (f(e1)), Coordg (f(e2)), ..., Coordg (f(ep)))
rg (Mat g (f(er), f(e2), ..., f(ep)))
rg (Mat, z (f))
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7.6.3 Théoréme du rang

Théoréme :

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un K-espace vectoriel quelconque

Vf e Z(E,F), rg(f) + dim(ker(f)) = dim(E)

Démonstration : (En deuzieme année)

7.6.4 Caractérisation des isomorphimes

Théoréme :

Soient E et F' deux K-espace vectoriel de dimension n et f € Z(E, F)

f est bijective si, et seulement si, rg(f) =n

En effet :
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8.1 Probabilité sur un univers fini.

8.1.1 Vocabulaire des événements.

Espace probabilisable.

Pour décrire une expérience aléatoire (&) on commence par choisir un ensemble représentant ’ensemble des résultats de
cette expérience.

L’ensemble des résultats possibles est appelé I'univers (souvent noté )
Les parties de I'univers sont appelées les événements. (noté Z(Q))

Le couple (22, Z2(Q2)) est appelé espace probabilisable associé & (&).

Vocabulaire et opérations sur les événements.

A : événement contraire de A, @ : ’événement impossible,  : événement certain.
Les événements formés d’un élément (les singletons) sont les événements élémentaires.
On note parfois (A et B) 1’événement AN B et (A ou B) l’événement AU B.
Dire que A et B sont incompatibles signifie que AN B = &.

Pour w un résultat et A un événement, "w € A” se dit : "w réalise A".

Propriétés :

Soient A, B et C des événements,
=0 Q=0 ANg =2 Aug=A AUB=BUA ANB=BnNnA
A=A AN(BNC)=(ANB)NC AU(BUC)=(AUB)UC

Complémentaires d’une union et d’une intersection : (Lois de De Morgan)

ANB=AUB AUB=ANB
Distributivités :

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AUu(BNC)=(AuB)Nn(AUQ).
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Systéme complet d’événements.

Définition :
Soient n un entier naturel non nul et A, As, ..., A, des événements.
Dire que (A1, A2, ..., Ay) est un systéme complet d’événements signifie que :
® (JAr=2 @ VY(,j)el,n]? i#£j=ANA =0
k=1 ) .
2 a 2 incompatibles
Remarques :

- Lorsque (A1, Aa, ...

Al A, .., An.

- Dans le secondaire on parle plutét de partition.

- On dit aussi que A1, As, ..., A, forment un systéme complet d’événements.

8.1.2 Probabilité.

Espace probabilisé.

Définition :

Soit 2 un ensemble fini non vide.

de Q associe un nombre réel et qui vérifie :
OVAc 2(Q), 0<PA) K1 8 PO)=1

® Pour tout (A, B) € (Z(Q))°, si ANB=a,alors P(AUB) =P(A) +P(B)

On appelle probabilité sur (2, 2(Q)) (ou plus simplement sur 2), une application P qui & toute partie

Remarques :

Le triplet (2, Z(R2),P) est alors un espace probabilisé fini
P: 2(Q) — [0,1]
A +— P(A)
P(o) = 0. En effet : En prenant A = B = & on obtient la relation : P(&) = P(2) + P(2)

On parle aussi bien de loi de probabilité que de probabilité.
Dire que A est négligeable pour la probabilité P signifie que P(A) = 0.

Sur un méme espace probabilisable, on peut définir plusieurs probabilités.

Probabilité et opérations sur les événements.

Théoréme :

Soit n un entier naturel non nul et A, As, ..., A, des événements de (Q, Z(Q)).

n

Si Ai, Aa, ..., A, sont deux & deux incompatibles alors P <U A,L-) = E P(A;)
i=1
=1

Démonstration.

On fixe un n dans N* et on considére A, Aa, ...

, An) est un systéme complet d’événements, les résultats se répartissent dans les différents événements

(C’est l’occasion de voir la rédaction d’un raisonnement par récurrence finie. Simple mais rarement utilisé).

k k
Montrons par récurrence (finie) sur k que :  pour tout k € [1;n], P <U Ai) = E P(A;)
= i=1

e Pour k=1,

La propriété est vraie pour k =1

, An, m événements de {2 que 'on suppose deux & deux incompatibles.
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=1

k

k k
e Soit k € [1;n—1] tel que P(U AZ-) = E P(A;) ,

k41
On sait que P (U Ai) =P ((
i=1 i=
kt1

k
que les A; sont deux a deux incompatibles, on en déduit que P (U Ai) =P (U Ai> + P (Ak41), et enfin en utilisant
i=1

i=1

1
k
A-) U Ak+1>~ Or les événements U A; et Ap41 sont incompatibles car on a supposé

1 i=1

k+1 k41
I’hypothése de récurrence on obtient bien : P (U Ai) = E P(A;)
o= =1

k k n n
e En conclusion : Vk € [1;n], P <U Ai> = E P(A;), et en particulier on a bien : | P (U Ai> = E P(A;)
i=1 ~
=1

Une autre rédaction de cette démonstration :

Montrons par récurrence sur n que :

Si Ay, Aa, ..., A, sont n événements deux & deux incompatibles alorsona: P (U Ai> = E P(A;)

=~
¢ i=1

e Pour n =1, on considére A; un événement quelconque,

P <O Ai> =P(A;) et ZP(Ai) = P(A))

La propriété est vrai pour n =1
e Soit n € N tel que la propriété est vraie au rang n,

on considére Ai, Aa, ..., Ant1, n+ 1 événements 2 & 2 incompatibles,

n+1 n
On sait que : P <U Ai> =P ((U Ai) U An+1>.
i=1 i=1

Or les 2 événements U A; et A,i1 sont incompatibles car on a supposé que les A; sont deux & deux incompatibles,
i=1
n+1 n
on en déduit que P (U Ai> =P (U Ai> + P (An+1) et en utilisant ’hypothése de récurrence on obtient bien :
i=1

n+1 n+1
P <U Ai) = Z]P’(Ai)

=1

e En conclusion :

Vn €N, Si Ay, Aa,..., A, sont n événements deux & deux incompatibles alors on a: P (U Ai> = E P(A;)

Conséquence.

Si (A1, Aa,..., A,) est un systéme complet d’événements alors E P(4;) =1

i=1

Proposition :

VAe 2(Q), P(A)=1-P(A) |

En effet : A et A forment un systéme complet d’événements donc P(A) + P (4) =1

Théoréme :
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® V(A B) e (2(0)?, PAUB)=P(A)+P(B)-PANB)
® V(4,B,0) € (2()°,
P(AUBUC)=PA)+P(B)+P(C)-P(ANB)—P(ANC)—-P(BNC)+P(ANBNC)
Démonstration :
© On a deux réunions disjointes : B = (AN B)U (AN B) et AUB=AU(ANB)

on en déduit : P(B) = P(AN B) +P(AN B) et  P(AUB)=P(A)+P(ANB)
ces deux égalités donnent bien : P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
® En utilisant plusieurs fois le résultat de @
P(AUBUC) = P((AuUB)UC)
= P(AUB)+P(C)-P(AUB)NC)
= P(A)+PB)-PANB)+P(C)-P((ANC)U(BNC))
— P(A) +P(B) — P(AN B) + P(C) — (P(AmC)+P(Bm0)—P(AmCmBmC)))
= PA)+PB)+PC)-PANB)-P(ANC)-PBNC)+P(ANBNC)
Proposition :

O Pour tout (A4, B) € (32(9))2 )

si AC B alors P(A) <

@ Pour toute liste (A1, A2,..., Ay) de n événements, P (

Démonstration :
© On suppose que A C B,
on a alors la réunion disjointe : B =AU (BN A) donc P(B)

@ Pour n = 2 c’est une conséquence du théoréme précédent, ensuite

Equiprobabilité.

Définition

=P(A) +P(BNA) et ainsi

P(A) < P(B).

on raisonne par récurrence sur n.

Les événements élémentaires sont équiprobables signifie qu’ils ont tous la méme probabilité.

Théoréme :

Soit © un univers fini de cardinal n € N*.

Dans une situation d’équiprobabilité sur ) on a :

card(A)

e La probabilité de chaque événement élémentaire est égale a :

__nombre de cas favorables

e La probabilité d’un événement A est P(A) = card ()

nombre de cas possibles

8.2 Conditionnement et indépendance.

On se place dans (2, Z(2),P) un espace probabilisé fini.

8.2.1 Probabilité conditionnelle.
Définition.

Définition et proposition :

Soit A un événement de probabilité non nulle.
P(ANB

Z(Q) >R quia B»—)W

L’application P4 : est une probabi

lité sur l’espace probabilisable (2, 2(Q))

L’application P4 est appelée probabilité sachant A (probabilité conditionnelle relative & A).
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Démonstration :
e On a bien: Py : 2(Q) — [0,1]
[ ] ]P)A (Q) =1.
e Soit By et By deux événements tels que : B1 N Bz = J,

Pa(B1UBz) =+ =Pa(B1) +Pa(B2)

Remarques :
e Toutes les propositions énoncées sur P sont encore valables pour P4
par exemple :
PA(BUC) =P4(B) +Pa(C) —Pa(BNC)

e Py(A4)=1

Remarques :

e On note aussi : P4(B) = P(B|A)

e Attention & cette notation P(B|A) car BA n’est pas un événement.
e P(ANB) =P(A) X Pa(B)

Pa(B) B
A
P(A) 5
Q
B
A
B
e Si P est la probabilité uniforme alors P4 (B) = %&)B), tout se passe comme si on changeait d’univers.

e On peut enchainer les conditionnements : (Pa) 5 (C) = Pans(C).

Formule des probabilités composées.

Théoréme : (Formule des probabilités composées)

Pour Ai,..., A, n événements (n > 2) vérifiant P(A1N---NAp_1) #0, ona:

]P)(Al n---N An) = ]P(Al) X ]P)Al (AQ) X ]P)AlﬂAz (Ag) X oo X PAlﬁu-ﬂAn_l(An)

Démonstration.
0

On utilise les conventions : m A =Q et Po (A1) =P(Ar).

1=1

P(A1) X Pa;(A2) X -+ X Paynna, 1 (An) = ] Prp-1 4, (Ar)
k=1 N

= P (m Ak) (Produit télescopique)

Remarque : La condition P(41 N---N Ap—1) # 0 entraine P(A; N---N Ag) # 0 pour k entre 1 et n — 1.
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Formule des probabilités totales.

Théoréme : (Formule des probabilités totales)

Soient n un entier naturel non nul et A4,..., A, n événements de ).

O Si (A4,...,A,) un systéme complet d’événements alors pour tout événement B on a :

= zn:]P’(Ai N B)

9 Si (Ay,...,An) un systéme complet d’événements non négligeables pour P (i.e : pour tout ¢, P(A4;) # 0)
alors pour tout événement B on a :

P(B) _ZP ) X Pa,(B)

Démonstration. @

B = BNQ

-~ wo(()4)

k=1

= OAkﬂB

les événements (Ax N B) sont deux a deux disjoints donc  P(B) = ZIP’(Ai N B)

® En reprenant le résultat précédent et en utilisant la définition d’une probabilité conditionnelle il vient :
ZIP’ ) X Pa,(B)

Remarque : En prenant la convention suivante : si P(A4,) = 0 alors P(A,)Pa, (B) = 0 on peut énoncer @ plus simplement :

0 Si (A1,...,A,) un systéme complet d’événements alors pour tout événement B on a :

Z]P’ ) X Pa,(B)

Formule de Bayes.

Proposition :

Soient (A1, ..., Ay,) un systéme complet d’événements non négligeables pour P et B un événement également non négligeable

pour P alors pour tout j € {1,...,n},
IP’(A ) x Pa,(B)

ZIP’ ) X Pa,(B)

Pp(A;) =

P(BNAj)  P(A;) x Pa; (B) P(A ) X Pa;(B)

En effet : Pp(A4,) = =
P(B) P(B)
ZIP’ ) X Pa,(B)

8.2.2 Evénements indépendants.

Indépendance de deux événements.

Définition :

Soient A et B deux événements,
Dire que A et B sont indépendants signifie que : P(AN B) = P(A)P(B)

Remarque :

Soient n un entier supérieur ou égal & 2 et A1,..., Ap, n événements de 2,

Dire que que ces événements sont 2 & 2 indépendants signifie que

Vi,j e [1;n]?, i#j = P(A;NA;)=P(A)P(4;)
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Proposition :

Soient A et B deux événements quelconques de €2,

® A et B sont indépendants  équivaut a é et B sont indépendants.
@ A et B sont indépendants  équivaut & A et B sont indépendants.
® A et B sont indépendants  équivaut & A et B sont indépendants.

Démonstration :
Pour montrer ces trois équivalences, il suffit de montrer I'implication suivante :

Quels que soient M et N deux événements de €,

Si M et N sont indépendants alors M et N sont indépendants.

Prenons deux événements M et N deux événements indépendants de €2,
On sait que P(M) =P(M N N) +P(M N N)
et comme M et N sont indépendants il vient : P(M) = P(M) x P(N) + P(M N N), puis :

P(MNN) = P(M)—-P(M)xP(N)
= P(M)(1-P(N))
= P(M)P(N)
Indépendance mutuelle de n événements.
Définition :
Soient n un entier supérieur ou égal & 2 et A1,..., A, n événements de 2,

Dire que ces événements sont mutuellement indépendants signifie que :

vJc[l,n], P (ﬂ AJ-) =11P)

jeJ jeJ

Proposition :

Si n événements sont mutuellement indépendants alors ils sont 2 & 2 indépendants.

8.2.3 Expériences indépendantes.

On considére une expérience aléatoire £ se décomposant en n sous-expériences (ou n épreuves) aléatoires :
&1, E,..., &
Chacune de ces expériences est modélisée par des espaces probabilisées :

(917‘@(91)7P1) ’ (927‘@(92)7]}»2) PN (ang(Q")JPn)
On admet que l'on peut modéliser £ par (Q, Z(Q),P) de telle sorte qu’on ait les deuz propriétés suivantes :

Propriétés :

Si &1, &, ..., &, sont indépendantes, on a alors les propositions suivantes :
O si A est un événement de I'expérience &; alors P(A) = P;(A).
Pour calculer la probabilité de A on n’observe que l’expérience &;
O si A, As , ..., Ay sont p événements de p expériences distinctes,
alors les événements A1, Az , ..., Ap sont mutuellement indépendants.

en particulier :
P(A1N---NA,) =P(A4A1) x --- x P(Ap)

Remarques :
- Les tirages successifs avec remise sont souvent modélisés ainsi.

- Cette indépendance peut étre conditionnée. (Exzemple : une fois le dé choisi, les tirages sont indépendants).
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9.1 Définitions.

Soient € un univers fini et un espace probabilisé (2, Z(Q2),P) .

9.1.1 Variables aléatoires.

Définition

Les variables aléatoires sur {2 sont les applications de © dans R

Q — R

w — X (w)

Remarques :
e On associe a chaque résultat (un élément de ) une valeur numeérique (un nombre réel).
e Sur une méme expérience on peut définir plusieurs variables aléatoires.

e A partir d’une ou plusieurs variables aléatoires on peut en construire d’autres :

max(X,Y) X+Y X*41 ¢ Y -X| V/X24Y?
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9.2 Ensemble des valeurs prises.
X(Q2) ={X(w) [we}

Si Q= {wi,ws, - ,wn} et X une variable aléatoire sur {2 prenant les valeurs {z1,z2,...,%,}

le plus souvent on note :
X(Q) ={z1,z2,...,2:} avec 1 <xz2 < -+ < Ty

X () ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X.

9.3 Variables aléatoires et événements.

Soient B une partie de R, a, b, x des nombres réels,
on peut définir & I’aide d’une variable aléatoire X les événements :

XeBl={weQ|Xw)eB}
[e< X< ={weQ|a<X(w)<b}

X=a={we| X(w)=a} (cesontles antécédents de a par X).

9.4 Systéme complet associé a une variable aléatoire.

Soit X une variable aléatoire sur 2, avec X (Q) = {z1,x2,...,z,} avec z1 < z2 < -+ < Zy.

La famille ([X = z;]),,, est un systéme complet d’événements.

1<i
Application de la formule des probabilités totales :

Si A est un événement de Q@  alors P(A) = ZIP’ ([X = zi] ) Pix—z;1(A)

9.5 Loi de probabilité.

Définition.

La loi de probabilité de X est l’application de X (€2) dans [0; 1] qui & chaque valeur z prise par X, associe
le nombre P([X = z])

C’est l'application X (2) — [0, 1]
x — P(X =ax])
etona: VreX(Q), P(X==z])>0 et Y OP(X=z)=1

Remarques :

e Déterminer la loi de probabilité de X, c’est
O donner X(2) et @ P([X = z;]) pour toutes les valeurs z; de X(Q).

Parfois (mais pas toujours) on donne la loi de probabilité sous la forme d’un tableau :

Valeurs (x;) L T T I
Probabilités (p;) | p1 | - | - | Ds

ou Pi = IP([X = wl])

e Souvent on définit une loi en donnant une expression.

Dire que X < B(n,p) signifie que X(Q) = [0;n] et Vk e [0;n], P(X =k]) = (Z)pk(l —p)nF

e On représente graphiquement une loi de probabilité par un diagramme en batons.
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0.20 T T T T T
0.15f - ]
0.10F ]
0.05 ]
0.00 =l ” H o n

0 5 10 15 20 25 30

e Si B est une partie de X(Q2) alors : P([X € B]) = Z P([X = z])

zEB

eSi a<b alors: P(la<X<b)= > P(X=a]

a<z<h
zEX(Q)
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9.6 Fonction de répartition.

Définition

Soit un espace probabilisé (2, 22(Q2),P) fini.
Soit X une variable aléatoire sur €2,

On appelle fonction de répartition de X la fonction de R dans [0;1] qui & chaque nombre réel x
associe le nombre P([X < z]).

F: R — [0,1]
z — P([X < z])
Proposition :
Pour tout (a,b) € R? tel quea <bona:
P(la < X <b]) = F(b) — F(a)
Démonstration :

La réunion disjointe : (X <b) = (X <a)U (a < X <b) entraine : P(X <b) =P(X <a)+Pla < X <b)
et donc P([a < X < b]) = F(b) — F(a)

Représentation graphique :

0.20 1.0 —

0.8} - 1
0.15F i

0.6} E
0.10} i

0.41 - .
0.05} E

0.2} R
0.00 n || H ” " | L 0.0 ——t— I L L I

5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Loi de probabilité Fonction de répartition.
Proposition :

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F' alors :
e I est une fonction croissante sur R.
e F est constante par morceaux. (car X () est fini)
e I est discontinue & gauche en les z;.
e lim F(z)=0et lim F(z)=1
Tr——00 xr—+o00

Remarques : (passer de l'une & U'autre).
e On peut construire la loi de probabilité de X a partir de sa fonction de répartition :
P([X =z1]) = F(z1) et pourtout k € [2;n], P([X =xx]) = F(zx) — F(zr-1)

e On peut construire la fonction de répartition de X & partir de sa loi de probabilité de X :
si x<z1, F(x)=0 et pourtout k € [1;n], si zr <z <axpyr alors F(x) = F(zr-—1) + (X = zx))
k

ou encore sizp <z < xp41 alors F(z) = Z]P’([X = x;])

=1
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9.6.1 Espérance
Définition.

Définition

Soit X une variable aléatoire.
L’espérance mathématique de X est le réel E(X) défini par : E(X) = Z 2 P([X = z])

Linéarité.

Théoréme : (linéarité de ’espérance)

X, Y sont deux variables aléatoires sur €2 et a et b deux réels.

E(aX +bY) =aE(X) +bE(Y)

Théoréme de transfert.

Théoréme :

Soient ¢ une fonction de R dans R (définie sur X (£2)) et X une variable aléatoire sur €2,

La variable aléatoire p(X) a pour espérance :

9.6.2 Variance.
Définitions.

Définition

La variance d’une variable aléatoire X est le réel V(X) défini par : V(X) =E ((X - ]E(X))Q)

Formule de Kcenig-Huygens.

Proposition :

Pour toute variable aléatoire X sur ©, on a : V(X) = E(X?) — (E(X))>.

Propriétés.

Proposition :

Pour toute variable aléatoire X sur €, et pour tous réels a et b, on a : V(aX + b) = a*V(X).

Ecart-type.

L’écart-type d’une variable aléatoire X est le réel :

o=4/V(X)

Définitions :

e On dit qu’une variable aléatoire est réduite lorsque V(X) = 1.

e Pour X une variable aléatoire telle que V(X) # 0,
X —E(X)

oXx

X" est appelée variable aléatoire centrée réduite associée a X.
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9.7 Indépendance
9.7.1 Définition
Soient X et Y deux variables aléatoires,
Dire que X et Y sont indépendantes signifie que :
quel que soit le couple (z,y) € X(Q) xY(Q), P(X=2)n Y =y))=PX =2z) xP(Y =y)
9.7.2 Propriété
Soient X et Y deux variables aléatoires, f: X(Q2) = Ret g: Y (Q) — R deux fonctions,
si XY sont indépendantes alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.
9.7.3 n variables aléatoires
Soient n un entier supérieur ou égal & 2 et (Xy)1<r<n une liste de variables aléatoires,
Dire que les X}, sont (mutuellement) indépendantes signifie que :
quel que soit la liste (zx)1<k<n telle que 2, € X5(Q), P (m (X = xk)> = H P(Xr = zx)
k=1 k=1
9.7.4 Propriétés
Propositions :
Soit (Xk)1<k<n une liste de variables aléatoires de (Q, #(Q), P),
0Si Xi,,...,X, sont (mutuellement) indépendantes alors
toute sous-famille de (X7i,...,X,) lest aussi.

0 (Lemme des coalitions)
Soient f:R” - Ret g: R"? — R deux fonctions,

si X1,...,Xp,..., X, sont (mutuellement) indépendantes alors

© Soit f1,..., fn des fonctions de R dans R,

si X1,...,X, sont (mutuellement) indépendantes alors

f(Xq,...,Xp) et g(Xpt1,...,Xn) sont indépendantes.

f1(X1),. .., fa(Xn) sont (mutuellement) indépendantes.

9.7.5 Espérance de XY et variance de (X +Y)

Théoréme :

O Si X et Y sont indépendantes alors E(XY)=E(X)E(Y)et V(X +Y)=V(X)+V(Y)

® Si X;,...,X, sontindépendantes alors F (H Xk) = H E(Xig) etV ( Xk> = V (X&)
k=1 k=1 k=1 k=1

9.8 Lois usuelles.
Soient n un entier non nul et X une variable aléatoire de (2; (), P),

9.8.1 Loi certaine.

Soit @ un nombre réel.
La variable certaine égale & a est la fonction constante X : € — R
w — a

Ona:X(Q)={a}etP([X=4qa)=1, EX)=a V(X)=0.
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9.8.2 Loi de Bernoulli.

Définition :

Soit p un réel de 10, 1],
X(Q)={0,1}

P(X=0)=1-p; P(X=1)=p

Dire que X suit une loi de Bernoulli de paramétre p signifie que : {

Onnote: X — B(p)etona: E(X)=p et V(X)=p(1—-p)

Remarque : (fonction indicatrice)

Si A est un événement de € alors ¥4 est une variable aléatoire et ¥4 — B(P(A))

Simulation avec une fonction Python :

def bernoulli(p):
if random() <= p:
return 1
return O

9.8.3 Loi uniforme.

Définition :

X(Q) = [1;n]
Dire que X suit une loi uniforme sur [1;n] signifie que :

Vie[l;n], P(X=1])= %

On note : X < U ([1;n]) et on redémontre que E(X) = nTH et V(X)= n21; .
X(Q) = [as 4]
Pour a et b des entiers (a < b), X — U ([a;b]) signifie Vieab], P(X=i])= #
b—a+1
On a alors : E(X) = a;—b

Simulation avec une fonction Python de la réalisation de X < U ([a; b])

def uniforme_discret(a,b):
return a + int((b-a+1)*random())

9.8.4 Loi binomiale.

Définition :

Soit p un réel de ]0, 1],
X() = [0;7]

Dire que X suit une loi binomiale de paramétres (n,p) signifie que :

Vk € [0;n] , P([X =k]) = (Z)pk(l—p)”_k

On note : X — B(n,p) etona E(X)=np et V(X)=np(l-p)

Dans quelles situations peut-on observer une loi binomiale ?

Soit £ une expérience constituée de n épreuves identiques et indépendantes £1,&2,...,E,
( toutes modélisées par (2, Z(Q2),P) ) et A un événement de €2 de probabilité P(A) = p.

Si X est la variable aléatoire égale au nombre de réalisation de A au cours des n épreuves alors : X < B(n,p).

Schéma de Bernoulli



Chapitre 9. Variables aléatoires finies.

141

S

Autre situation.

Théoréme : Somme de n variables de Bernoulli identiques et indépendantes.

3 succes

2 succés

2 succes

1 succes

2 succes

1 succes

1 succés

0 succés

suivant la loi binomiale de paramétres (n, p)

La somme de n variables de Bernoulli de paramétre p (mutuellement) indépendantes est une variable aléatoire

Soient n un entier naturel non nuls et p un réel de l'intervalle ]0, 1]
® Xi,...,X, sontindépendantes
Si @Vie[l;n], Xi— Bp)
OX=X1+Xo+ -+ X,

, alors X — %B(n,p)

Simulation avec une fonction Python :

def binomiale(n,p):
x=0
for k in range(n):
x += bernoulli(p)
return x
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10.1 Equations différentielles homogénes.

Soit I un intervalle de R (non trivial), on note D*(I) 'espace vectoriel des fonctions k fois dérivables sur I.

e Equations différentielles linéaire homogénes d’ordre 1 sous forme résolue.

Soit a une fonction continue sur I, on note (Eo) I’équation différentielle 4 + a(t)y = 0.

Définition :

Iensemble des solutions de (Fo) sur I est :

Stwyy = {f €D D) | VLT, /(1) +a®)f(t) =0 }

Proposition.

L’ensemble des solutions sur I de ’équation (Ey) est sous espace vectoriel de D1 (). ‘

Démonstration :

Théoréme.

On note A une primitive quelconque de a sur I,

Iensemble des solutions de 1’équation (Ep) sur I est :

I — R
S(Eo):{ e pemAW) ‘ keR }
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Démonstration :
Soit f une fonction dérivable sur I, on note g : t —» e f(1),
fE€SEy) < WVtel, f(t)+alt)f(t)=0

— vtel, ') +at)e®™ft)=0 car e £0

= Vtel, ¢{#) =0

<« 3JkeR, Vtel, gt)=k car I est un intervalle

— 3JkeR, Vvtel, *Vfu)=k

— 3dJkeR, Vtel, f(t)= ke A car e A® #0

|

Proposition : ’ S(g,) =Vect (t —> efA(t)), dim(S(gy) =1 et  Sg, C c(I) ‘
Remarques :

e Si f est une solution non nulle de (Ep) alors S(g,) =Vect< f >
e Les solutions non nulles de (Fo) ne s’annulent pas sur I.

e Si une solution de (Ep) s’annule alors c’est la fonction nulle.
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¢ Equations différentielles linéaires homogénes d’ordre 2 a coefficients constants.
Soient a, b et ¢ trois réels tels que a # 0, on note (Ey) 'équation différentielle :
(Eo) : ay” +by' +cy=0

Définition :

Pensemble des solutions de (Ep) sur I est :

Stry = {1 € D*(I) | Ve € 1, af"(t) +bf (1) + cf(1) =0 |

Proposition.

L’ensemble des solutions sur I de ’équation (Ey) est sous espace vectoriel de Da([1).

Théoréme

On distingue trois cas :
0 si ax’? + bx + ¢ =0 a deux racines réelles distinctes r1 et ra,

alors ensemble des solutions de ’équation (Ep) sur I est :

I — R

2
S(EO) = { t — ky e'rlt + ko e'rgt ‘ (kla k2) eR }

S(ry) = Vect(t — e™' | t— ")
® si az’ +bz+c=0 a une racine réelle double 70,

alors ’ensemble des solutions de I’équation (FEo) sur I est :

I — R

_ 2
S(EU) o { t — kl erot + kg terot ‘ (kh k2) < R }

S(ry) = Vect(t — e™" | t — te™")

. 2 . . . . T
® si ar” +bxr+c=0 a deux racines complexes conjuguées o +iw et a + iw,

alors ’ensemble des solutions de I’équation (FEo) sur I est :

I — R

= 2
S(EO) - { t — kl cos(wt) eoct + k2 sin(wt) eat (kl:k’2) c R }

S(ry) = Vect(t — cos(wt) ™" , t — sin(wt) e™")

Proposition :

Dans tous les cas :  dim(S(g,)) = 2 et Sy CCT() ‘

Remarques.
- On pourra sauf indication contraire utiliser les résultats suivants :

1t

o Siri#ry alors (t— e, t— e™") est une famille libre.

e pour tout réel ro, (t+— €™" | t — te™") est une famille libre.

e Siw#0 alors (t+—> cos(wt)e* , t+— sin(wt)e®") est une famille libre.

- Dans le cas ® on peut aussi écrire les solutions sous la forme : t — Ae®* cos(wt + ¢)

10.2 Equation avec second membre.

Soit ¢ une fonction définie sur un intervalle I.
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10.2.1 Premiére ordre.
Soit a une fonction continue sur I, on note :
(E) : y' +altly=o(t) et (Eo):y +alt)y=0
Définition :
Pensemble des solutions de (E) sur I est :
Stmy = {f € DND) | VEE L, [(8) +a®)f(t) = #(t) |
Théoréme :
Si g est une solution (particuliére) de (E) sur I alors
. . . I — R
P ble d lut de I’ i E Test:Sg = hes
ensemble des solutions de ’équation (F) sur I es (B) { b h(t) + () ‘ (Bo) }
ou plus simplement : S(gy = {h +g | h €Sk }
Démonstration :
On suppose que g est une solution de (E), (On sait que : V¢t € I, ¢'(t) +a(t)g(t) = ¢(t))
Soit f une fonction dérivable sur I,
fE€SE <« Vtel, f{t)+al)f(t)=()
= vtel, f'(t)+at)f(t)=g'(t)+alt)g(t)
= vtel, (f-9)'t)+a®)(f-9)(t)=0
— f[f—g€SE
< dhecSg: f—-g=h
< 3JheSg,: f=h+g
Sy = {f eD'(I)|3he Sy : f=g+h } ouencore Sip)y ={h+g|heSu, }
|

Remarque :
Si A est une primitive de a sur I et g est une solution de (E) alors

Sy = {

I — R

keR
t s ke A ¢ g(t) ‘ }
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10.2.2 Deuxiéme ordre a coefficients constants.

Soient a, b et ¢ trois réels tels que a # 0, on note :

(B):ay” +by +cy=p(t) et (Fo):ay’ +by +cy=0

Définition :

I’ensemble des solutions de (Eo) sur I est :

Sty = {f € D) | VL€ L af’(t) + b (1) + cf () = ¢ (0) }

Théoréme :

Si g est une solution (particuliére) de (E) sur I alors

I'ensemble des solutions de 1’équation (E) sur I est : S(g) = { ‘; : R ‘ h € S(gy) }

ou plus simplement : S(g) = {h+g | h € S(Ey) }

Démonstration :
On suppose que g est une solution de (E), (On sait que : V¢ € I, ag”(t) + b(t)g'(t) + cg(t) = o(t) ).

Soit f une fonction deux fois dérivable sur I,

fe€Sm <<= Vtel, af’(t)+b)f (t)+cf(t)=p(t)
= Vtel, af’'(t)+0(t)f (1) +cf(t) =ag”(t) +b(t)g'(t) + cg(t)
= Vtel, a(f-9)"(t)+b(f—9)t)+c(f-9g)(t)=0
< f—g€ Sk
<~ 3JheSg: f=h+g

Sty ={f€D*(I) | 3h € Sy : f=g+h} ouencore S ={h+g|heSu, }

[ ]
10.3 Principe de superposition.
10.3.1 Premiére ordre.
Proposition :
Soient a, 1, @2 trois fonctions continues sur I et deux réels « et S,
on considére trois équations différentielles :
(Br) sy +a(t)y = () (E2) : ¢+ a(t)y = pa2(t) (B) 1y +a(t)y = api(t) + Bea(t)
Si g1 est une solution de (E1), g2 est une solution de (F2) alors agi + g2 est une solution de (E).
Démonstration :
On suppose aue : Ve € 1, gi(t) + a(tlr(t) = pa(t) et Vi€ L, gh(t) + a(t)ga(t) = palt)
On a alors pour (a, ) e R* et t € 1,
(ag1 + Bg2)'(t) + a(t)(agr + Bg2)(t) = a(gi(t) + a(t)gi(t)) + Blga(t) + alt)ga(t))
= api(t) + Bea(t)
donc agi + Bg2 est solution de (F)
|

Ce principe permet de simplifier une équation différentielle (E) : y' + a(t)y = a1 (t) + Bpa(t) en commengant par chercher
une solution particuliére des équations différentielles :

(E1) ¢ +a(t)y = ¢i(t) (E2) : ¢ +a(t)y = pa(t)
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10.3.2 Deuxiéme ordre.

Proposition :

Soient @1, w2 des fonctions définies sur U'intervalle I et a, S des réels,
On considére les équations différentielles : (E) :ay” + by +cy = api(t) + Bpa(t),
(Br)ray” +by' +ey=1(t) et (E2):ay’ +by +cy=pa(t)

Si g1 est une solution de (E1) sur I et g2 est une solution de (E2) sur [

alors «agi + g2 est une solution de (F) sur I

Démonstration :

Cette proposition permet de simplifier une équation différentielle (E) : ay” + by’ + cy = a1 (t) + Bp2(t) en commengant
par chercher une solution particuliére des équations différentielles :

(Br) :ay” + by +cy = pi(2) (B2) :ay” + by’ + cy = ¢a(t)

10.4 Meéthode de variation de la constante.

On ici s’intéresse aux équations différentielles de la forme : (E) : 4" 4 a(t)y = ¢(t).
avec a et ¢ deux fonctions continues sur 'intervalle 1.

Ces équations sont appelées équations différentielles linéaires résolues du premier ordre.

Théoréme : l (E) posséde au moins une solution sur ‘

Démonstration : (Méthode de la variation de la constante)

En trois étapes :

@ On commence par résoudre (Ep), a est continue sur I, on note A une de ses primitives sur I :

I — R
So = keR
0 { t — kexp(—A(t)) ‘ < }
dans la suite, on pose fo(t) = exp (—A(t)) et ainsi : So =Vect(fo)

0 On cherche une solution de (E) (on cherche une solution particuliére)

Soit k une fonction dérivable sur I, on note : g : t — k(t) x fo(t)
gESE > Vel g(1)+aglt) = ot
Ve, K () folt) + k() f3(0) + alt) k(D) folt) = (1)
— Vel KOh®+k) (H0)+at)fo®)=¢t)  carfo€ S,

—= Vtel, K()fo(t)=(t)
< Vtel, K(t)=p(t)exp(A))
donc en choisissant pour k une des primitives de ¢t — (t) exp(A(t))
(cette primitive existe car cette fonction est continue sur I ),
on obtient bien g : ¢+ k(t) x exp(—A(t)) est une solution de (F). [ ]

® Connaissant les solutions de (Fo) et une solution de (F) on peut conclure.
Exemples : Ez 6 de la feuille Act 13

Quand utilise-t-on cette méthode :

® Sur une équation différentielle du premier ordre 3’ + a(t) y = ¢(t).
@ Quand I’énoncé ne donne pas la forme d’une solution particuliére.

® Quand on ne trouve pas de solution en faisant : une conjecture sur la forme d’une solution suivie d’une
vérification par calcul.
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Remarques :
. . 1 .
- pour @ certains utilisent la phrase = : "Chercher une solution sous la forme du second membre"

- pour ceux qui veulent aller plus loin ils peuvent étudier le chapitre 6 de ce cours.

10.5 Condition initiale.

10.5.1 Premier ordre.

Soient I un intervalle, a: I — R et ¢ :I — R deux fonctions continues sur I,

on note (E) ’équation différentielle : ¢ + a(t)y = ©(t)

Théoréme :

Quel que soient tg, yo deux nombres réels avec to € I, il existe une et une seule solution f de (F) sur I vérifiant :

f(to) = yo

Démonstration :
Soit f une solution de (E) et k € R tel que f: ¢t — ke ") + g(t),

flto) =m0 <= ke " 4 g(to) =yo
= ke A0 = yo — g(to)
= k= (yo—g(to))e ™
= [t (yo— glto)) e MO (1)

10.5.2 Deuxiéme ordre.

Soient a, b et c trois réels tels que a # 0, on note (E) : ay” + by’ + cy = ¢(t)
On suppose ici que (E) posséde au moins une solution sur I.

Théoréme :

Soit to, yo et y1 trois nombres réels avec to € I, il existe une et une seule solution f de (F) vérifiant :

fto) =yo, f'(to) =m

Démonstration :

10.6 Recherche d’une solution particuliére (compiément).

Ici on s’intéresse aux équations différentielles & coefficients constants.

Ces propriétés illustrent la phrase déja citée dans ce cours (paragraphe 4 )2 :

"Chercher une solution sous la forme du second membre"
10.6.1 Second membre de la forme. ¢ — cos(wt) ou sin(wt)
Premiére ordre. (a est un réel) (E):y +ay = o(t)

Si ¢ est de la forme ¢ — cos(wt) ou t — sin(wt) (w un réel non nul).

on cherche une solution de (FE) sous la forme ¢ +—— Acos(wt) + psin(wt)
ot A et p sont deux réels & déterminer.

Exemples : ¢ + 2y = cos(2t) y'(t) — 4y(t) = sin(4t)
Deuxiéme ordre.(a, b, c sont des réels)

(E) :ay” +by' +cy = o(t)

1. cette phrase sert & guider la recherche en proposant une conjecture, sans constituer une méthode rigoureuse ni une preuve
2. On notera qu’on ne devrait 'utiliser que lorsque les coefficients sont constants, mais pour les équations d’ordre 1 ou 2.
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Si ¢ est de la forme ¢ — cos(wt) ou ¢t — sin(wt) (w un réel non nul).
on commence par chercher une solution du type ¢ +—— Acos(wt) + psin(wt)

et si on ne trouve pas on cherche sous la forme ¢ +—— At cos(wt) + pt sin(wt)
ot A et p sont deux réels a déterminer.

Exemples : y” + y' + y = sin(3¢t) ?J”(t) - Sy/(t) +y(t) = cos (%)

10.6.2 Second membre de la forme. t —s P(t)e™"
Premiére ordre. (a est un réel)

(B) 1y 4 ay = ¢(t)

"™ (m étant un réel et P un polynéme).

Si ¢ est de la forme t — P(t)e
on cherche une solution de (E) sous la forme t — Q(t)e™*, o Q un polynéme a déterminer.
Exemples : y 42y = e Y (t) —4y(t) = tPe?

Deuxiéme ordre.(a, b, c sont des réels)

(E) :ay” +by' +cy = (1)

"™ (m étant un réel et P un polynome).

Si ¢ est de la forme ¢t — P(t)e
on cherche une solution sous la forme ¢t — Q(t)e™", ot Q un polynéme a déterminer.

Exemples : vy fy=e " y"(t) = 3y'(t) + y(t) = tet
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11.1 Introduction.

11.1.1 Des vecteurs.

—
La translation de vecteur AB est la transformation du plan (ou de I’espace) qui & tout point M associe I'unique point M’
iy
telle que :MM™ =AB.

La translation de vecteur nul est I'identité du plan (ou de l’espace).

—

Pour quatre points A, B, C, D du plan (ou de l'espace) : AB =lﬁ équivaut & ABCD est un parallélogramme.
—

Pour quatre points A, B, C, D du plan (ou de l'espace) : AB :D? équivaut a [AC] et [BD] ont méme milieu.

Un vecteur non nul est caractérisé par sa direction, son sens et sa norme.

Un vecteur a une infinité de représentants : on peut représenter un vecteur & partir de tout point de ’espace :

Etant donné un vecteur 4 et un point A, il existe un unique point B tel que AB = 4.

11.1.2 Repéres, coordonnées.

On se place ici dans le plan et I’espace géométrique usuels munis chacun d’un repére orthonormal.

On note P le plan et R = (O,7,7) un repére orthonormal. On note B la base (7, 7)
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e on écrit M (;) pour indiquer que M est le point de coordonnées (x,y) dans le repére R, autrement dit 'unique point
M vérifiant :OM = a7+ y7

e on écrit U (Z) pour indiquer que # est le vecteur de coordonnées (a,b) dans la base B, autrement dit 'unique point @

vérifiant : @ = a?’’+ b7

On note & lespace et R = (0,77, E) un repére orthonormal.

T
e on écrit M | y pour indiquer que M est le point de coordonnées (z,y, z) dans le repére R, autrement dit I'unique
z

point M vérifiant :OM = a7+ Y7+ zk

a
e on écrit | b | pour indiquer que % est le vecteur de coordonnées (a, b, ¢) dans la base B, autrement dit I’'unique point
c

M vérifiant : @ = a?’+ b+ ck

Une fois ce repére fixé,

L’application qui a (z,y, z) associe 7+ yJ+ 2k est une bijection, 'image de (z,y, z) est le vecteur de coordonnées (z,y, z)
dans la base B = (7,7, k)

11.1.3 Calculs sur les vecteurs.

On définit deux opérations sur I’ensemble des vecteurs.

La définition de la somme est la relation de Chasles :

AB +BC =AC AB =AM +MB
B v
C
at (a>0)

a a

U+ v
A
at (a < 0)

4 . Py . 3 . . .
On définit alors deux opérations sur R” compatibles avec les opérations sur les vecteurs :
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(z,9,2) + (&",y, ) = (e + 2",y +y',2+2") et k(z,y,2) = (kz, ky, kz)

—
Si A(za,ya,z4) et B(xzs,yB,28), alors  les coordonnées du vecteur AB sont : (¥ — Ta,YyB — YA, 2B — 2A)

L’ensemble des vecteurs du plan (ou de 'espace) est un espace vectoriel.

Soient i, ¥ et W trois vecteurs, a et b deux scalaires, on a alors :
1. (W+9)+d=14a+ (T+ W)
2.30 @a+0=0+a=1a
3.3 @+@ =0 (onnote:d =—7)
4. u+v=v4+14u
5. a(i+ ¥) = at + a¥
6. (a+b)Ud=atl+bdd
7. (ab)d = a(bi)
8. 0@=0
9. lau=4
Généralisation de la relation de Chasles avec Ao, A1, ..., A, des points de I'espace.

ZAkilAk - AOAn
k=1

11.1.4 Norme d’un vecteur

—
Soient A et B deux points de I’espace, la norme du vecteur AB est la longueur AB.

H‘WH = AB = \/(xs —24)* + (y5 — ya)> + (28 — 24)°

Si @ est vecteur de l'espace de coordonnées (z,y, z) alors :

@] = Va2 +y? + 22

Propositions :

© il >0 @ ||la|=0 < @=0
® ||l = Al ® i@+ a) < |/all + /3]

11.1.5 Vecteurs colinéaires.

Définition :

ai+bd=0

Dire que @ et ¥ sont colinéaires signifie qu'il existe (a,b) # (0,0) tel que :

Remarques :
- Le vecteur nul est colinéaire a tous les vecteurs.

- i et U sont colinéaires si, et seulement si, il existe k € R tel que : @ = k¥ ou

Définition (famille libre de deuz vecteurs).

4 et ¥ sont non colinéaires si, et seulement si, V(a,b) € R*, a@d4+bt=0 — a=b=0.

Cas particulier de deux vecteurs du plan.

Proposition : Condition (CNS) de colinéarité.

Soient i(x,y) et ¥(x’,y") deux vecteurs du plan,

— — .. . . / /
U et U sont colinéaires si, et seulement si, zy —x'y =0

Définition :

Soient i(z,y) et ¥(z',y),
/
on appelle déterminant de @ et ¥ le réel : ‘; z/

/ U
=zy —x Y.
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11.2 Produit scalaire.

On se place toujours dans un repére orthonormal.

11.2.1 Deéfinition.

. — — . 2 / / /
Soient @ et ' deux vecteurs de I’espace respectivement de coordonnées (x,y, z) et (z',y’, 2")

Le produit scalaire des vecteurs @ et ¥ est le réel :

@.7=zxx' +yy + 22’

Remarques :

-

12 -

o |l =u.u

e Définition similaire pour le produit scalaire de deux vecteurs du plan : @.7 = za’ + yy'
D’autres moyens de calculer le produit scalaire de deux vecteurs.

avec les normes :

1
o= o (lE+ a1 = |l - l1a?)

AB -AC =

S

(AB2 +AC? — BCQ)

N | =

avec le cosinus :

Soient 4 et ¥ sont non nuls,
-7 = || - |13]] cos(, 7)

Soient A, B et C tels que A # B et A # C,
AB -AC = AB . AC cos(B/—\AC’)

avec le projeté orthogonal :

Soient A, B et C tels que A # B,
on note H est le projeté orthogonal de C sur (AB),
si AB et/ﬁ—? ont le méme sens AB /@ = AB x AH
sinon ﬁ/ﬁ: — AB x AH

Avec la notion de valeur algébrique : N
AB -AC = AB x AH

Orthogonalité.

‘ Deux vecteurs @ et ¥ sont orthogonaux si, et seulement si, 4 -9 =0

—
Deux droites (AB) et (DC) sont orthogonales si, et seulement si, AB AC =o0.

11.2.2 Propriétés.

Propositions :

OVieE, ©€-0=0-@=0
@V(i,0) e E*, @ -0=7-1

® V(a, B) € R?, V(i i, 7) € E®,

@ V(a,B) e R?, V(i 01, 10) € E®,
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Pour @ et @ on parle de bilinéarité du produit scalaire.

Propositions :

®
@ ||d|* =d.a (aussi noté @ %)
® (Z+9)° =||a|>+2a 7+|7
@ (i—0)"=|dl|*—2a- v+ |7
®

(i + o) - (@ — 7) = ||a]|* — ||7]]?

11.3 Droites et cercles du plan.

On note Z le plan (un ensemble de points) et P I'ensemble des vecteurs du plan.

On munit le plan d’un repére orthonormal (O;7%,7)

11.3.1 Vecteur directeur, représentation paramétrique d’une droite.
Soient A un point du plan et ¥ un vecteur non nul du plan.

La droite D passant par A et dirigée par @ (vecteur directeur) est ’ensemble : (noté D(A, @) )

{Meﬂ‘ ateR,M:m}

[
4

i N
/EIteR, AM = ti
//A

’

Soient A (;A) et @ (Z) un vecteur non nul de P
A

r=xa+ta

x
M D(A,4) < dt € R, {
(y)e (A, 1) € U= yatth

{x:xA—i—at
y=ya+bt

Remarques : Soient A et B deux points du plan et i, ¥ deux vecteurs non nuls.
e D(A,u) et D(B, V) sont paralléles si, et seulement si, @ et ¥ sont colinéaires.

e D(A,u) et D(B,¥) sont perpendiculaires si, et seulement si, @ et ¥ sont orthogonaux.

11.3.2 Equation cartésienne d’une droite, vecteur normal.

Définition :

(teR) est une représentation paramétrique de la droite de D(A, @)

Soit ® une droite passant par le point A,

Dire que 71 est une vecteur normal de ® signifie que M € ® <~— AM .7 =0

e
o
=|
3
Il
o

a) est un vecteur normal & D alors il existe c tel que D : ax + by = ¢

Si le vecteur 77 = (b

D:ax+by =c signifie que D:{M(Z)ng‘ ax+by:c}
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L’équation : ax + by = ¢ est appelée équation cartésienne de la droite D.

Remarques : Soient D de vecteur normal 77 et D’ de vecteur normal 7',
o D et D’ sont paralléles si, et seulement si, 7 et 7’ sont colinéaires.

! . . . . — —/
e D et D' sont perpendiculaires si, et seulement si, 7 et 7 sont orthogonaux.

Proposition :

@ Le vecteur 71 (Z) est un vecteur normal de la droite D d’équation cartésienne ax + by = c¢

_(—b . . . . L
@ Le vecteur u ( a ) est un vecteur directeur de la droite D d’équation cartésienne ax + by = ¢

Remarques : Soient D:ax +by=c et D :dz+by=c,
o D et D' sont paralléles si, et seulement si, ab’ — a’b =0

e D et D’ sont perpendiculaires si, et seulement si, aa’ + bb’ = 0

11.3.3 Equation cartésienne d’un cercle du plan.
Soient € <§Q> un point et R € R’}, on note ¢ le cercle de centre Q et de rayon R.
Q

Les points de & sont caractérisés par ’équivalence suivante :

M(Zj)e‘f — (x—xg)2+(y—yg)2=R2

11.3.4 Représentation paramétrique d’un cercle du plan.
Soient 2 (;Q) un point et R € R’}, on note € le cercle de centre Q et de rayon R.
Q

Les points de € sont caractérisés par ’équivalence suivante :

T = zq + Rcos(t)

T
M(y) €¥¢ < 3te|0;2n], { Y = ya + Rsin(t)

11.4 Droites et plans de ’espace.

On note & l'espace (un ensemble de points) et FE Pensemble des vecteurs de I’espace.

On munit 'espace d’un repére orthonormal (O;7; 7} k)

11.4.1 Vecteur directeur, représentation paramétrique d’une droite.

Soient A un point de ’espace et @ un vecteur non nul de I’espace.

La droite D passant par A et dirigée par @ (vecteur directeur) est ’ensemble : (noté D(A, @) )

{MES‘ HteR,mztﬁ}

TA a
Soient A ya | et @[ b | un vecteur non nul.
zA c
T T=xa+ta
M|y ]| DAL — FHeER, Yy=ya+tb
z z=2za+ tc
r=xa+tat
y=1ya+0bt (t e R) est une représentation paramétrique de la droite D(A, )

z=2za+ct

Remarques : Soient A et B deux points de 'espace et i, ¥ deux vecteurs non nuls.
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e D(A, i) et D(B, V) sont paralléles si, et seulement si, @ et ¥ sont colinéaires.

e D(A,u) et D(B, V) sont orthogonales si, et seulement si, @ et ¥ sont orthogonaux.

e Attention :
Deux droites de I’espace sont perpendiculaires si, et seulement si, elles sont orthogonales et sécantes.

11.4.2 Base d’un plan, représentation paramétrique d’un plan.

Soient A un point, @ et ¥ deux vecteurs non colinéaires de ’espace.

Le plan passant par A et dirigée par (@, 7) (base du plan) est ’ensemble :
{M ce ) 3(t,') € R2, AM = tii+t'7 }

i

On notera II(A, @, ¥) ce plan.

v

M
Plan IT
/
TA a a
Soient A | ya un point de 'espace, @[ b | et ¥ b' | deux vecteurs non colinéaires.
/
ZA

Les points du plan II(A, @, ¥) sont caractérisés par ’équivalence :

x xzxA—&—ta—i—t'a'
M|y | el(A a,7) < 3(tt)eR? y=uya+th+t't
z z:zA+tc+t'c'

r=xa+ta+t'a
y=1ya+tb+t'd ((t,t) e R?) est une représentation parameétrique du plan II(A, @, 7).

z:zA—l—tc—i—t'c'

11.4.3 Vecteur normal et équation cartésienne d’un plan.

Soit B un plan passant par le point A,
Dire que 71 est une vecteur normal de P signifie que M € P <— AM .t =0

Sy

Plan B

Remarques :
e Les vecteurs normaux d’un plan de I’espace sont non nuls.

e Les vecteurs normaux d’un plan II(A, @, ¥) sont les vecteurs 7 non nuls vérifiant : 7.4 = 0 et 7.0 = 0.
(1l suffit d’étre orthogonal & deux vecteurs non colinéaires pour l'étre a tous les vecteurs du plan).

a
e SiP:ax+by+cx=d alors le vecteur 77 | b | est un vecteur normal a 3.
c
a
e Sile vecteur @ | b | est un vecteur normal & B alors il existe d tel que B : ax + by + cx = d
c

L’équation : ax + by + cz = d est appelée équation cartésienne du plan P.
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Soient deux plans P:ax +by+cz=d et P :dz+by+cz=d

/

a a
! N . . — —/ / s
e P et P’ sont paralléles si, et seulement si, 7| b | et ©# | b | sont colinéaires.
/
c c
/
a a
/ . . . PN 7 /
e P et P’ sont perpendiculaires si, et seulement si, 7 [ b et 7 | b | sont orthogonaux.

/
C

o P et P’ sont perpendiculaires si, et seulement si, aa’ 4+ bb’ + c¢’ = 0.
Soient un plan P de vecteurs normal 7 et & une droite de vecteur directeur .

e 9 et P sont paralléles si, et seulement si, ¥ et 7 sont orthogonaux.

e 7 et P sont perpendiculaires si, et seulement si, ¥ et 7 sont colinéaires.
11.4.4 Systéme d’équations cartésiennes définissant une droite.
Toute droite de ’espace peut s’exprimer comme l’'intersection de deux plans sécants.

On obtient alors une caractérisation des points M (x,y, z) d’une droite par un systéme d’équations linéaires.

{ ar + by +cz =d
dr+by+cdz=d

Remarques :
a a
N P . . / / 2 .
e Pour que ce systéme caractérise les points d’une droite, les vecteurs 7 [ b et 7 [ b | sont nécessairement

non colinéaires.

a
e Un vecteur non nul % est un vecteur directeur de A si, et seulement si, @ L#A| b | et @ L7
c
11.4.5 Positions relatives de trois plans.

amrt+bhyt+cz=d P
Onnote: X a2 +boy+coz=ds P2 et S=PiNP2NPs
azx+bsy+czz=ds Ps

1. Trois plans paralléles. (S est vide ou S est un plan).
2. Exactement deux plans paralléles. (S est vide ou S est une droite )

3. Aucun couple de plans paralléles. (S est vide, une droite ou S est un point).
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11.5 Projection orthogonale

~
*
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Fonctions réelles de deux variables réelles.

Plan du chapitre

12.1  Surface représentative. . . . . . . .. L 159
12.2  Courbes (lignes) de niveaux. . . . . . . . . . . ... 159
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L’espace est muni d’un repére orthonormal (O, 7, 7, E)
Soient a, b, cet d tels que —co<a<b< 400 et —co<c<d< +0.
Dans ce chapitre f désigne une application de P =|a, b[X]c,d[ dans R. (P est un pavé ouvert du plan ]Rz).

f P — R
(z,y) — f(z,y)

12.1 Surface représentative.

La représentation graphique de f dans un repére de ’espace est une surface, c’est ’ensemble :

Sf:{M(:L’,y,Z) Egl Z:f(mvy)}

12.2 Courbes (lignes) de niveaux.

On appelle courbes (ou lignes) de niveau de la surface S:z = f(x,y) les ensembles de la forme :

{M(z,y) € P| f(x,y) =c} ol ¢ est une constante réelle
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Courbes de niveaux (en métres) : 1400 1500 1600 1900 2000 2100 2200 2400 2500 2600 2700 2800
Sommets (en métres) : 2240
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12.3 Dérivées partielles du premier ordre.

Définitions :

Soit (zo,y0) € P .

e Dire que [ est dérivable par rapport & = en (zo, yo),
signifie que la fonction partielle x — f(x,yo) est dérivable en zo,
f(@o + h,y0) — f(xo,y0)

ou encore Y admet une limite finie quand h tend vers 0;
on note alors : ——(x ) = lim f(@o + o) = f(@o,40)
BT PR e e h

e Dire que f est dérivable par rapport a y en (xo,yo),
signifie que la fonction partielle y — f(zo,y) est dérivable en yo,

o, Yo + h) — f(xo, .. .
ou encore /(@o, yo )~ f(@o,0) admet une limite finie quand h tend vers 0;

h
. f(ﬁo,yo-i—h)—f(wo,yo)
on note alors : ——(xo,yo) = lim
Oy h—0 h

Remarques :

e Pour déterminer a—f(az, y), on dérive x — f(z,y) en considérant que y est une constante.
z

0
e Pour déterminer a—f(a:, y), on dérive y — f(x,y) en considérant que x est une constante.
Y

0 0
e On définit ici des fonctions de R dans R: 20 P —» R « Y p R
ox dy
of of
(z,y) — S=(z,9) (z,9) — S-(z,9)
ox oy
Proposition.
Soit f admettant des dérivées partielles sur P :
0
08 V)P D ay)=0 alors FpdedoR: V)€ P [(y) = o)
z

®Si V(r,y) €P, ?(x, y)=0 alors 3Jy:a,b—=R: V(z,y) € P, flz,y)=¢(x)
Y

12.4 Fonctions de classe C*.

Définition.

Dire que f est de classe C* sur P signifie que :
@ f admet en tout point des dérivées partielles d’ordre 1 en tout point de P et
@ ses dérivées partielles sont continues sur P.
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12.5 Développement limité d’ordre 1

Théoréme

Si f une fonction de classe C' sur P alors
Pour chaque (zo,y0) € P fixé, il existe une fonction ¢ telle que pour tout (z,y) € P :

of 0

f(z,y) = f(mo,v0) + g(wo,yo) (x — z0) + a—f(xo,yo) (y— o) +de(d)
x y

avec d = ||(x — zo,y — yo)|| et (}lirrés(d) =0

Remarque : [|(z — 20,y — o)l = v/(z = 20)? + (y — o)’

Complément. La différentielle de f en (xo, yo) notée df(s,,y,) est la forme linéaire de R? suivante :

0 1s]
(a,b) — Ff(xo,yo) a+ l(wo,yo) b
7 oy

: of of
on note aussi : df = a—dm + —dy
x

Jy

12.6 Gradient.

Définition :

Soit f une fonction de classe C' sur P,
on appelle gradient de la fonction f en (xo,yo0) le vecteur :

0 1s)
grad(f)(zo,y0) = (&i(wo’yo) ; 8];(360"%))

Remarques.

e On note aussi V(f)(zo,y0) ou ?(f)(xo,yo) le gradient de f en (xo, yo)-

e Le DL peut s’écrire en notant M (z,y) et Mo(zo,yo) :
s

FOM) = f(Mo) + grad (f)(Mo) . MoM + d e(d)

produit scalaire

avec d = MoM et 11(1)116 =0

Le gradient représenté dans le plan (Ozy) :
@ le gradient est un vecteur normal aux courbes de niveaux.

@ le gradient indique la direction de plus grande pente et dans le sens des plus grandes valeurs.
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12.7 Dérivation de t —— f(x(t),y(t)).

Théoréme :

Soient I un intervalle ouvert de R, f: P — R de classe C',
z: I >R et y: I — R deux fonctions dérivables telles que : VvVt € I, (z(t),y(t)) € P.

La fonction t — f(z(t),y(t)) est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction :

£ 2/ (O G (0,000 + 5/ (O G o0, y(0)

v [ G eu0) v [ 0.0

Sig:t—s f(z(t),y(t)) alors ¢'(t) = (;/(t)) ) of - (y,(t)) of
——(z(t),y(t)) ——(x(t),y(t))

dy dy

gradient de f

Interprétation : La variation de f le long d’une trajectoire est donnée par la projection du vecteur tangent sur la direction
du gradient.

12.8 Dérivées partielles de (x,y) — f(u(x,y),v(x,y))

Proposition.

Soient f:R? — R et u,v : R*> = R des fonctions de classe C*. On pose

g(xvy) = f(u(a:,y),v(a:,y)).

Alors :
o ) = S (o)) e )+ 5 ()00 0) (20,
dg of ou of v
aiy(mvy) = %(u(xvy)vv(xvy)) @(mvy) + Ky(u(mvy)vv(mvy)) aiy(mvy)'
@ [(G@w G\ (G
B ) \Gran G ) \ e

12.9 Condition nécessaire pour avoir un extremum local.

Définition.

Dire que f présente un maximum local (resp. minimum local) en (zo, y0) € P
signifie qu’il existe un voisinage ouvert V de (zo,yo) tel que :

V((E,y) € Vv f(xvy) < f(xovyo) ( resp. f(:r,y) = f(wO,yO) )

Proposition :
Soit f une fonction de classe C' sur P et (zo,y0) € P
0
si  f admet un extremum en (zo,y0) alors a—f(acmyo) =0 et a—f(aso7 yo) = 0.
x y

Cette proposition n’est qu’une implication, il existe des contre-exemples & sa Téciproque.
La nullité des dérivées partielles nimplique pas la présence d’un extremum local.
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Définition :

of

g(%,yO) =0

On appelle points critiques de f les couples (zo,y0) de P vérifiant

0
et —f(m(),yo) =0
0y

12.10 Dérivée partielles d’ordre 2, théoréme de Schwarz.

Définition :

Soit f une fonction de classe C' sur P =]a,b[x]c, d|,

0,
Si B_f admet des dérivées partielles sur P on note
z

0,
Si —f admet des dérivées partielles sur P on note
Y

Théoréme de Schwarz :

o*f O*f  O°f o f

S‘ _, _7 N 9
' 8z%’ 0xdy’ Oydx ¢ Oy?

sont continues sur P alors

On note P =|a,b[x]c,d] et f une fonction de P dans R,

O f

o f

dxdy - Oyox




Chapitre 13. Statistique. 164

13

Statistique.

Plan du chapitre

13.1  Statistique univariée. . . . . . . . . L 164
13.1.1 Les résultats d’'une expérience. . . . . . . ... Lo oo 164
13.1.2 Des nombres caractéristiques. . . . . . . ... 165

13.2  Statistique bivariée. . . . . . . . . .. e e 166
13.2.1 Nuage de points. . . . . . . . .. L 166
13.2.2 Covariance et coefficient de corrélation linéaire. . . . . . . . . . ... ... ... ... 167
13.2.3 Droite de régression linéaire . . . . . . . . . . ... Lo L 167

13.1 Statistique univariée.

13.1.1 Les résultats d’une expérience.

Les résultats d’une expérience peuvent étre qualitatives ou quantitatives.

Nous nous intéresserons ici aux résultats numériques. (souvent le résultat d’une mesure).
On note : (z1,x2,...,%,) la liste des données (n-uplets). Chaque z; est un nombre réel.

On commence souvent par rassembler les résultats identiques pour présenter les données sous la forme :

valeurs T1 | To | --- Tp-1 | Tp
effectifs | e1 | ex | --- ep—1 | €p

Les valeurs distinctes sont classées dans 'ordre croissant. 1 < To < +++ < Tp—1 < T
P P
4

L’effectif e; est le nombre de résultats égaux a ;,, n = Z e; est leffectif total.
i=1

Souvent on préfére souvent utiliser les fréquences plutot que les effectifs.

valeurs T1 | T2 | o0 | Tp—1 | Tp
fréquences | f1 | fo | --- fo—1 | fo
€ . ~ -
La fréquence f; = — est la proportion de données dont la valeur est égale ;. Remarque : Z fi=1
n
i=1

On présente aussi les résultats avec les effectifs cumulés.

L’effectif cumulé en un réel x est égal au nombre de données dont la valeur est inférieure ou égale & x.

valeurs T | T2 | o0 | Tp—1 | Tp
effectifs cumulés | c; ) cee Cp—1 Cp

i
pour ¢ compris entre 1 et p, ¢; = E ek
k=1

On utilise aussi les fréquences cumulées :
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valeurs T1 | To | - Tp—1 | Tp

fréquences cumulées | Fy | Fy | --- Foov | Fp

i
pour ¢ compris entre 1 et p, F; = Z fr
k=1

c’est la proportion de données dont la valeur est inférieure ou égale a Z; et Fj, = 1.

13.1.2 Des nombres caractéristiques.

Caractéristiques de position.

Moyenne :

Meédiane : (Définition)

On suppose ici que les données brutes sont triées : 1 < 22 < < Tn-1 < Tn.
si n est impair alors on choisit pour médiane le réel X ni1
2
. . . . " . - 1
si m est pair alors on choisit pour médiane le réel 3 (x% + x%H)

Si on note med(z) la médiane on a :
card{ ¢ | z; < med(z) } = card{ ¢ | X; > med(z) }

Interprétation : La médiane est un réel qui partage la série en deux parties de méme effectifs. (Il n’y a pas unicité de ce
parametre)

Si on change la numérotation comme avec Python : 2o < 21 < ++- < Tpn—2 < Tn_1

si n est impair alors on choisit pour médiane le réel xn-—1
2

2

1
si m est pair alors on choisit pour médiane le réel 3 (xn_l + 3:%)

Premier et troisiéme quartiles. (notées Q1 et Qs3)

Le premier quartile est 'unique valeur x; ou ¢ est I'unique ¢ de [1, p] vérifiant :

i—1 2

n n
E er < Z E er = Z
k=1 k=1

Le troisiéme quartile est I'unique valeur z; ol ¢ est 'unique 4 de [1,p] vérifiant :

i—1

Z€k<% ;t%}%n

k=1

Interprétation : Les quartiles partagent en 4 parts approrimativement égales.

Premier et neuviéme déciles (notées D1 et Dg) :

Le premier décile est 'unique valeur z; ou ¢ est 'unique ¢ de [1, p] vérifiant :
i—1 n i n
> <5 > ex> 15
k=1 k=1

Le neuviéme décile est 'unique valeur x; ou i est I'unique 4 de [1,p] vérifiant :

= 9In ‘ In
D<o D_ex> g
k=1 k=1
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Interprétation : Les déciles partagent en 10 parts approximativement égales.

Remarques :
e [’ensemble de ses valeurs se présente souvent sous la forme d’'un boxplot ou encore une boite & moustaches.

e On rencontre une autre définition des fractiles : les quartiles sont alors les quatre intervalles séparant la population en
quatre (Voir sujet 0 de Biologie).

Modes ou valeurs modales :

L’ensemble des valeurs des valeurs modales :

{#] 1<i<p et ei:lrgliié(p(ek)}

Interprétation :
e (C’est un #; correspondant a la plus grande valeur des e;. (Il n’y a pas unicité de ce parametre).

e (C’est une valeur qui apparait le plus souvent.

Caractéristiques de dispersion.

L’écart-type est donné par chacune des formules :

Remarques :
e On a toujours o, > 0.
e Siles x; ont une unité alors o, a la méme unité.

e o0,=0 si etseulement si, (x1,...,2n) € vect < (1,...,1) >

On appelle variance (empirique) le carré de I’écart-type :

n

0’2 = % Z(mk — 5)2 = ka(ik —5)2 = pl (Z ek(fk —x)Q)
k=1 k=1

k=1

Remarque :

Dans la suite du cours nous allons définir une variable aléatoire que ’on appellera aussi variance empirique.

13.2 Statistique bivariée.
13.2.1 Nuage de points.
Au cours d’une expérience on recueille des valeurs de deux caractéres :

T1, T2, ..., Tn et Y1, Y2, - -, Yn

Lorsqu’on étudie la relation éventuelle entre les deux caractéres on commence par représenter tous les points de coordonnées
(zi,y:). On obtient alors un nuage de points.

On place le point moyen du nuage : le point de coordonnées (T, 7).

On peut organiser ces données dans le tableau suivant :

valeurs du premier caractére | T1 | T2 | -+ | Tp—1 | Tp
valeurs du deuxiéme caractére | 41 | ¥2 | -+ | Up—1 | Up
effectifs | e1 | e2 | -+ | ep—1 | €p

Remarque: n= g ek
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13.2.2 Covariance et coefficient de corrélation linéaire.

Définition :

On appelle covariance des séries x et y le réel :

n P

1 _ _ 1 N N _
cov(z,y) = - ;(xk —Z)(yx — ) ou encore cov(z,y) = - ;ek(xk —Z) (9 — 7)
Proposition :
cov(x)—li *7—li~~ Ty
YY) = n Tk Yk Ty = n €k Tk Yk ry
k=1 k=1
Démonstration :
1 n
covz,y) =~ (xx—T)(yr —7)
k=1
1 <& o _
= = (xkyk — Tk — Tk + TY)
=
= k Yk ny Tk nl' Yk Ty
k=1 k=1 k=1
1 (<& S
= - TeYk | —TY—TY+TY
™ \=1
Définition

On appelle coefficient de corrélation (linéaire) le nombre :

cov(z,y)
Tgy = ——— 22
i Og Oy

Remarques :
e Ce coefficient est sans unité.
e Savoir calculer cette valeur avec votre calculatrice, un tableur et en faisant une fonction Python.

Propositions :

@ —1<ryy<1

@ ryy=1ou—1 si, et seulement si, les points My, Ma, ..., M, sont alignés.

13.2.3 Droite de régression linéaire

Définition :

La droite de régression linéaire de y en « est la droite d’équation y = ax + b ou :

a= 7(30‘/(? v) et b=9y—aT
U$

Démonstration : (Voir Anneze C)
Savoir faire : calculer a et b avec une calculatrice, un tableur et en faisant une fonction Python.

En donnant cette droite on dit que réalise un ajustement affine selon la méthode des moindres carrés.

e (Il existe une deuzieme droite de régression linéaire : )

On définit la droite de régression linéaire de « en y qui est la droite d’équation x = ay + 8 ol :

_cov(z,y)

2
Ty

et B=T—ay

e Ces deux droites de régression passent par le point milieu.
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Suites usuelles.
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A.1 Suites arithmétiques.

Définition :

Soient (4 )nen une suite de nombres complexes et r un nombre complexe,

dire que (un) est arithmétique de raison r signifie que: Vn € N, upy1 =un +7

Proposition : (Formule explicite)

Soient (4 )nen un suite de nombres complexes et r un nombre complexe,

(un) est une suite arithmétique de raison r, si, et seulement si, Vn € N, u, =uo + nr

Somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique :

Soient (4 )nen une suite, r un nombre complexe et p un entier.

n
Up + U
Si (un)nen est une suite arithmétique de raison r, alors Vn € [p;+oof , Zuk =mn-p+1) 2—=
k=p 2
n
U U
Zuk: (n—p+1) x %
k=p bre de t N
nompbre de termes Moyenne arithmétique du ler et du dernier terme

A.2 Suites géométriques.
Définition :
Soient (un)nen un suite de nombres complexes et ¢ un nombre complexe,

dire que (ur) est géométrique de raison ¢ signifie que : Vn € N,  unt1 = qun
Proposition : (Formule explicite)
Soient (un)nen un suite de nombres complexes et ¢ un nombre complexe,

(un)nen est une suite géométrique de raison ¢ si, et seulement si, Yn € N, w, = ug q"
Sommes.
Soient (un)nen un suite de nombres complexes, ¢ un nombre complexe tel que g # 1 et p un entier naturel,
n 1— qn—p+1
Si (un)nen est une suite géométrique de raison g , alors Vn € [p; +ool, Z Up = upli
—q
k=p
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nombre de termes

n—p+1

~— 1—gq

premier terme

iuk = Up liq
k=p

n
Remarque : lorsque g = 1 la suite est constante et alors Z up=Mn—p+1)up
k=p

A.3 Suites arithmético-géométriques.

Définition :

Soit (un) une suite de nombres complexes,

dire que (un) est une suite arithmético-géométrique signifie que :

il existe deux complexes a et baveca #1 et Vn €N, upt1 =au,+b

Meéthode pratique :
® On cherche le point fixe : l=al+b = .. {= ..

@ On montre que (u, — £) est géométrique de raison a  (une ligne suffit).

® On exprime u,, — £ en fonction de n.

@ On conclut : an eN, up=(up—¥0)a"+ Zl

A.4 Récurrence linéaire d’ordre 2.

Définition :

Soit (urn) une suite de nombres réels,
dire que (un) suit une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 a coefficients constants signifie qu’il existe deux réels
a et b (fixés) tels que

Yn €N, Upt2 =aunt1+bun (*)

Remarque : Un telle suite est entiérement définie par la donnée de ses deux premiers termes.

Définition :

Si (un) vérifie Vn € N, Uny2 = atnt1 +bu, alors

I’équation : 2 =az +b est appelée équation caractéristique de cette relation de récurrence.

Théoréme :

Soient a et b deux nombres réels avec b # 0 et (uy) la suite vérifiant :
u €ER, u1 €R, VneN, upyo=aunt1 +bun

Cas 1 : Si 2 = az + b posséde deux solutions réelles distinctes ¢; et ¢a,

alors il existe (a, 8) € R? tel que :

VneN, u,=aq+8¢

Cas 2:Sia’=az+b posséde une unique solution réelle qo, alors il existe (o, 8) € R? tel que :

Vn € N, up =aqy +Bnqy
Cas3:Siz°=az+b posséde deux racines complexes conjugués q = re” et q= refw,

alors il existe (o, 8) € R? tel que :

Vn €N, wu,=ar”cos(nf)+ Br" sin(nh)

En pratique :

® « On reconnailt une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants »
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@ On donne 'équation caractéristique.

® On résout ’équation caractéristique et on précise dans quel cas on se trouve.

@ On donne l'expression de u, en fonction de n avec « et  a déterminer.

® On détermine le systéme linéaire en « et 5 avec les premiéres valeurs et on le résout.
® On conclut en donnant ’expression de u, en fonction de n.
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Suites u, 11 = flup).

B.1 Intervalle stable.

Définition :

Soient I un intervalle de R et f une fonction définie sur I.
Dire que "I est stable par f" signifie que f(I) CI ( autrement dit : Vx € I, f(z) € I)

Remarque :
pour montrer que I est stable par f le plus simple est de construire le tableau de variations de f sur 1.

@ Cela permet de justifier qu’une telle suite est bien définie.

Proposition :
Si { acl alors on peut définir une suite (u,) par : { vo—a
I est stable par f P WP YneN, wnpr = fun)

Démonstration (a savoir faire) :
acl
I est stable par f
Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N, (un, est bien défini et u, € I).

On suppose : {

e Pour n =0, on a up qui est bien défini et vaut a et on a bien ugp € I.
e Soit n € N tel que u,, est bien défini et wu, € I
on sait que u, € I, donc on peut définir u,+1 par la relation un+1 = f(un)

et comme [ est stable par f ona: wupy1 €1,

En conclusion : Pour tout n € N, u,, est bien défini.

(Autrement dit : La suite (un) est bien définie)
0 Cela permet de démontrer que toutes les valeurs de (u.) sont dans I.

Proposition :

ug € 1

VR EN, i = f(un) alors VneN wu,el

Si I est stable par f et si: {

Démonstration (a savoir faire) :

up € 1
VneN, unt1 = f(un)
Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N,  wu, € I.

On suppose : [ est stable par f et : {

e Pour n =0, on a bien up € I.
e Soit n € N tel que u, € 1
on sait que u, € I, comme I est stable par f on a: upy1 = f(un) € I,

En conclusion :  Pour tout n € N,  wu, €1
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B.2 Que dire des limites possibles de (u;) ?

Remarque.

Soit (un) une suite réelle quelconque.

Si VneN, u, €[a,b] etsi (up) converge vers un réel £ alors £ € [a,b]

En effet : Ona: VneN, a<u,<b et (u,)converge vers{,

donc en passant a la limite (inégalités larges) on obtient : a < €< b

Théoréme du point fixe. (complément)

Soit f une fonction et (u,) une suite bien définie, telles que : Vn € N,  upt1 = f(un).

Si (un) converge vers un réel £ et si lirr}z flx) = f(£) alors f(¢)=1¢
T—r
~—_—

f continue en £

Démonstration : ( a savoir refaire )

On suppose que :  Vn € N, upy1 = f(un), (un) converge vers un réel £ et limZ flx)=f()
—
—— —

f continue en ¢
On a d’une part :  lim w, ={et lim f(z) = f(¢) donc lim f(un) = f(£),
n—-+oo z—L n—-+oo
d’autre part : lim wu, =¢ donc lim wun41 =4
n—-+oo n—-+oo

et comme : Vn € N, uny1 = f(un), on obtient en passant a la limite : f(£) = ¢

Remarques :
- Les limites possibles de la suite (u,) sont les points fixes de f.

- Les points fixes sont les abscisses des points d’intersection de Cf et de A.

B.3 Comment étudier la monotonie de (u,) ?

On commence par faire une conjecture & partir de la représentation graphique et/ou des premiers termes.
O En utilisant le signe de f(z) — x.
Pour déterminer ce signe on étudie la fonction z — f(z) — x.

Proposition.

. [ VYxel, f(x)—xz>0
@ 5i {VnEN, up €1

. [ VYxel, f(x)—xz<0
@si {VneN, un € 1

alors la suite (un) est croissante.

alors la suite (u,) est décroissante.

Démonstration : ( a savoir refaire )

Veel, f(zx)—xz=0

@® Supposons { VneN, unel

et montrons que la suite (uy) est croissante.

Pour chaque n € N, on a u, € I et pour tout réel x de I, on a f(x) —z > 0,

on peut en déduire que f(un) —un >0 et ainsi: Vn € N, upi1 —un = 0.

(un) est croissante.
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@ (Démonstration identique).
® Par un raisonnement par récurrence.

Proposition. (Hors programme, mais & connaitre)

Soit D une partie non vide de R, f une fonction définie sur D et (u,) une suite vérifiant :
VneN, u, €D et VneN, unt1 = f(un)

@ si f est croissante sur D alors (uy) est monotone.

@ si f est décroissante sur D alors (u2n) et (uzn+1) sont monotones, de sens de variations opposés.

Démonstration : ( a savoir refaire )
@ Supposons [ est croissante sur D et que up < w1 et montrons que la suite (u,) est croissante.
Montrons par récurrence sur n que pour tout n, un < Unp+1.
e Pour n = 0, on a supposé que ug < U1,
e Soit n € N tel que un < Un+1,

f est croissante sur D

1 C Plun) < flun
Un €D et unss €D on en déduit que : f(un) < f(unt1)

on sait de plus que {
et ainsi :  Unt1 < Unt2  (ce qui achéve la récurrence)

Pour tout n € N,  un < Uunt1.  ((un) est croissante)

Supposons f est croissante sur D et que uo > w1 et montrons que la suite (u,) est décroissante.
Montrons par récurrence sur n que pour tout n, Un = Unt1.

e Pour n = 0, on a supposé que up = u1,

e Soit n € N tel que un = Un+1,

f est croissante sur D

é i : n 2 n
wn €D et tni1 €D on en déduit que : f(un) = f(unt1)

on sait de plus que {
et ainsi :  Unq1 = unt2  (ce qui achéve la récurrence)

Pour tout n € N,  un = unt1.  ((un) est décroissante)

En conclusion : On a bien montré que lorsque f est croissante alors la suite est monotone.
(Elle est croissante ou décroissante)
Attention : On peut avoir f croissante et (u,) décroissante. Vous devez pouvoir donner rapidement des exemples.

@ Supposons f est décroissante sur D et montrons que la suite (u2,) est monotone.

En notant (v,) la suite (u2,), on remarque que : Vn € N, v,11 = fo f(vy).
or f est décroissante sur D donc f o f est croissante sur D.

On peut appliquer la proposition @ a la suite (v, ) et ainsi : (v,) est monotone.
(u2n) est monotone.

Montrons maintenant que (u2n+1) est monotone, et de monotonie opposée de celle de (u2x)
On a pour tout n € N, wuznt+1 = f(u2n)

et comme f est décroissante :
si (u2n) est croissante alors (u2n+1) est décroissante

si (u2n) est décroissante alors (u2n+1) est croissante

U2n+1) €st monotone, et de monotonie opposée de celle de (uan,
+
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B.4 Des représentations graphiques.

Dans ce contexte on a le choir entre deux représentations usuelles :

@ On trace les segments (un, Un+1) — (Un+1,Unt1) €6 (Unt1,Unt1) — (Unt1, Unt2)

Exemple 1

Exemple 2

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 -1 2
Exemple 3 Exemple 4
2 T
2.0 ¥ e
2 2
/ /
/ %
154 R 1 \ AZ 1
s vl
/ %
1.0 ‘ 0
7 g
4
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-05 00 05 10 15 20 -3 -2 -1 0 1 2

8 On trace les points de coordonnées (n,u,).
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Fonctions usuelles

Plan du chapitre
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C.1 Polyndémes du second degré.

f est un polynome du second degré signifie qu’il existe des réels a, b, c avec a # 0 tels que :

VreR, f(z)=az’+bz+c

La représentation de ces fonctions est appelée parabole.

e Le signe de a donne 'allure de la parabole.
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e Lorsque le polynome n’a pas de racines réelles.

o
z

C.2 Fonction € — x" . n € 7*

e n strictement positif.
La fonction f : x — z™ est définie et continue sur R.

Elle est dérivable sur R et Vz € R, f'(z) =na"""
La fonction est paire quand 'entier n est pair, la fonction est impaire quand ’entier n est impair.

Cr Y

n pair n impair (n > 1)

e n strictement négatif.
La fonction f : x — 2" est définie et continue sur R*.

Elle est dérivable sur R* et Vz € R*, f'(z)=na"""
La fonction est paire quand l'entier n est pair, la fonction est impaire quand ’entier n est impair.
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n pair n impair

C.3 Fonction valeur absolue.

Y
Cy
O T
La fonction R — R est continue sur R.
Elle est paire.
Elle n’est pas dérivable en 0.
Elle est dérivable sur R*.
C.4 Fonction racine carrée.
La fonction Ry — R est définie et continue sur R..

r — x

Elle n’est pas dérivable en 0, sa courbe au point d’abscisse 0 posséde une tangente verticale.

Elle est dérivable sur RY. et Va >0, f'(z)=—~.
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Sy

Q
=
)

C.5 Exponentielle.

Définition : la fonction exponentielle est la seule fonction f dérivable sur R et vérifiant :

it

Remarque : La tangente au point de coordonnées (1, ) passe par Uorigine. (Démonstration faite en classe)
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Cette fonction est & valeurs strictement positives :
VreR, e >0
Cette fonction est continue sur R.
Les limites aux bornes de ’ensemble de définition sont :
xErPOO e" =0 et xBToo e’ = +oo

Elle est dérivable sur R et Vz € R, exp'(z) = exp(z)

e Propriétés algébriques :

Pour tout réel a et b :

e 1
=1 elaHY) = ¢ x b ele™® = — e =— Vn € Z,

e Nombre dérivé en 0

et -1
lim =1
z—0 €T
e Croissances comparées en oo : (o € R})
x x
. € . € . a_—x
lim — =+ lim — =+o0 lim z% " =0
r—+o0 r—+4o00 r—r+oo

Cette fonction est strictement croissante sur R.

¢ Equations :
Y(a,b) eR?, " =€’ = a=0b

e Inéquations :
Y(a,b) € R?, e <e® < a<b, e"<e’ < a<hb

C.6 Logarithme népérien.

(ea)n — ena

Définition : Pour un réel strictement positif x, on appelle logarithme népérien de z, noté In(z), 'unique réel ¢ vérifiant :

exp(t) = x.

=
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La fonction z — In(x) est définie et continue sur RY .

Les limites aux bornes de ’ensemble de définition sont :  lim In(z) = —co0 et  lim In(z) = +oo
x—0 r—+400

La fonction In est dérivable sur R} et Vo € R}, In'(z) = —

x
Propriétés algébriques :
Pour a et b deux réels strictement positifs,
a
In(1) =0 In(ab) = In(a) + In(b) In (b) = 1In(a) — In(d)

In (1) = —In(a) In(va) = %ln(a) Vn€Z, In(a")=nln(a)

e Primitive : -
Vr e Ry, In(z)= / n dt
1

1
C’est I'unique primitive de z — — sur R, s’annulant en 1.

T

e Nombre dérivé en 1 :
) Inz . In(14h)
lim =1 ou encore lim ——= =1
z—1 g — 1 h—0 h

e Croissance comparée en 0
lim zln(z) =0

z—0
e Croissances comparées en +oo (n € N¥)

1 1
lim n() =0 lim n()
T —+o00 xT r—+oco

Cette fonction est strictement croissante sur R’} .

e Equations :
V(a,b) e R}?, In(a) =In(b) < a=0b

e Inéquations :

V(a,b) € R}, In(a) < In(b) <= a<, In(a) <In(b) <= a<b
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C.7 Lien entre exp et In.

Y
A:y==x
Cln
A
Cexp 7
o v J

Pour tout z € R4 et y € R,
y=In(z) < z=¢Y

Pour tout = € R}, le réel In(z) est par définition 'unique antécédent de = par exp donc :
vz € RY, exp (In(z)) = =
Pour tout z € R, le réel In(exp(x)) est par définition 'unique antécédent de exp(z) par exp donc :

Vz € R, In (exp(x)) ==

C.8 Logarithme décimal.

Définition : Pour un réel strictement positif z, on appelle logarithme décimal de x, noté log(x), 'unique réel ¢ vérifiant :
10" = z.

Il est simple de montrer :
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log

La fonction x — log(z) est définie et continue sur RY.
Les limites aux bornes de I’ensemble de définition sont :

lim log(z) = —c0 et zkrfoo log(z) = 400

. s . * * / 1 1

La fonction log est dérivable sur R} et Vz € R}, log' (z) = X —
In(10) =z
Propriétés algébriques :
Pour a et b deux réels strictement positifs,
log(1) =0 log(ab) = log(a) + log(b) log (Z) = log(a) — log(b)
1
log(va) = 3 log(a) Vn € Z, log(a™) =nlog(a)
e Puissance de 10.
n 1
log(10) =1 log(10™) =n log (10") =-n

Cette fonction est strictement croissante sur R’} .

e Equations :
V(a,b) e R}, log(a) =log(h) <= a=5b

e Inéquations :

V(a,b) € RY?, log(a) < log(b) <= a<b, log(a) < log(b) <= a

N
o>

Lien avec la fonction & — 10% :

Vr € R, Vy €]0;00[, y=10" <= z =log(y)

C.9 Fonctions cosinus et sinus.

Fonction sinus.
La fonction sinus est définie et continue sur R. Elle est impaire et 2w périodique.

Elle est dérivable sur R et Vz € R, sin’(z) = cos(z).
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=y
SE
3

N

=

Fonction cosinus.
La fonction cosinus est définie et continue sur R. Elle est paire et 27 périodique.

Elle est dérivable sur R et Vz € R, cos’(z) = —sin(z).

=y
vl

Ceos

C.10 Fonction tangente.

T
La fonction tangente est définie sur : Dian = R\ {2 +km | ke Z} par :

tan(z) = sin(z)
cos(zx)
Cette fonction est continue sur Dian.
Limites :
lim tan(z) = —oo lim tan(z) = +o0
T—=—5 TG
>
P ! 2 ’ 1
Elle est dérivable sur Dian et V& € Dian, tan'(z) =tan”(z)+1 ou tan (x) = 2( )
cos” (x

Elle impaire et m-périodique.
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Y

S
Do

tan

C.11 Fonction partie entiére.

Définition :

Soit x un réel, il existe un et un seul entier relatif n vérifiant : n <x <n-+1
cet entier s’appelle la partie entiére de = et se note ||

Autrement dit : "La partie entiére d’un réel x est le plus grand entier inférieur ou égal & z".

Propriétés :

O Pour tout z € R,
lz] <z < |z]+1 et r—1<|z]<z
® Pour tout z € R,
le+1] =|z]+1 et Vne€Z, |z+n]=|z]+n

® La fonction z — |z | est croissante sur R.
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padt

x —> |z] est définie sur R
x —> |x] est continue sur R\ Z et n’est pas continue sur Z.

x — |x] est constante sur tout intervalle inclus dans R \ Z.
Cl2 zr+—— % ou acR\Z

La fonction & — z est définie et continue sur R .
Elle est dérivable sur R} et sa dérivée est : z —> az® ! (Cela se démontre facilement)
Sur la représentation suivante on peut distinguer les allures des courbes dans les trois cas suivants :

a<0 0<a<l 1< a

(4.5) c

X=X

X=X

(0.6)
X=X

C (02

XPX

X=X
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C.13 x> a®(a un réel strictement positif)

La fonction  — a” est définie et continue sur R. Elle est dérivable sur R et sa dérivée est :  — In(a) a”

e Pour 0 < a < 1, la fonction est strictement décroissante sur R et lim a® = +oo et lim a“ =0
T——00 T —+00

N~

e Pour 1 < a, la fonction est strictement croissante sur R et lim a” =0 et lim a” = 400
T——00 x—+00

C.14 Fonction racine n-iéme.

Premier cas : n € N* et n pair.

Définition : On appelle racine n-iéme la réciproque de 'application Ry — Ry
z — "

La fonction f :x — /x est définie et continue sur [0; 4+o0].

Elle n’est pas dérivable en 0. Sa courbe posséde au point d’abscisse 0 une tangente verticale.

VT
Elle est dérivable sur ]0; +oo[ et Vo >0, f'(z) = i
n
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Deuxiéme cas : n € N et n impair.

Définition : On appelle racine n-iéme la réciproque de l'application R — R .
z — "
La fonction f : x — /x est définie et continue sur R. Elle est impaire.
Elle n’est pas dérivable en 0. Sa courbe posséde au point d’abscisse 0 une tangente verticale.

n

Elle est dérivable sur R* et Vo #0, f'(z) = VT
ne
v
"""""" e
C.15 Fonction arctangente.
Définition : On appelle arctangente la réciproque de ’application ] — g; g { — R
x — tan(z)

Autrement dit :

arctan est la fonction définie sur R et qui associe & tout réel x, 'unique réel 6 € ] — g; g
Propriétés :
T T
o Vz € R, -5 < arctan(z) < 5

e La fonction arctangente est définie et continue sur R.

lim arctan(z) = —— lim arctan(x) =
T——00 2 T—+400

|

e Elle est dérivable et sa dérivée est la fonction R — R
1

T — 5
14z

e Elle est strictement croissante et impaire.

[ vérifiant tan(f) = x
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e Pour z € R, ye]—g;g{, y = arctan(z) <= x = tan(y)

e Pour tout = € R, tan (arctan(z)) =z

e Pour tout z € },g; g [, arctan (tan(z)) = x

'7,‘/""J y=arctan(x)

C.16 Graphes des fonctions associées.

On note Cy la courbe représentative de f.

C.16.1 z+— f(z)+a

La courbe de la fonction  — f(x) + a s’obtient en effectuant une translation verticale de Cy.
Résultat : translation de vecteur (0,a).

Interprétation : on ajoute a a toutes les ordonnées.

C.16.2 z+— f(a+x)

La courbe de la fonction  — f(a + x) s’obtient en effectuant une translation horizontale de C;.
Résultat : translation de vecteur (—a,0).
Interprétation : on remplace chaque abscisse « par x — a sur la courbe.

Point important : un point (zo, f(x0)) de Cy devient le point (zg — a, f(x0)).

C.16.3 z+— f(a—1x)

La courbe de la fonction z — f(a — x) s’obtient en effectuant une symétrie par rapport a la droite A : z = g.

Meéthode :
— on remplace x par —x : symétrie par rapport & l’axe des ordonnées;

— puis on translate de vecteur (a,0).

Résultat direct : symétrie d’axe x = %.
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C.16.4 z+— f(ax)

La courbe de la fonction  — f(az) s’obtient par une transformation horizontale.
Résultat :
— sia >1: compression horizontale;

— si0 < a<1: étirement horizontal.

Interprétation : les abscisses sont divisées par a.

Point important : un point (zo, f(z0)) devient (@,f(xo)).
a

C.16.5 z+—af(x)

La courbe de la fonction  — af(x) s’obtient par une transformation verticale.
Résultat :

— si|a| > 1: étirement vertical;

— si 0 < |a] < 1: compression verticale;

— si a = —1 : symétrie par rapport a ’axe des abscisses.

Interprétation : les ordonnées sont multipliées par a.

C.17 Symétries des courbes représentatives.

C.17.1 Symétrie d’axe A:x =a

La courbe Cy admet la droite A : = a comme axe de symétrie si, et seulement si,

fla+ h) = f(a— h) pour tout h tel que a + h et a — h appartiennent au domaine.

Interprétation : la fonction est paire par rapport a a.

Conséquence graphique : les points (a + h, f(a + h)) et (a — h, f(a — h)) sont symétriques.

C.17.2 Symétrie de centre A(a,b)

La courbe C; admet le point A(a,b) comme centre de symétrie si, et seulement si,
fla+h)+ fla—h)=2b

Interprétation : la fonction est impaire par rapport a a (3 translation verticale pres).
Conséquence graphique : les points (a + h, f(a + h)) et (a — h, f(a — h)) sont symétriques par rapport a A.
Remarque importante : cela équivaut & dire que la fonction

x— f(x) =0

est impaire par rapport a a.
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Fonctions polynomiales.
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D.1 Généralités.

D.1.1 Définitions et notation.

Définition

On appelle fonction polynomiale réelle toute application P de R dans R vérifiant :

il existe un entier n € N et n + 1 réels ag, a1, ...an tels que : Vo € R, P(z) =ao + a1z + -+ anz”

n

Cette application sera notée : x — Z arz® et on note R[z] 'ensemble des fonctions polynomiales réelles.

k=0

D.1.2 Identification des coefficients.

Lemme :

Soient n un entier naturel et n + 1 réels : ag, a1, ..., an.

Si VzeR, Zakxk:() alors Vke[0;n], ar=0

k=0

Conséquence :

Une fonction polynomiale P est non nul si, et seulement si,

il peut s’écrire : P: x — ap + a1z + -+ + anz"” avec an # 0

Théoréme : (Identification des coefficients)
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Soient P et @ dans R[z] non nuls avec :

{P:x}—>a0+a1x+~-~+anx” avec an # 0
Q:xr—by+bix+ - +bpx™ avec by, # 0

n=m

On a l’équivalence suivante : P = Q <=
Vk € [0;n], ar=bk

D.1.3 Vocabulaire.

Pour P:z+—ag+aiz+ - +anz” avec an # 0
On dit que la fonction polyndémiale P est sous sa forme développée réduite.

ez — a,z" est le monéme dominant de P.

e 1 le degré de P.

® a, le coefficient dominant.

o & apz” est le monome d’ordre k de P.  (ou de degré k)
e ay le coefficient d’ordre k de P.  (ou de degré k)

® ag est le terme constant.

Dire qu’une fonction polynomiale est unitaire, signifie que son terme dominant vaut 1.

D.1.4 Opérations.

La somme, produit et composée de fonctions polynémiales est une fonction polynoémiale.

Si (P,Q)€R[z]” alors P+QcRz], PxQcRlz] et PoQ ¢cR[z

Propriétés : (de la somme et du produit)

Soient P, @ et R trois éléments de R[z], on a alors :

1. 0+P=P, P+Q=Q+P, (P+Q)+R=P+(Q+R)
2. Px1=P, PxQ=QxP, Px(QxR)=(PxQ)xR
3. Px(Q+R)=PxQ+PxR

Proposition.

Pour m € N,
® Le produit de m fonctions polyndémiales est une fonction polyndémiale.
@8Si PeR[z] e¢ meN" alors P™ € R[z]

Complément : Coefficients du produit de deux polynémes.

n m
Soient P :x+— Zakxk et Q:x+— Zbkxk
k=0 k=0

n—+m

PX)xQ(X)= > > by | X*

k=0 it+j=k

[ ———
coefficients de PXxQ

D.1.5 Dérivée

Proposition.

‘ La dérivée d’une fonction polynomiale est une fonction polynomiale.

Remarque :
n—1

n n
Si P:rzv+— E arz® alors P’ :x+—s E karz® '  ouencore: P':z+—s g (k4 Dagz"
k=0 k=1 k=0
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D.1.6 Degré.

Définition :
Soit P € R[z],
si P=0 alors deg(P)=—oc0
si P:xzr—ao+aix+---+anx" avec ap #0 alors deg(P)=n
Théoréme :
Soient P et @ deux fonctions polynomiales.
0  deg(P + Q) < max{deg(P);deg(Q)}
0 deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q)
® Pour tout m € N, deg(P™) = mdeg(P)
@ Si deg(P)>1 alors deg(P') = deg(P) —1
Démonstration. Faite en deuziéme année et dans C[X].
D.1.7 Intégrité
Théoréme : Intégrité.
Soient P et @ deux fonctions polyndmiales,
PxQ=0 <= P=0 ou Q=0
Démonstration. Faite en deuziéme année et dans C[X].
D.2 Racine d’une fonction polynémiale.
D.2.1 Définition.
Définition (Racine de P) :
Soient P € Rlz] et a €R,
Dire que « est une racine de P signifie que : P(a) =0

D.2.2 Racines et factorisation.

Lemme :

Pour tout o € R,

VkeN, 3QrcR[z]: VreR, zF—-o"=(x-a)Qi()

Démonstration. Fuaite en deuziéme année et dans C[X].

Théoréme :

Soient P € R[z] et a €R,

P(a) =0 si, et seulement si, il existe @ € R[z] tel que P:z— (z — a)Q(z)

Démonstration. Fuaite en deuzieme année et dans C[X].

Théoréme :

Soient P une fonction polynoémiale et k un entier naturel non nul,

Si ai,a9,...,ar sont k racines distinctes de P alors

IQeER[z]: Pizr— (z—ar)(z—az) - (z — ar)Q(x)

Corollaire :

Soient P une fonction polynémiale et n un entier naturel non nul,

INER: Pizr—r ANz —aa)(z—az) - (x

Si P est de degré n et ai,as,...,a, sont n racines distinctes de P alors

— o)
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D.2.3 Nombres de racines d’un polynéme.

Soient P et @ deux fonctions polynomiales et n un entier naturel.

(1) Si a1, @z, - ,ay sont n racines distinctes de P et si deg(P) = n,

alors il existe A€ R tel que: Vz € R, P(z)= Az —a1)(z—az2) - (x — an),

(2) Si P est de degré n (Ce qui impose P # 0), alors P a au plus n racines distinctes.

(3) Si P est de degré inférieur ou égal & n et si P a (n+ 1) racines distinctes, alors P = 0.

(4) La seule fonction polynoémiale ayant une infinité de racines est la fonction nulle.

D.2.4 Ordre de mutiplicité.

Définition :

Soient a € R, P une fonction polynomiale non nulle et m un entier naturel non nul.
Dire que « est une racine de P d’ordre de multiplicité m

signifie qu’il existe Q € R[z] tel que :
VreR, Pz)=(z—a)"Q(x) et Q(a)#0.

D.2.5 Lien entre dérivée et racines multiples.

Théoréme :

Soient « € R et P € R[z],

@ est une racine multiple de P, si et seulement si, P(a) = 0 et P'(a) = 0.

Démonstration.
Raisonnons par double implication :

Supposons que P : x +— P(z) = (z — a)’Q(z) avec Q € R[z].

(on suppose que « est une racine multiple)

on a d'une part P(a) = (o — a)’Q(«) donc P(a) =10

on a d’autre part pour z € R, P'(z) =2(z — a)Q(z) + (z — a)’Q'(z) don  P'(a) =0

Supposons que P(a) = P'(a) = 0.
e P(a) = 0 donc il existe R € R[z] tel que P(z) = (x — a)R(z) on en déduit que :
Vz €R, P'(z) = R(z)+ (z — a)R'(z) ce qui entraine que : P'(a) = R(«a),
e P'(a)=0 donc R(a)=0cetainsi R:z+ (z —a)Q(x) avec Q € Rlz],
on en déduit quil existe Q € R[z] tel que : P :z+— (z — a)’Q(x),
autrement dit :  « est une racine multiple de P.

’Une racine o d’un polynéme P est une racine multiple si, et seulement si, P'(a) = 0‘

D.2.6 Fonction polynomiale de degré impair

Théoréme :

Soit P une fonction polynomiale réelle,

Si le degré de P est un entier impair alors P a au moins une racine réelle.

Démonstration.
n

Soit P = Z awX" € R[X] un polynome tel que n est impaire et a, # 0
k=0

On note : f la fonction  — P(x).

Discutons suivant le signe de a,, :

e sia, >0, ona: limf=-c0 et Emf = +oo et f est continue sur R
— 00 oo

donc (Th. des valeurs intermédiaires) f s’annule au moins une fois sur R

esia, <0, ona: limf=+o0o et Emf = —o0 et f est continue sur R
— 00 oo

donc (TVI) f s’annule au moins une fois sur R

| Dans tous les cas, il existe un réel z, tel que : P(z) =0 ‘
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Développements limités
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E.1 Définition, notation, unicité.

I est un intervalle non trivial tel que 0 est un élément de I ou 0 est une borne de I,

Définition :

Soit n un entier naturel et f une fonction de I dans R,

Dire que f admet un développement limité d’ordre n en 0 signifie qu’il existe des réels
ao, a1, - ..a, et une fonction € de I dans R tels que

Ve eI, f(x)=ao+aiz+asz’ + - +apnz” +e(x)z” et lime =0

Notation :

f(x) =, 90 taiz+asxi - +anz” +o(z™)

xr—r

n

Précicision :  f(z) = o(2") signifie lim f() et se lit " f(z) négligeable z™".
Tr—r

z—0 o ™

Théoréme (unicité)

‘ Le polynéme associé au développement limité d’ordre n est unique.

Vocabulaire : Ce polyndome est appelé partie réguliére du DL, (0).

Attention : Deux fonctions distinctes peuvent avoir la méme partie réguliére d’ordre n.

E.2 Troncature.

Proposition :

Soit N et n deux entiers naturels.

N n
Si f(x) o Zak 2 +o@) et n <N alors  f(x) o Zak ¥ + o(z™)
k=0 k=0
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E.3 Lien avec les équivalents.

Théoréme :

Soient n € N et a € R" (attention a # 0),

(z) = az" +o(z") si, et seulement si, f(z) ~ ax
x—0 x—0

n

E.4 Formule de Taylor-Young.

Théoréme :
Si f € C"(I) alors f admet un DL, (0) et
k)
f@) =, 3 et o)
E.5 DL usuels en 0.
(A connaitre)
1 2 n n
= l4z+z"+ - +z2" +o(z")
1—2 =z—0
2 3 n
T _ rar o0 r n
€ a:iOlerjL2+6+ +n!+o(x)
P R L2t S
. — _ 4 A et n
sin@) =, * =% * 19 D gy o)
2 ot g2 _—
cos(@) S 1= 5+ D gy ™)
2 3

E.6

. (_1)n+1 % + O(Qin)

ala—=1)---(a—n+1)
n!

" + o(z™)

Primitivation d’un DL.

Ici I est un intervalle non trivial contenant 0.
Théoréme :

Soient f : I — R dérivable sur I et n € N,
Si f'(z) o gakxk +o(z™) alors f(z) .

E.7 Lien avec la régularité de f.

Théoréme :

Soit f: I - Ravec 0 € I.

f est dérivable en 0

et on aalors: ap = f(0) et

si, et seulement si,

ay = f/(O)

J(ao,a1) € R*:

f(@)

x—0

ao + a1z + o (x)

Remarque :

f est dérivable en 0

si, et seulement si, f admet un développement limité d’ordre 1 en 0.




	Outils
	Vocabulaire de la logique et des ensembles.
	Nombres.
	Trigonométrie. 
	Méthodes de calcul. 
	Vocabulaire des applications.
	Ensembles finis. Dénombrement. 

	Suites réelles.
	Suites réelles.
	Limite de suite réelle.
	Convergence et inégalités.
	Opérations et limites.
	Conséquences de la propriété de la borne supérieure.
	Echelle de comparaison.
	Suites équivalentes.

	Fonctions
	Généralités
	Limite d'une fonction.
	Continuité sur un intervalle.
	Dérivation.

	Intégrales d'une fonction continue sur un segment.
	Définitions
	Sommes de Riemann
	Propriétés de l'intégrale d'une fonction continue.
	Théorème fondamental
	Parité et périodicité.
	Positivité stricte.
	Calculs d'intégrales.

	Systèmes, matrices
	Systèmes linéaires.
	Systèmes triangulaires sans zéro sur la diagonale.
	Systèmes sous forme échelon.
	Méthode du pivot.
	Matrices.
	Opérations.
	Matrice inversible.
	Matrice transposée.

	Espaces vectoriels Kn
	Structure vectorielle.
	Sous-espace vectoriel
	Vect(u1 , …, up )
	Familles libres.
	Bases.
	Coordonnées dans une base.
	Dimension d'un espace vectoriel
	Famille libre, famille génératrice et dimension.
	Systèmes linéaires homogènes et dimension.
	Rangs.

	Application linéaires
	Applications linéaires.
	Opérations et applications linéaires.
	Noyau et Image.
	Image d'une base.
	Représentation matricielle.
	Rang d'une application linéaire.

	Probabilité sur un univers fini.
	Probabilité sur un univers fini.
	Conditionnement et indépendance.

	Variables aléatoires finies.
	Définitions.
	Ensemble des valeurs prises.
	Variables aléatoires et événements.
	Système complet associé à une variable aléatoire.
	Loi de probabilité.
	Fonction de répartition.
	Indépendance
	Lois usuelles.

	Equations différentielles.
	Equations différentielles homogènes.
	 Equation avec second membre. 
	Principe de superposition.
	Méthode de variation de la constante.
	Condition initiale.
	Recherche d'une solution particulière (Complément).

	Géométrie dans le plan et dans l'espace.
	Introduction.
	Produit scalaire.
	Droites et cercles du plan.
	Droites et plans de l'espace.
	Projection orthogonale

	Fonctions réelles de deux variables réelles.
	Surface représentative.
	Courbes (lignes) de niveaux.
	Dérivées partielles du premier ordre.
	Fonctions de classe C1.
	Développement limité d'ordre 1
	Gradient.
	Dérivation de t-3muf(x(t),y(t)).
	Dérivées partielles de (x,y) -3muf( u(x,y) , v(x,y) ) 
	Condition nécessaire pour avoir un extremum local.
	Dérivée partielles d'ordre 2, théorème de Schwarz.

	Statistique.
	Statistique univariée.
	Statistique bivariée.

	Annexes
	Suites usuelles.
	Suites arithmétiques.
	Suites géométriques.
	Suites arithmético-géométriques.
	Récurrence linéaire d'ordre 2.

	 Suites un+1=f(un). 
	Intervalle stable.
	Que dire des limites possibles de (un) ?
	Comment étudier la monotonie de (un)?
	Des représentations graphiques.

	 Fonctions usuelles 
	Polynômes du second degré.
	Fonction x-3muxn .  n Z* 
	Fonction valeur absolue.
	Fonction racine carrée.
	Exponentielle.
	Logarithme népérien.
	Lien entre  et .
	Logarithme décimal.
	Fonctions cosinus et sinus.
	Fonction tangente.
	Fonction partie entière.
	 x -3mux  où   RZ
	 x-3muax(a un réel strictement positif) 
	Fonction racine n-ième.
	Fonction arctangente.
	Graphes des fonctions associées.
	Symétries des courbes représentatives.

	 Fonctions polynomiales. 
	Généralités.
	Racine d'une fonction polynômiale.

	Développements limités
	Définition, notation, unicité.
	Troncature.
	Lien avec les équivalents.
	Formule de Taylor-Young.
	DL usuels en 0.
	 Primitivation d'un DL.
	Lien avec la régularité de f.



