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’Correction de I'épreuve ENS 2026‘
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e pour n > 1,
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donc (u,,) est décroissante ce qui entraine que u, < 1 car u; =1

En conclusion

’Pourtoutn}l, 0<u, <1

(up) est décroissante et minorée par 0 donc

| (uy) converge vers v € [0,1] |
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(c¢) Oun vient de voir que lim (Hn — ln(n)> =~ donc lim ( ) — 1) =0
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3. On reprend 'encadrement de la question 1) et on somme pour k allant de 2 a n, il vient avec la relation de
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en ajoutant 1 dans chaque membre il vient :
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Pour tout a > 1, E Ta <
k=1

(C,,) est croissante et majorée par 2 donc ’(Cn) est convergente‘.
Pour W,, on peut utiliser ACV = CV mais on peut se passer du cours sur les séries :

C2n + W2n =

1
donc Wy, = Cy,, — B Cp, or (C,) converge donc (Wa,) converge

de plus Wo, 11 = W, — donc (Wa,41) converge vers la méme limite que (Wa,,).
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En conclusion :

’ (Wy,) est convergente‘
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4. En passant a la limite sur la relation Cs, + Wy, = 3 C,, démontrée ci-dessus il vient C + W = 50

W=--C

(a) f est de classe C' on peut faire une intégration par parties,

/7r F(#) sin(M) dt £ =) — cos( )\t / I — cos )\t) q
0
_ f(0) — f(7r cos( )\7r / (1) cos(\) d
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e D’une part A+ f(0) — f(7) cos(Aw) est bornée donc /\ET 10) - f(/\)cos(/\w)

e D’autre part ‘1 /7r f'(t) cos(\t) dt‘ < %/W |f/(t) cos(At)] dt < %/ﬂ |f/(t)] dt
0

=0

donc lim / f(t) cos(\t) dt = 0.
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En conclusion :

lim /7r f(t)sin(At) dt =

A—+oo 0

(b) On sait que : sin(a + 8) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B) et sin(a — B) = sin(«) cos(B) — cos(a) sin(5) donc
en soustrayant on obtient : sin(a 4 3) — sin(a — 8) = 2 cos(«) sin(3)

sin(a + 3) — sin(a — B)

cos(a)sin(B) = 5




(c) Soitn >1,

2D, (t) = Z ekt (formule d’Euler)
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(d) Soit k> 1,

/tcos(kt)dt = tsm(kt) —1/ sin(kt) dt
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(e) Soitn >1,
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= 7 + —z (d’apres (e) )
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() / tDn(t)dt:/ f(t)sm((n—i—) t) dt avec f:tr— —F
0 0 2 sin (5)
donc en utilisant le résultat de 5) (a) il vient : lir_irrl tD,(t)dt = 0.
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En passant a la limite sur la relation de la question (e) on obtient : 0 = Vi C - 5 et ainsi
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FIN PROVISOIRE DE LA CORRECTION



