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Correction — Feuille Oraux 2 (Agro/Véto 2025)
(Questions de cours et informatique non traitées)

Exercice préparé

1.a) Ensemble de définition : f est définie sur D = R\ {—1,—2}.

1 2
fl(z) = — — < 0 sur tout D : f est strictement décroissante sur chacun des trois
(1+x)2 (2+x)?
intervalles | — 0o, —2[, | =2, —1[ et | — 1, +o0].
x —00 -2 —1 400
ot 400 +o00
—00 —00 O+

On applique théoréme de la bijection sur les trois intervalles.

L’équation f(x) = 1 admet exactement 2 solutions.‘

1+2
1+ 2+=z

1.b) f(z)=1¢ =1+ 2+2)+20+2)=1+2)2+2) = r*=2

‘x:—\@etx:\@.‘

3.a) La fonction est continue et strictement décroissante sur chacun des intervalles.

—-n -n—+1

+00

N\

—0o0

+00

N\

—0o0

f(z)

—0o0 —0o0 —0o0

(€,) admet une unique solution dans chacun des intervalles |—1, +o00| et |—k, —(k — 1)[ pour k € [2, n].
Cela donne 1 + (n — 1) = n solutions distinctes en tout.

3.b) A, est une matrice n X n et A,, admet n valeurs propres distinctes donc

‘ A, est diagonalisable.

n+1
4.2) Pour t €] — 2, —1], ) = folt) 4+ —T =
) Pour £ €] ~2,-1[, fua(t) = falt) + " 1
deplus n+14+t>n—-1>0 (car n > 2), donc % >0, d’ou fr+1(t) > fu(t).
n

On en déduit que An E} -2, *1[ et ainsi fnJrl()‘n) > fn()‘n) =1dou fn+1()‘n) > fn+1()‘n+1)
et comme f, 41 est strictement croissante sur | — 2, —1]|

‘()\n) est (strictement) croissante.‘
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4.b) (A\,) est croissante et majorée par —1 donc théoréme de convergence monotone :

‘ (An) converge vers un réel £ €] — 2, —1] ‘

Sif €] —2,—1], sachant que —2 < A\, < ¢ < —1 et que f, est décroissante sur | —2,—1[ : ‘fn()\n) > fn(0) ‘

4.c) La question précédente donne Vn € N*| f,(A) < 1,
n

k n k 1
E —_— > . ffet : e [1; —_—
or 2 ErNZ 1o (En effet : pour tout k € [1;n], [ 1 )\)

Ce qui entraine par minoration que lirf fn(A) = 400 ce qui est impossible car Vn € N*| f,(\) < 1.
n—-+0o0o

£=—1.

2 2 1 1
4.d 2Vk —vVEk—1) = > = — > — k>1.
) 2AVE— VRSl = e > ST = e > ppow

En sommantde k=1an:

Il 2¢ 2yn 2
0<-S"-<= F—VE—1)= Yt _ 2
k=1 k=1
1 ~1
(Théoréme des gendarmes) 2 0
" k=1
1 2 ~ k 1 An ~ k
4. it £,(\) =1, d — 1 pui _ I o L
e) On sait f,(A\n) onc 1+)\n+2+)‘n+k:3k+)\n pulsl+>\n 2 2kt
Comme —2 < A\, < —1 on montre ue'zn:i<zn: k . L
S WL S Ly, S 4k —2

k=
n—1 1 n L n—2 9
avec un changement d’indice : Z (1 + ) < < Z <1 + >

k=2
En appliquant le résultat de 4)d) on en déduit :

1 t. 14+ A !
l—l—)\n n:oo n, et nn:oo E

5. Sur (A — AI,,) X = 0 en faisant les opérations élémentaires Lo <— Ly — Ly, ... Ly < L, — Ly il vient :

—Az1 + 222+ -+ Nz, =0
A+ 1Dz — (A+2)z2=0

(A + Dt — (A +n)an = 0

Si A = —1 la seule solution est (0, ...,0) donc —1 n’est pas valeur propre et on continue avec A # —1,
( —\x1 4229+ - -+ nxy, =0 (fn(A) —1)z1 =0
A+1 A+1
To = T To = T
2= 3 oM 2= oM
<~
A1 At 1
Ty = x Ty = T
L n )\+n 1 n )\+7’L 1

Les valeurs propres de A,, sont exactement les solutions de (E,,). ‘
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Exercice préparé

n n
1.a) D diagonale donc : (DX); = dz;, donc X' DX = in(DX)i = Zdw?
i=1 i=1

n
X'DX =) d;.
=1

1.b)
(=) Si tous les d; > 0 et X # 0, alors au moins un z; # 0, donc X ' DX = Z diz? > 0.
(<) Si X"DX > 0 pour tout X # 0 : en prenant X = e; (vecteur de base canonique), e, De; = d; > 0.

tous les d; > 0 si, et seulement si, X ' DX > 0 pour tout X #£0.

3.a) AU, = 4Uq, ‘ U, est vecteur propre de A associé & la valeur propre 4. ‘

3.b) AX =X <= z+y+z=0donc 1 est valeur propre et Ej(A) est de dimension 2.
On remarque que U et Us forment une base orthonormale de F(A)
De plus (Usa, Us) est une famille orthonormale :

3.c) En posant P = (U;|Us|Us) (famille orthonormale : PTP = I) et A = diag(4,1,1), ona: A= PAP.
En posant D = diag(2,1,1) et alors :

A= PD*P" avec P = (U,|Us|Us), D = diag(2,1,1), P'P =1.

3.d) En posant L = PDPT (qui est inversible car Dy est inversible et P orthogonale) :
LL" = (PDP"Y(PD'"P")=PD(P"P)DP" = PD?’P" = A.

(On utilise Dy = D car Dy est diagonale.)

L = PDyP" est inversible et A = LL".

4.a) C = L7'B(L™Y)T. Vérifions la symétrie :
CT _ ((L—l)T)TBT(L—l)T _ L—lB(L—l)T - C.

C est symétrique réelle, donc par le théoréme spectral, il existe ) orthogonale et A diagonale telles que
C=QAQ".
Donc L'B(L™1)T = QAQ", soit B = LQA(LQ)".

B = LQA(LQ)" avec Q orthogonale et A diagonale.

4.b) R=LQ, B= RAR'. Calculons RR" :

RRT =LQLQ)" =LQQTLT =LL" = A.

RR" = A.



