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’Feuille Oraux_4 : Une nouvelle série d’exercices

Question de cours : Enoncer le théoréme de transfert dans le cas d’une variable aléatoire admettant une densité.

Pour tout n > 1.
On considére la matrice K, € My, 11(R) telle que pour tout i € [1,n], (K»n), ;,, = 4, pour tout j € [1,n], (Kn); , ; =
—n — 1+ j et dont tous les autres coefficients sont nuls. On a donc :
0 1 0
Kl == ( Pl (1) ) et KQ = -2 0 2
0 -1 0

1. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de K;. Cette matrice est-elle diagonalisable sur
R? Sur C?
2. Ecrire une fonction K en Python qui prend en entrée un entier n et qui renvoie la matrice K,,.

3. Utiliser la fonction précédente et la fonction eigvals du module numpy.linalg pour déterminer les valeurs
propres de K,, pour n € [1,10]. Que peut-on conjecturer ?

4. On se propose de montrer la conjecture faite dans la question précédente. On note F(R, C) l'espace vectoriel
des fonctions de R vers C et V;, le C-sous-espace vectoriel engendré par la famille de fonctions Z, = (fi)eqo,n]

définies par
Ve €R, fi(z)=cos" *(zx)sin®(x)

On considére V'application ¢,, définie pour tout f € V,, par ¢, (f) = f’

(a) Soient (Ag,...,\n) € C"T et z €] — /2, 7/2].
Montrer que

Aofo(x) + -+ Apfu(x) =0 si, et seulement si, Ao + Ap tan(z) + -+ - + A, tan(z)™ = 0.
(b) En déduire que la famille %,, est une base de V;, et donner la dimension de V,.

Montrer que ¢, est un endomorphisme de V,, et déterminer sa matrice dans la base %,,.

(d) Pour tout k € [0,n] on note gy la fonction définie par

—
o
~

Ve eR, gr(x)=exp(i(n —2k)x)

Justifier que pour tout = € R, gx(x) = (cos(x) + isin(x))"~*(cos(x) — isin(x))*.
(e) En déduire que pour tout k € [0, n], gr appartient a V,,.
n—k k n—k k
Indication : On pourra utiliser sans le justifier que Z a; (Z bl> = Z Z ajby.
Jj=0 =0 J
) En déduire les valeurs propres de ¢,,, puis celles de K,,.
) La matrice K, est-elle diagonalisable sur C?
(h) Déterminer pour quelle valeur de n, la matrice K, est inversible.
)

Lorsque K, n’est pas inversible, déterminer une base du noyau.

Sujet 2
Question de cours : Donner de la définition de la dérivée d’une fonction f en un point a.

On rappelle que, si X et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes admettant respectivement les
densités f et g, alors la variable aléatoire X + Y admet une densité f * g définie par

+00
(f*g)(x)z/ flx —t)g(t)dt.

— 00



1. On considére deux variables aléatoires indépendantes U et V suivant la loi uniforme sur |0, 1[. Soient A, u
deux réels strictement positifs.

1 1
(a) Déterminer les lois des variables aléatoires Y In(U) et I In(V).

(b) On considére X et Y deux variables aléatoires indépendantes, suivant la loi exponentielle de paramétres
respectifs A\ et p. Ecrire une fonction en langage Python qui prend en argument les valeurs de A et u et
qui renvoie une réalisation de la variable aléatoire min(X,Y").

(¢) Déterminer la loi de la variable aléatoire min(X,Y") et vérifier qu’il s’agit d’une loi exponentielle dont on
précisera le paramétre.

(d) Déterminer la loi de —Y.

)\A_:L e M sz >0,
(e) Montrer qu’une densité de X —Y est la fonction h définie sur R par : h: x — H
)‘M nr :
Ry ’ue six <0.

(f) Calculer alors la probabilité de I'événement [X < Y.
2. Soit (X;);cn+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que :
o X1, X3, X5 et plus généralement Xo, 11 pour n € N, suivent toutes la loi exponentielle de paramétre 1;
o X5, Xy, X et plus généralement X5, pour n € N*, suivent toutes la loi exponentielle de paramétre 2 .
Sii > 2, on dit que ’événement « X; est un creux» est réalisé si [X; < X;_1] et [X; < X;41] sont réalisés
tous les deux.
(a) A I'aide de Python, estimer la probabilité des événements « X5 est un creux» et « X3 est un creux».
(b
3. (a
(

) Calculer la probabilité des deux événements précédents.
)

b) Les événements « X, est un creux» et « Xg est un creux»sont-ils indépendants ?
)

Que vaut la probabilité de I’événement « X5 et X3 sont des creux» 7

(¢) Déterminer la loi du nombre de creux parmi les 10 variables aléatoires X4, Xg, X192, .. ., X40-

Couplage G2E

(Rappel : 20 minutes de passage et vous devez traiter les exercices, l'ordre est au choiz. )

Exercice 1. L
T
On note pour z € R, F(z) = / e Cdt et G(z) = / e~ @) gy,
0 0
1. Montrer a l'aide d’un changement de variable que Vax #0 F(z) =z G(z).
2. Montrer que G est continue sur R.

3. Montrer que G est dérivable sur R* et que Vo # 0, G'z)=——+5—2% ou f(z)=¢e

4. En déduire les variations de G.

Exercice 2.

Soit (Xk),en+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi telles que :

Vk € N*  Xu(Q) = {-1,1} et P(X), = 1) = p, ot p €]0, 1[.

n
On note, pour n entier naturel non nul, ¥;, = [] Xj ainsi que p,, = P(Y,, = 1)
k=1

1. Donner la loi de Y5 et la loi de Y3.
2. Montrer que Vn € N p,11 = (2p—1)p, +1—p.

3. En déduire p,, en fonction de n.



