BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 1

Question de cours :

Exercice préparé :

1. import random as rd
def poule(n, p):
X=0
for k in range(n):
if rd.random() < p:
X+=1
else:
X += 2
return X

2. S, suit une loi binomiale B(n, q). Ainsi, E(S,,) = ng et V(S,) = ngp.

3. Pour avoir le nombre d’ceufs, on compte : il y a eu 2 ceufs pondus pendant S, périodes de temps et 1 ceuf
pondu pendant le n — S,, autres périodes de temps. Ainsi X,, =2x S, +1x (n—S,) =S, +n.

4. On obtient : E(X,) =E(S,)+n=n(qg+1) et V(X,,) =V (S,) = ngp.
5. (a) def Y(n,p)

t =0

nb_oeuf = 0

while nb_oeuf < n :
t +=1

if random () < p :
nb_oeuf += 1
else :
nb_oeuf += 2
return t

(b) def espY(an,p)
S=0
for k in range (1000)
S += Y(n,p)
return S/1000

y = [espY(k,1/4) for k in range (100)]

plt.plot(y)

plt.show (O

On semble obtenir une droite. On peut donc conjecturer que E (Y,,) est une fonction affine de n.

(¢) Chaque jour la poule pond au moins un ceuf donc le nombre de jours nécessaires pour atteindre ou

dépasser n ceufs est < n et ainsi |Y,(Q) C [0;n]

(d) Soient n un entier naturel et k un entier naturel non nul. La famille ( [X; =1],[X; = 2] ) forme un
systéme complet d’événements, on peut donc appliquer la formule des probabilités totales par rapport
a cette famille :

P ()/7L+2 = k?) = P (Xl = 1) P[X1:1] (Yn+2 == k) + P (Xl = 2) P[X1:2] (Yn+2 = k) .
N——— ———
=p =q

Pour le calcul de Pix,—j (Yn12 = k) : pondre n + 2 ceufs en k périodes sachant qu'on en a pondu
1 a la premiére période, cela revient & pondre n + 1 ceufs sur les k — 1 périodes suivantes. Ainsi
Pix,=1] Yni2 =k) = P(Yay1 = k —1). De méme Pix,_g) (Y2 =k) = P(Y,, =k — 1), ce qui donne
bien I’égalité demandée.



(e) Pour un souci de simplicité, on prendra les sommes & partir de 0 (méme si la moitié des termes de la
somme est nulle). On a

n+2 n+2 n+2
E(Yni2) = kP (Ynia=k)=p>» kP(Yo1=k—1)+q) kP(Y,=k—1)
n+1 n+1
=pY> (G+VDPYor1 =5)+q D> G+ VP (Yo =3) = pE (Yay1) +¢E (Vo) +p+4q
7=0 j=0

6. Par récurrence double. La propriété est vraie pour n = 0 et n = 1. Si on suppose P(n) et P(n + 1), alors

p=p(a)"" +a—q(=q)" qntDFpn+l 1-(-¢)(=@)" n+?2
(1+4q)? l+¢ (1+4q)? 1+gq

E (Yit2) = pE (Yoq1)+¢E (Yo)+1 =

ce qui montre P(n + 2).

. Sin=32et p=3/4, on obtient E (X32) = 40 et V(X32) = 6. Si on note Z le nombre d’ceufs pondus par
les 100 poules pendant ces 32 périodes. Z est une somme de 100 variables aléatoires indépendantes suivant
toutes la méme loi que X392, donc E(Z) = 4000 et V(Z) = 600. On a un nombre de poules assez important
pour 'approcher par une loi normale. Si on note N le nombre d’ceufs recherché, on a

Z-4000  N—4 N-14
P(Z<N)=P 000 _ N 40001 _ g (A= 40001
600 600 600

Adnsi N — 4000
) 20,98@;T > 2,06 < N > 5236

N — 4000

P(Z<N)> ®
(Z<N)>0,98« < =00

ce qui correspond & 873 boites de 6 .

Exercice non préparé :



BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 2

Question de cours :

Exercice préparé :

1.

2.

3.

Supposons A diagonalisable. Alors A admet une ou deux valeurs propres. Si A n’avait qu’une seule valeur
propre ), il existerait P € GLa(R) tel que A = PAL,P~! = My, ce qui est impossible étant donné les
coefficients de A. On en déduit que si la matrice A est diagonalisable alors elle admet deux valeurs propres
distinctes. Réciproquement, cette condition est suffisante pour assurer la diagonalisabilité de A.

-2 -1 -1 =X -1 -
rg(A—/\IQ):rg( Y 2x—)\>:rg<2x—)\ y )ng( 0 y—(2x—)\))\)

Le réel A est valeur propre de A si, et seulement si y — (22 — A)A =0 (<:> A2 — 22\ 4y = 0). Ainsi A est
diagonalisable si, et seulement si, ’équation du second degré précédente admet deux solutions distinctes, i.e.
si, et seulement si son discriminant est strictement positif, i.e. 422 — 4y > 0, soit 22 —y > 0.

(a) import random as rd
s =0
for i in range(10000):
x = rd.random()
y = rd.random()
if x*x*2 -y > 0:

s += 1
print (s/10000)
En l'exécutant on obtient : 0.3358 .
0 siz<O
(b) On rappelle que la fonction de répartition de la loi uniforme sur [0,1] est Fix :z— <z si0<a <1
1 sixz>1.

Déterminons la fonction Fx» de répartition de la variable aléatoire X2. Soit € R. Si # < 0, Fix2(z) =

P(X2 < :1:) =0car X(Q)=10,1). Six >0, Fxz(z) = P(X2 < x) = P(X < /x) car X(Q) =10,1]. La
0 six <0

fonction de répartition de la variable X2 est donc : x — v s 0 <z < 1. La fonction de répartition
1 six > 1.

Fx» est continue sur R, de classe C! sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points (0 et 1), donc
X2 est une variable & densité et f : x ﬁl}o,l[(f) en est une densité. La variable aléatoire —Y suit
une loi uniforme sur [—1,0] (la vérification est immédiate). On en déduit que la fonction g = 1;_; ¢ est
une densité de —Y.

(c) Puisque X et Y sont indépendantes, alors X2 et —Y le sont aussi. Ainsi X2 et —Y sont deux variables
aléatoires indépendantes & densité, donc leur somme est une variable aléatoire a densité, dont une densité
h est donnée par le produit de convolution des fonctions f et g.

+oo “+o0 1
VZER,h(Z):/wO f(x)g(z—l’)dx:[m ﬁl]og[(x)l[—l,o](z—iﬂ)df
0<z<1 0<z<1 )
Or'(S){—léz—xgo@{zéxéz—i—l’ donc :
z+1 1
—Si—lngO,(S)®O<x<z—|—let:h(z):/ ——dr =+vz+1.
0o 2Vz

1
1
-Si0<z<L,(S)e2<r< et :h(z):/ Fdle—\/g.
B z

- sinon, pour toute autre valeur de z, (S) n’admet pas de solution et h(z) = 0.
Puisque P (X2 -Y >0) T n(2)dz = fol(l —Vz)dz = [z - %x\/ﬂ; = 1, on en déduit, d’aprés la

= Jo
0 -1 ) soit diagonalisable dans Mo (R).

premiére question, la probabilité que la matrice aléatoire M = ( v 92

3



Exercice non préparé :
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’ Correction du sujet 3 ‘

Question de cours :
Soient X une variable de densité f telle que X a valeurs dans ]a, b] et u une fonction continue sur ]a, b],

b
u(X) admet une espérance si, et seulement si, / u(t) f(t) dt est absolument convergente.
a

b
Bt alors : B(u(X)) = / w(t) f(t) dt

Exercice préparé :

1.

4.

det (K1 — M) =0 <= M\ =-1
= A=+
Les valeurs propres de K; dans C sont ¢ et —i : Sp (K1) = {—i,i}. Ky admettant deux valeurs propres

distinctes dans C et K, étant carrée d’ordre 2 , on peut dire que K est diagonalisable sur C.

En revanche, I’équation A% + 1 = 0 d’inconnue A n’admettant aucune solution réelle, K; n’admet aucune
valeur propre dans R : K7 n’est donc pas diagonalisable sur R.

pim) =veer (1)) e mam=ver (L))
def K(n):

Kn = np.zeros([n+1, n+1])
for i in range(n):

Kn[i, i+1] = i+1

Kn[i+1, i] = -n-1 + (i+1)
return Kn

for n in range(1 ,11):
print("valeurs propres de K" +str(n)+ ":")
print(la.eigvals(K(n)),"\n")
Les valeurs obtenues permettent de faire la conjecture suivante :
e sin est pair : Sp (K,) = {-ni, (—n + 2)i,...,—2i,0,2i,4i,...,(n — 2)i,ni}
e si n est impair : Sp (K,,) = {—ni, (—n +2)i,...,—3i,—4,4,31,...,(n — 2)i, ni}
Dans les deux cas, le spectre de K,, peut s’écrire sous la forme :
Sp (Kn) = {(n — 2k)i, k € [[0,n]}}
(a) Il suffit de diviser par cos™(x) # 0
Aofo(z) + -+ Anfa(x) =0  si, et seulement si, Ao+ Ay tan(z) + - - + A, tan(x)” = 0.
(b) 1l suffit de montrer que la famille 4, est libre.
En prolongeant le raisonnement précédent on obtient P(tan(z)) =0 ou P(X) = Z A XF
k=0

P a alors une infinité de racines donc il est nul d’ou les coefficients sont nuls et ainsi 4,, est libre.
On en déduit dim(V,,) =n+1

(¢) - La linéarité de ¢,, résulte de la linéarité de la dérivation :
V(A u) €C* V(f,9) €Vl (M +pg) = A+ g’

- Reste a prouver que pour tout f € Vi, ¢,(f) € Vi, pour cela il suffit de montrer que pour tout
ke [[O;TL]], Son(fk) € Vna

or ¥n (fO) = _nfl € V'ru ©n (fk:) = k;fkfl - (n_k)fk+1 S Vn sil S k S n—1 et ®n (fn) = nfnfl S
Vi

donc ¢,, est un endomorphisme de V,,.



D’apres les calculs précédents,

Matpg,, (‘Pn) =
0 0
-2 0 n
0 0 -1 0

On reconnait la matrice K,,. Ainsi, ’MatBn (on) = Kn‘

(d) T suffit de remarquer que
exp(i(n — 2k)x) = exp(i(n — k)z) - exp(—ikx)
(e) En utilisant la formule du bindme,

gr(x) = (cos(z) + isin(z))" *(cos(x) — isin(z))*

(§ ( " K ) 7 sind () cos™ K ( <§: ( ) )l sin' () cosk_l(x)>

n—k k _k L , 4 )
= Z Z ( " j ) ( ) ) (—1)t7+ cos™ == (2) sin? T ()
§=0 1=0
n—k k
= ( n—k > ( I; )(1)lij+lfj+l(z) (avec 0 < k+1<n)
§=0 1=0 J
On en déduit que pour tout k € [0, n], gr appartient a Vj,.

(f) Pour tout k € [0,n], ¢n (gx) =i(n—2k)gr avec g #0.
Cela prouve que les nombres complexes i(n — 2k), avec k € [[0,n]], sont des valeurs propres de I’endo-
morphisme ¢,,.
Ces n+1 valeurs propres étant deux a deux distinctes, comme dim (V,,) = n+1, ¢, n’admet pas d’autres
valeurs propres. Ainsi

Spec (¢n) = {(n — 2k)i, k € [0,n]}.

Comme K, est la matrice de ¢, dans la base %, elle posséde les mémes valeurs propres. On a ainsi
démontré la conjecture de la question 3 :

Spec (K,,) = {(n — 2k)i, k € [0,n]}.

(g) La matrice K,, appartient & .#,,11(C) et a n + 1 valeurs propres distionctes donc

’Kn est diagonalisable sur C‘

(h) La matrice K,, est inversible si et seulement si, 0 n’est pas valeur propre, donc

’Kn est inversible si et seulement si n est impair. ‘

(i) On suppose ici n pair. On note p = %
On a assez simplement ker(y,,) =vect(1). (Les fonctions constantes)
Pour trouver le noyau de K,, cherchons les coordonnées de g, = 1 dans %,

gp(z) = (cos®(z) + 51n2(9c))p

Ainsi g, = Z ( j > foj + ZOfng

Jj=0

On en déduit que les coordonnées de g, dans la base %,,) sont :

((8)o(3)o(5) o (,00)0(3))

6



IS

Exercice non préparé :

import random as rd

def

def

gene(n) :
c = "ACGT"
ch = "n

for k in range(n):
ch += rd.choice(c)
return ch

nbAC(g) :
compteur = 0

for k in range(len(g) -1):

if glk:k+2] == 7AC?:
compteur += 1
return compteur
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’ Correction du sujet 4

Question de cours :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f : E — F une application linéaire. Alors

dim(ker(f)) + rg(f) = dim(E)

Exercice préparé :

—-1\" 1
1. Classique. lim (n ) =

n——+oo n e
k 1] 2 3 k 1123 19
2. Pour n =2, mEnk E(X):§ pour n = 3, TS E(X)z;

3. import random as rd

def liste(n):
return [ rd.randint(1, n) for k in range(n) ]

def simul_X(n):
return len(set(liste(n)))

def esperance_X(n):
N = 10000
c=0
for k in range(N):
c += simul_X(n)
return c/N

<”)(2"—2)
4. P(X=1)=— PX=n)=— PX=2=-_ pPX=n-1)=

5. (a) X; < B(p) avecp_P(Aq;)_l—(n_l)n et E(Xi)_1—<n_1)n.

n n

(b) On remarque que : X = Z X}, ce qui donne avec la linéarité de E(-)
k=1

E(X)zn(l—(n_1> ) et ainsi E(X)Ne_ln

n e

6. (a) Xj,Xj — B(p) avec p = P(A7 n AJ)
P(A;NA;)=1-P(A;NAj)— P(A;NA;)— P(A; N 4))

(b)
V(X) = iV(X,-) +2 Z cov (Xi, X;)
= éV(Xl) + 21<K2<n (E(X:X;) — E(X;) E(X;))
(55 (1 (55 e (e o (52



Exercice non préparé :

Des réponses parmi d’autres.

1. def verif(L, k):
n, j= len(L), O

b = True
while(bandj<n) :
if (L[j1<0 or L[jI>k):
b = False
j+=1

return (j==n)

2. def premierplusfrequent(L, k):
n, r = len(L), -1

m=0
for i in range(n):
c=0

for j in range(n):
if L[j1==L[il:
c +=1
if ¢ > m:
r, m=1i, c
return L[r], m



BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 5

Question de cours :
Si deux variables aléatoires discrétes sont indépendantes alors leur covariance est nulle.

Exercice préparé :

1.

(a)

(b)

Il suffit d’échelonner A — AI3 pour trouver le spectre de A, ainsi que la dimension de ses sous-espaces
propres. L’endomorphisme n’est pas diagonalisable, la somme des dimensions de ses sous-espaces propres
étant 2.

On montre facilement la liberté, et comme elle est composée de trois vecteurs, la famille B est bien une
base de R®. On a alors ¢ (a1) = 3ay, ¢ (az) = a1 + 3az et ¢ (az) = as, d’ott la matrice

310
M=10 30
0 0 1
Par formule de changements de base, on obtient donc
1 0 1
P=11 0 -1
01 0
On trouve l'inverse avec Python :
1 1 1 0
Pt = 510 0 2
1 -1 0

On a une équation différentielle linéaire du premier ordre et homogéne, et on a donc directement la

solution
Vt € R, h(t) = €.

On note d’abord que X'(t) = AX(¢), et donc
Y'(t) = P"YAPY (t) = MY (t).

La premiére ligne du systéme donne donc bien le bon résultat.
On note que u(t) = $(f(t) + g(t)), et donc u(0) = 1. On trouve alors pour tout ¢ : u(t) = e3*(¢t + 1).
On a pour tout ¢ :

ft) u(t) +w(t)

g(t) | =PY(t) = | u(t)—w(t)

h(t) u(t)

De méme qu’en 2c, on trouve w'(t) = w(t), avec w(0) = £(f(0) — g(0)) = 0. Ainsi, on a w = 0, puis
f(t) =g(t) = u(t).

Exercice non préparé :

from math import *
import random as rd

def somme(f, a, b, n):

0

for k in range(n):

S += f(a + k*x(b-a)/n)

return S

def integrale(f, a, b):

1000

10



return somme(f, a, b, n)*(b-a)/n

def f£(x):
return exp(-x*x)

def g(x):
if x < 1:
return f(x/(1-x))/(1-x)*%x2
return O

print (integrale(g,0,1))
print (sqrt(pi)/2)

A début ce sont des questions classiques sur la méthode des rectangles.

La derniére question permet d’ouvrir sur beaucoup de questions :
- Sommes de Riemann

- Fonctions prolongeable par continuité,

- Changement de variable, démonstration de la formule :

[ s [ (s

11
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’ Correction du sujet 6

Question de cours :

Soient f: I ->Retael

Dire que f est dérivable en a signifie que admet une limite réel en a.

f(z) = f(a)

(On peut avoir des questions sur ce qu’est I : intervalle non trivial, réunion d’intervalles, ensemble quelconque ...)
(ce qui compte c’est que f soit définie sur un voisinage de a)
(certains préférent parler de limite finie que de limite réelle)

Exercice préparé :

On rappelle que, si X et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes admettant respectivement les
densités f et g, alors la variable aléatoire X + Y admet une densité f * g définie par

—+oo
(f * g)() = / F — g(t)dt.

—o0
1. (a) Question ultra-classique, quasiment du cours :

1
X = ——In(U) suit la loi exponentielle de paramétre \ et

A
1 . . .

Y = ——In(V) suit la loi exponentielle de paramétre p
W

(b) from math import *
import random as rd

def f(1bd, mu):
X = - log(rd.random())/1bd
Y = - log(rd.random())/mu
return min(X, Y)

(¢) Z est a valeurs dans ]0; +o00[ et pour z €]0; 4o0],
P(Z<z) = 1—Pmin(X,Y) > x)
= 1-P(X>z)n(Y >ux))
= 1-PX>z)PY >uz) car X et Y sont indépendantes
= 1-(1-Fx(2)1 - Fy(z))
1—e M xehe car X et Y suivent des lois exponentielles.

La fonction de répartition de Z est la fonction :

F, Ve <0 Fz(x) =0
7Y v € [0;4+0f, Fz(z)=1- e~ (At

On remarque que Z = min(X,Y") suit la loi exponentielle de paramétre A + p.

(d) Y est a valeurs dans R donc —Y est a valeurs dans R~ et pour z € R_,

Fliv)e) = P(-Y <a)
= PY > —x)
= 1- Fy(—]})

12



F_yy est CO sur R tout entier et C! sur R sauf en 0 donc Z est & densité avec :

g:tr— 1g_(t) pet

(e) X et —Y sont indépendantes, X a pour densité f : ¢ — 1g, (t) Ae™
—Y a pour densité g : t — 1g_(t) p et

donc X —Y est a densité, et une de ses densité est donnée par :

+oo
h:z+— / 1R+ () )\efAth_ (x—t)p eh(z=t) gt

+oo
h(z) = / Apel® e Nt 1o (1 — 1) dt

— 00

+oo
= Alpet* / e~ WFN 10 (2 —t)dt
0

N
o~

+oo
= Apet” / e~ (nA L oof(t) dt Eneffet : 2 -t<0 < 2
0

+oo
)\ue“w/ e~ HNVEAE si 2 <0

[}

+oo
)\,ue’“”/ e~ QL si 0 <
x

A
ad et s <0
At p :
T +—> N est une densité de X — Y
A e & O<uz
A+ p

P(X<Y)=P(X-Y <0)

/hdx

= lim At

r——oo J,. )\—|—/1,

0
/\M lim {le“x}

et dx

)\ +pr=—co |l -
A 1 1
= Y fim ( — e‘”)
Adpro—co\p  p
)\u 1
T Xtun
car > 0, d’ou
A
PX<Y)=—.
A+p
(a) On utilise l’approche fréquentielle par moyenne empirique, ce qui se justifie par la loi faible des grands
nombres.
N = 10%%*5 # nombre de réalisations

M_X2creux, M_X3creux = 0, 0 # moyennes empiriques associées aux événements
for k in range(N):
X1, X3 = -m.log(rd.random()), -m.log(rd.random())
X2, X4 = -m.log(rd.random())/2, -m.log(rd.random())/2
if X2 <= X1 and X2 <= X3: # X2 est un creux
M_X2creux += 1
if X3 <= X2 and X3 <= X4: # X3 est un creux
M_X3creux += 1

print (’Probabilité que X2 soit un creux :’, M_X2creux/N)
print (’Probabilité que X3 soit un creux :’, M_X3creux/N)

13



Exercice

1. def

2. def

def

On obtient, en exécutant ce script,
Probabilité que X5 soit un creux : 0.50077
Probabilité que X3 soit un creux : 0.20037

L’événement « Xo est un creux» est 'événement (Xo < X7, Xo < X3) = (X3 < min (X3, X3)). D’aprés
la question 1(c), min (X7, X3) suit la loi exponentielle de paramétre 1 +1 = 2(X; et X3 sont bien
indépendantes et suivent la loi exponentielle de paramétre 1). D’aprés le lemme des coalitions, puisque
X1, X5 et X3 sont mutuellement indépendantes, Xo et min (X7, X3) sont indépendantes. La question

1(f) montre alors que
2 1
P(Xe <min(X1,X3)) = —— = —.
( 2 X ( 1, 3)) 2+2 2
Ainsi, « X5 est un creux» a pour probabilité % = 0,5. Le méme raisonnement montre que « X3 est un
creux» a pour probabilité 1 = 0,2.

Si X5 et X3 sont tous les deux des creux, en particulier Xo < X3 et X3 < X5 d’out Xo = X3. Autrement
dit, on a 'inclusion

(" X5 et X3 sont des creux ) C (X = X3)
d’on

0 < P(« X3 et X3 sont des creux ") < P (Xs = X3).

Or, P(Xy=X3) =P (X2 — X3=0) =0 car X5 — X3 est a densité d’aprés la question 1(e) (X2 et X3
sont indépendantes et suivent toutes les deux une loi exponentielle). On en déduit donc par encadrement
que la probabilité que X5 et X3 soient des creux est nulle.
L’événement « X, est un creux» ne dépend que des variables aléatoires X3, X4 et X5. L’événement
« Xg est un creux» ne dépend que des variables aléatoires X7, Xg et Xg. Or, les variables aléatoires
X3, Xy, X5, X7, Xg et Xg sont mutuellement indépendantes. Le lemme des coalitions assure alors que les
événements « X4 est un creux» et « Xg est un creux»sont indépendants.

Par le méme argument qu’a la question précédente, les événements « Xy; est un creux» pour ¢ €

{1,...,10} sont mutuellement indépendants et par le méme calcul qu’a la question 2(b), chaque éve-
nement « Xy; est un creux» pour ¢ € {1,...,10} a la méme probabilité % Ainsi : la loi du nombre de
creux parmi Xy, ..., X9 suit la loi binomiale de paramétres 10 et %

non préparé :

eval(P, a):

res = 0

for k in range(len(P):
res += P[k]*axxk

return res

deriv(P):

if len(P) == 1: # si P est constant
return [0]

Pprime = []

for k in range(1l, len(P)):
Pprime.append (k*P [k])

return Pprim

f(P)=2XxP—-P
= —ay + (2a0 — 2a2) X + (2a1 — 3a3) X? 4+ -+ 4+ (2an_2 + na,) X" + 24,1 X" + 2a, X"

£(P):
n = len(P) - 1
if n ==
return [0, 2%P[0]]
res = [-P[1]] # le terme constant est -al
for k in range(1, n):
res.append (2*P[k-1] - (k+1)*P[k+1])
res.extend([2*P[n-1], 2*P[n]])
return res

14
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’ Correction du sujet 7

Question de cours :

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel F, A un scalaire et u un vecteur de F.
Dire que A est une valeur propre de f signifie qu’il existe un vecteur v non nul de E tel que : f(v) = Av

Dire que u est un vecteur propre de f signifie qu’il existe un scalaire u tel que : f(u) = pu

Exercice préparé :

1. Y7 suit la loi binomiale %£(3;1/3).

2. Soit k € {0,1,2,3}. On suppose que 'événement [Y;, =k | est réalisé : I'urne U,, contient alors k boules
blanches et 3 — k boules rouges. On effectue 3 tirages avec remise dans cette urne. La probabilité de tirer une
blanche a chaque tirage est p = k/3 donc Y,,41 sachant [Y;, = k] suit une loi binomiale %(3, k/3).

Ainsi pour tout j € {0,1,2,3},

Py, =k Ynt1=J) = ( ? ) <§)] (3_?>k)3

3. import random as rd

def tirages(n):

= [1]
nb_bl =1 # nombre de blanche
YO =1
for k in range(1l,n+1):
p = nb_bl /3 #proba de tirer une blanche au tirage k

nb_bl = O# initialisation de Yk
for i in range(3):
if rd.random () < p:
nb_bl +=1
L.append(nb_bl)# on ajoute Yk dans L
return L

4. (a) Soient n € N et k € {0,1,2,3}; ZJ 0Py =) Yny1 =4) = Z? O]( )(

pérance de la loi binomiale %(3,k/3). D’aprés le cours, cette espérance vaut 3
bien

) A : c'est Des-

T (35

Wz c.c

= k. Ainsi on a

ZJP[Yn Yopr=j) =k

(b) Ona:E[Y,41] = Z?:o JP (Yn41 = j). On considére alors le systéme complet d’événements ([Yy, = k]);.c (0,3
En appliquant la formule des probabilités totales, on obtient que pour tout j € [[0, 3]] :

3
P(Yay1=17) ZP Yo =k] Yo =7)P(Yn=k).
k=0

Donc en remplagant dans E [V, 1], il vient E[Y,,11] = Zj 0J (Zk o Prv=k) Yns1 =7)P (Y, = k'))
En inversant les &, on obtient : E[Y,,11] = Zk 0 (Z?:OJP[YW,:H (Yoi1 = ])) P (Y, = k). En utilisant

le résultat du 4.(a), on a donc E [V, 1] = Zk:[) kP (Y,, = k). On reconnait alors 'espérance de Y,,. Ainsi
on a montré que pour tout n € N :
E[Y,11] =E[Y,].

(¢) La suite (E[Y,,]) est une suite constante et comme E [Y;]) = 1, on conclut que

E[Y,] =1, pour tout n € N.

15



k(3 — )k + (3 — k)P (Y, = k)

k(3 — k)P (Y, = k)

(2P (Y, = 1) 4+ 2P (Y, = 2))

Ainsi on a bien

2
Yn €N, bypi1+cppr = 3 (bn +cn) -

6. La relation précédente donne (b, + ¢,) converge vers 0.
Comme ce sont des suites & valeurs positives donc

[(bn) et (cn) convergent vers 0 |

7. Si au rang n il n’y a plus de boule blanche, alors il n’y en aura plus au rang n + 1,
autrement dit (Y,, = 0) C (Y41 = 0) ce qui entraine a,, < a,41 et ainsi ’(an) est croissante‘.

Si au rang n il y a 3 boules blanches, alors il y en aura encore 3 au rang n + 1,
autrement dit (Y,, = 3) C (Y41 = 3) ce qui entraine d,, < d,,+1 et ainsi ’(dn) est croissante‘.

(an et (dy) sont croissantes et majorées par 1 donc [elles convergent|
8. Pour tout n € N, E(Y,,) =1, donc b, + 2¢, + 3d,, =1, en passant a la limite on a 3 lim d, =1

n—-+0oo

donc | (d,) converge vers 1/3| et ainsi | (a,) converge 2/3 |

Interprétation.
Aprés un grands nombre de tirages, il est quasi-certain que l'urne sera unicolore avec une probabilité de 2/3
qu’elle contienne 3 boules rouges et une probabilité de 1/3 qu’elle contienne 3 boules blanches.

9. (a) Soit n € N.
L’événement [T > n| signifie que 'urne U,, contient au moins une blanche et au moins une rouge.
Donc [T >n|=[Y, =1]U[Y, = 2].
Ces deux événements étant incompatibles, on a : P(T' > n) =P (Y,, = 1)+ P (Y,, = 2) = b,, +¢,. D’aprés

2 n

6.,bp+cn=1{z) -
v (5)
Ainsi,
2 n
YneN, P(T>n)= (3>
(b) Loide T :

- T(Q) = N* car il faut au minimum un tirage pour qu’il ne reste qu’une seule couleur.

- Soit n € N* fixé; [T > n — 1] = [T = n] U [T > n] (événements incompatibles) donc P(T' > n —1) =
P(T'=n)+P(T > n).

Ainsi P(T =) = P(T'>n—1) = P(T > n) = @)nl - (;)n - (§>n1 (1 - ;)

- (2)7 ]

On observe que T suit une loi géométrique de paramétre p = %

D’apreés le cours on a E(T) = etainsi E(T) = 3.

1
1/3
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Exercice non préparé :

1. def somme_cumul (L) :

M=1
s =0
for elt in L:
s += elt
M.append(s)
return M

2. (a) SidureeA = [3,2,5,1,1,1] et dureeF = [4,2,2,4,4,2], le calcul des durées cumulées de chacune de ces
deux listes donne :
- [3,5,10,11,12,13] pour le joueur A
- [4,6,8,12,16, 18] pour le joueur F.
En position k, on obtient 'instant ol le joueur a terminé la résolution du probléme k.
En comparant les termes en position k£ de ces deux listes, on sait & quel joueur doit étre attribué le
probléme k.
repartition([3,2,5,1,1,1],[4,2,2,4,4,2]) renvoie le couple ( [0, 1,3,4, 5], [2] ) car le seul probléme
pour lequel F' termine sa résolution avant A est le probléme 2 (en effet 8 < 10 ).

(b) def repartition(dureeA ,dureeF):
attrA, attrF = [1, []
duree_cumulA = somme_cumul (dureel)
duree_cumulF = somme_cumul (dureeF)
n =len(dureel)
for k in range(n):
if duree_cumulA[k] < duree_cumulF[k]:# A résout en premier le pb k
attrA.append (k)
elif duree_cumulF[k] < duree_cumulA[k]: # F résout en premier le pb k
attrF.append (k)
return attrA, attrF

17
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’ Correction du sujet 8

Question de cours :

Enoncer l'inégalité de Markov.

Exercice préparé :

1. def simulX(n):

2. Up

La formule des probabilités totales donne : (sce : ((X,, = 7))o<i<3)

a = randint (0, 3)
L = ax[1] + (3-a)*[0]
shuffle(L)
for i in range(n):
k = randint(0,2)
Llk] =1 - L[k]
return sum(L)
1
111
4|1
1

Un+1 = ( P(Xn:j)(XnJrl = Z) )

® Pix,=j) (Xnt1=0)=0 pourj=0,23
e Sachant que : [X,, = 1]. (il y a un et un seul numéro dans A)

la probabilité d’obtenir [X,,11 = 0] est égale a celle d’obtenir ce numéro : donc

On obtient de méme toutes les probabilités conditionnelles.

donc ’pour tout entier naturel n, U,+1 = MUn‘

3. (a) - ¢ est linéaire.

V(Q,P) eR?, V(P,Q) € E?,

plaP +pQ) =

- De plus
p(1) = X; )
X)=-+-X?
p(X)=35+3
2 1
X)) =-X+-X3
d 3773
(x%) = X2
done ¢ (vect (1,X,X2,X3)) CFE
p(E)CE
Donc ¢ est un endomorphisme de F
De plus avec (x) on obtient :
0 1/3
1 0
MatB(QO) - 0 2/3
0 0
=M.

18
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1
b) X+1)3 Py( ):g(X J (X +1) Py(X) (X?-1)(x
1 1 1
3 1 1 1 -1
coord (Py) = 3 3 1 3 1
1 -1 1
1 1/3
13 1| 1/3
M coord (Py) = 3 s| i3
1 -1/3

done ¢ (P(X)) = Po(X), ¢ (Pi(X)) = 2 Pi(X)

2
on obtient bien : | pour k € [[0,3],¢ (Px) = (1 - Bk) Py

1 1
(¢) Py, P1, P2, P5 sont vecteurs propres de ¢ associés a 1, 373 et —1.

¢ a 4 valeurs propres distinctes et dim(F) = 4 donc ¢ est diagonalisable.

1

4. (a) condp(Q) = i (=Uy) ( question 2)

—_ =

1 n
(b) On remarque que @ = Py + P> ce qui entraine " (Q) = 1. Py + (—3> Py

(¢) U, = M"Uy donc
M"Vy = coordp (Po + (—) PQ)

1 1 1/8
1|3 " -1 3/8
=31 3 + <—3) 1 donc U, — 3/8

1 1 1/8

On reconnait la loi binomiale %(3;1/2)

n 1000

N = 1000

T = [0, 0, 0, O]

for k in range(N):
TlsimulX(n)] += 1

print([t/N for t in T ])

print([1/8,3/8,3/8,1/8]1)

5.

Exercice non préparé :

19
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Question

24 2005-2006

’ Correction du sujet 9

de cours :

Donner la définition de la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle. Donner son tableau de variation.

Exercice préparé :

3. def

def

=A% — (rs)?

donc M a deux valeurs propres distinctes rs et —rs (car rs # 0)
=A=rs)(A+rs)

on en déduit que M est diagonalisable et ((;) , (_TS)> est une base de vecteurs propres de M.

eSir=0 et s=0,alors M = (O O) donc M est diagonalisable.

0 0

0

eSir=20 et s#0,alors M = (32 O) donc sp(M) = {0} s’il était diagonalisable alors elle serait

0
nulle et ainsi M n’est pas diagonalisable.

e Idem pour 7 20 et s=0.

decalage(L):
n = len(L)
S=1

for k in range(1l,n):

S.append (L[k])
S.append(L[0])
return S

matrice(al, a2, a3):
A =11
L [al, a2, a3]
for i in range(3):

A . append (L)

L = decalage(L)
return A

4. Si a1,as, a3 sont réels, la matrice A est réelle et symétrique donc ’elle est diagonalisable‘.

5. AU
6. (a)

= (a1 + az + a3) U donc U est un vecteur propre de A associé a la valeur propre (a1 + as + a3).
On a
a1 + jaz + j*as a1 + j%az + jas
AXy = | ay+jas+j%ar | et AXy=| a4+ j%as+jau
as + jai + j2as az + j%a1 + jas

On note alors que AX; = (a1 + jas —|—j2a3) Xo et AXy = (a1 + j2as +ja3) X4. On peut donc prendre
pour s une racine complexe de X2 — (a1 + jas + j2a3) et pour r une racine complexe de X2 — (a1 + j2a9 + jag),
qui existent bien par le théoreme de d’Alembert-Gauss.

On a donc AX; = 52X, et AX, = r2X;. Soit alors ¢ I"endomorphisme de (R3)2 défini par
p(X1) = 2 Xy et 0 Xy = 12 Xy;

la matrice de ¢ dans la base X7, X5 est donc M.
On a alors, par la question 2, ¢ (r X7 + sXa) = rs (rXy + sX2), et o (—rX1 + sX3) = —rs (—rXy + sX32).
Finalement,

A(rX) +sXo) = rs? Xo+sr? X, =rs (rX; + sXo) et A(—rX1 + sXo) = —rs?Xo+sr2 X, = —rs (—rX; + sX3).

20



Plusieurs cas se présentent alors :

- si (r,s) # (0,0), alors r X1 + sX5 et —rX; + sX3 sont non nuls, la famille (X7, X3) étant libre. On a
alors deux vecteurs propres de A associés au valeurs propres rs et —rs.

- si (r,8) = (0,0), alors X3 et Xy sont vecteurs propres associés a la valeur propre 0 .

Finalement, avec la question 5 , on obtient

Sp(A) ={a1 + a2 + ag,rs,—rs}.
7. (a) Onaicia; =1,aa =jetaz =32 Donc s> =1+j2+j=0,etr>=1+1+1=3. An’a donc quune

seule valeur propre, 0 . Si elle était diagonalisable, elle serait semblable & la matrice nulle, ce qui n’est
pas le cas. A n’est donc pas diagonalisable.

(b) On aici a; = j,as =1 et a3 = 0. Donc 82 = j + j +0 = 2j et 2 = j + j2 = —1. On peut donc prendre
s =1/2€'5 et r = i. On a alors
Sp(A) = {1 + 5, V/2ieiE, —\/iz'ei%} .

La matrice A a trois valeurs propres distinctes, et donc est diagonalisable.

Exercice non préparé :

21
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’ Correction du sujet 10

Exercice préparé :

1. A est symétrique réelle donc diagonalisable.
rg(A) =2 donc 0 € Sp(A) et dim (Ep(A)) =1

rg(A—1I3)=---=1donc 1€ S,(A) et dim (E1(A))
or Z dim(E))(M) < 3 donc [sp(A) = {0,1}
AEsp(M)

Détail du calcul des rangs :

=2

rg(A) = rg(6A)

= ’]"g

et on utilisant ces calculs on montre 2 est une base de Ey(A)

2 1
et on utilisant ces calculs on montre -1],10 ) est une base de E;(A)
0 1

2. 1g(A) = 2 donc [la matrice A n’est pas inversible|.

3. def proj(M):
N = [[0, O, 0], [0, O, O], [0, O, O]]
for i in range(3):
for j in range(3):
for k in range(3):
N[il[j1 += M[il [k]1*M[k] [j]
if N[i1[3] t= M[il[j]:

return False

return True

SO = OO

rg(6A — 613)
-1 -2
rg| -2 -4
1 2
-1 -2
rg| O 0

1

A = [[5/6,-2/6,1/6],[-2/6,2/6,2/6],[1/6,2/6,5/6]]

print(proj(A))

# Cela affiche False alors que A”2 = A

Ce probleme vient de la représentation des nombres a virgule en Python qui n’est pas exacte.

22
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On peut imaginer une solution comme :

def proj(M):
N = [[0, O, 0], [0, O, O], [0, O, O]]
for i in range(3):
for j in range(3):
for k in range(3):
N[il[j] += M[i] [k]1*M[k] [j]
if abs(N[il[j] - M[il[j1) > 1E-8:
return False
return True

4. ona A2=Adonc fof=f
Raisonnons par double inclusion :

e Soit © € Fy, on a alors f(z) =« donc « € Im(f) et ainsi By C Im(f)
e Soit z = f(y) € Im(f), on a alors f(x) = f(f(y)) = f(y) =« donc Im(f) C Ey

Imf :El

Remarque les autres méthodes ici sont trés calculatoires.

5. def ps(u, v):
c=20
for k in range(3):
c += ulk]*v[k]

return c
6. (a) By = Vect((—1,1,1),(1,2,5)) Ep = Vect((1,2,-1))
———— N — ——
Ul u2 v1

vy L ug et v1 L ug donc vy L Ej et ainsi Ey L Fy, autrement dit : Yu € Ey, Yv € Ep, (u,v) =0.
(b) Im(f) = FE; donc f(z) € Ey
fof=fdonc f(z) —x € Eg et ainsi: Vy € Fy, f(x)— x orthogonal a y.

1 1
7. | —=(—1,1,1); 1,0,1 est une base orthonormée de Ej.
(511 s000) :
1 1

2
Pour t = (1,2,1) on a: f(t) = 3(1,2,5) donc ¢t — f(t) = 5(2,4, —2) et ainsi |d(t, E1) = 5\/6
Remarque : On sait que la distance de u a F est ||u — pp(u)l].
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’ Correction du sujet 11 ‘

Question de cours :

il suffit que Fx soit continue sur R en entier et de classe C! sur R privé d’un nombre fini de point.
Pour déterminer une densité on dérive Fx 1a ou elle est dérivable. (on compléte comme on veut)

Exercice préparé :

L (@) fie) =n =10

xT

Pour les limites : pas de difficulté en 0 et en 400, une Crois.Compar. donne f,(x) ~ z™

3=

Un +OO

fn ((i)) Z%—F%ln(n) -
= (In(n) + 1)~

1
<—(n—-1+4+1)—
~(n-1+1)-n

<1l—n
<0 carn = 2

Avec le tableau de varaitions et le théoréme de la bijection on en déduit :

2005-2006

Pour n > 2, il existe un unique réel u, €]0, nw [ tel que f,, (u,) = 0 et un unique réel v,, €] n=w, 400 [

tel que f, (v,) =0.

2. (a)
1
fn ((271)1/") =2n——In(2n) —n
n
1
zn——2n-1
n-(en—1)
1
>n—2+— =0 car n = 2.
n

donc f, ((271)1/") > f(vn)

or v, €ln"w, 400, (2n)w G}nfiﬂroo{ donc Vn =2, v, < (2n)w.

(b) from matplotlib.pyplot import *
from math import *

def f(n,x):
return x**n - log(x) - n

def v(n):

a = n¥x(-1/n)

b = (2*n)**(1/n)

while b-a > 0.001:
m = (a+b)/2
if f(n,m) > O:

b=m

else:

24



a=m
return (a+b)/2

figure(’vn’)

x = [ k for k in range(2, 30) ]

y = [ v(k) for k in range(2, 30) ]

plot(x,y,’x’)

show ()

Conjecture : (u,) semble converger vers 1.

nV" <o, < (Zn)l/" donc — lnin <In(v,) < In(2n)
n n

On en déduit que : (In(v,)) converge vers 0 puis que (v,,) converge vers 1

donc avec lindication, nln(v,) ~ In(n)

n——+oo
In(n)
de plus v, — 1 douc In (v,) ~ v, —1donc | v, —1~—=
“+o0 n
3. (a) def u(n):
a = 0.0001
b = nx*(-1/n)
while b-a > 0.001:
m = (a+b)/2
if f(n,m) > O:
b=m
else:
a=m
return (a+b)/2
figure(’un’)
x = [ k for k in range(2, 30) ]
y = [ u(k) for k in range(2, 30) ]
plot(x,y,’x’)
show ()
(b) ’U’ZI% =In (un-i‘l) - (’I’L + 1) =0 et fn (un+1) = uZJrl —In (un-i-l) -n donc
fn(un+1)::u2+147u21%471
=Upi (1 —tny1) +1
>0
On en déduit que fy, (upt1) > fn (un) puis que up41 < U,  (u,) est décroissante.

(¢) 0 < uy, < n~% donc 0 < ul' < % donc (gendarmes) lim wu; = 0.
n—-+oo

un™ — In(u,) —n = 0 donc In(un,e™) = uly — 0 donc

Exercice non préparé :
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’ Correction du sujet 12

Question de cours :

Si f continue sur [a,b] et si f dérivable que ]a, b[ alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f/(c) = ————=

Exercice préparé :

1. Il est clair que X suit une loi de Bernoulli de paramétre %
Pour Xs, on a X»(2) = {0,1,2}. On a alors

P(X2 = 0) = lezo(XQ = O)P(Xl = 0) + PXl:l(XQ = O)P(X1 = 1)
1o
T 2r+1
P(X, = 1) = PXl:O(XQ = 1)P<X1 = 0) + PX1:1(X2 = 1)P(X1 =1)
B 1 1 1 1
T 2r+1 21
1
r+1
P(X2 = 2) = PXl:()(XQ = 2)P(X1 = 0) + PXl:l(XQ = 2)P(X1 = 1)
1o
T 2r+1

X3 peut lui valoir 0, 1, 2 ou 3 et

P(X3 = 0) = PXQZO(X;; = 0)P(X2 = 0) + PX2:1(X3 = O)P(X2 = 1) + PX2:2(X3 = O)P(XQ = 2)
o r T2
T2r+1)1+12

P(Xs = 1) = Py,_0(Xs = DP(X5 = 0) + Px,—1(Xs = 1)P(Xa = 1) + Px,2(Xs = 1)P(X = 2)
. 1 1 1 1
T 2r4+1) 1412 tary

P(X5=2)=Px,—0(X3 =2)P(Xy =0) 4+ Px,=1(X3 =2)P(X3 = 1) + Px,—2(X3 =2)P(X2 = 2)
11 1 r 1
T 2r+1 +§r+11+r2

P(X5=3)=Px,—0(X35 =3)P(X2=0) 4+ Px,-1(X3 =3)P(X2 = 1) + Px,—2(X5 =3)P(X2 = 2)
1o r?
=it

2. On propose la fonction suivante :

import random as rd
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def simulX(n,r):
alpha =1
beta =1
X=0
for i in range(n):
if rd.random() < alpha/(alpha+beta):
X +=1
alpha *= r
else:
beta *=r
return X
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3. (a) On itére le proceédé :
def loiX(n,r):
N=1000
loi = [0 for _ in range(n+1)]
for _ in range(N):
loi[simulX(n,r)] += 1/N
return loi

(b) On peut utiliser :

plt.bar(range(0,100+1),10iX(100,2))
plt.show()

On obtient alors le diagramme suivant :

0.225

0.200 1

0.1751

0.150 1

0.125 +

0.100 4

0.075

0.050 4

0.025 4

0.000 - . T r v r I
0 20 40 60 80 100

4. On note que pour tout n, P(X,11 =n+1) =
que pour tout n

1= P(Xy = n), et on en déduit par une simple récurrence

n ri_l n—1 ’I“i
P(Xn =n) :H 14t H 147t
i=1 =0
5. On note que pour tout n, p,(r) > 0 et alors
Pry1(r) _ it

= <
Dn(7) 14 pntl

La suite (p,(r)) est donc strictement décroissante, et comme elle est minorée par 0, elle converge.
De méme, comme r > 1, on a pour tout n g,(r) > 0, et
gn+1(r) 1

=1- < 1.
qn(r) r2n+s

La suite (g, (r)) est donc strictement décroissante, et comme elle est minorée par 0, elle converge.
6. Pour la premiére égalité proposée, il suffit de noter que pour tout k,
¥ - r¥ - 1
L4+rk  rk(r=k4+1) 147k

Remarque : on a une erreur d’enoncé ; le dernier terme du produit devrait étre 14-%
e . _ —k .
On a donc, avec I'inégalité admise : 1 +r~% <e” |, puis
1 —k
- > e_r
> .
147k

On en déduit, tous les termes étant strictement positifs :

VneN, pu(r)=e” e e
n
> exp (— Z r‘")
k=1

Les deux suites convergent, et donc en passant a la limite, on obtient bien

p(r) = exp (—T11> -
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7. En utilisant 'inégalité admise a la question précédente, on a alors pour tout k

1 st
— o <
et donc pour tout k,
1
qn(r) < exp <_ Z T2k+1>
k=0
I 1
con(-13 1)
( =0 (r?)
1 ]- - 7}
<exp|—- _7"2£2
-
T InFT
con(-52)

Comme précédemment, les deux suites convergent, et en passant a la limite, on obtient bien le résultat
annonceé.

8. On note qu’on a pour tout n
1

P(Xn = n) = ipn—l(’r%

et donc la suite (P(X,, = n)) converge bien, vers $p(r).
On peut donc encadrer cette limite :

1 1 1 1 r
vr > 1, 2exp<1r> < §p(r) < 5 &xP <17"2)

Exercice non préparé :
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BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 13

Question de cours :

Pour z dans ]0,1] , f'(z)=—

Exercice préparé :

1. (a) 4p?> —4p+1=(2p+1)? > 0 donc 4p(p — 1) > —1 et a ainsi on a bien : | p(1 —p) <

> =

(b) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

VtE>0 P(|X,-pl<t)>1-

en prenant ¢ = \/% on obtient :

P<p€‘|Xn_ §aXn+§
Vn n
P<p€ an\/S;XnJr\/gD >1fi
n n 20

——

0,95

)21_p<l—p>

a fortiori

2. import random as rd
from math import *

def test(n, p, a, b):
c=0
for k in range(n):
¢ += int(rd.random()<p)
return int(a <= c/n <= b)

()_(n —-p> 5) = (nt)_(n > nt(p+ 5))
_ (entX,L > ent(p+z-:)>
(b) L’inégalité de Markov donne :

L E ( ntyn)
P (entXn S ent(p+5)> < e
= ent(p+e)

- (7) e -
= (e'p+q)"
= exp (n In (etp + q))

On en déduit enfin I'inégalité suivante : ’P (Yn —p> 5) < e”(l“(pet“)*t(l’“))‘

(¢) On a l'inégalité suivante :

_ ﬁ—t)
vt € Ry, P(Xn—p>s)<en(8 ).

t2

| - | )
Une étude de fonction permet de montrer que le minimum de la fonction ¢t — e ( 8 est obtenu
en t = 4e et vaut —2e.

D’ou l'inégalité : ’ P (Yn —p> 5) < e 2ne’|
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4. En posant Y = 1 — X}, on peut appliquer tous les résultats précédents en remplagant p par q et ainsi

P (Yn —q 2 5) < 6—277,62

9. - B )
(|Xo—p|2e)=(Xn—-p=e)U(Xn—p< —)
(Xn—p2e)U(1-Y, —p<—¢)
(Xn—pze)U(Yn—qg=¢)
VEER*,P(|Yn—p’ 25) < 2¢72ne
6.

2e72m¢" — 0,05

—m ~ 1,35 et vV5~ 224 donc

Exercice non préparé :

& exp (—2ne®) = 0,025
& —2ne? = In(0, 025)

1
=3 /——1 2
Se o™ n(0,025)

on a ici un intervalle de confiance de plus petite amplitude.
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2005-2006

’ Correction du sujet 14

Question de cours :

Une application linéaire soit injective si, et seulement si, Ker(f) = {0g}

Exercice préparé :

1.

(a) Calculons la fonction de répartition de Z = —1In

).
t

Soit donc t € R. Si ¢t < 0, il est clair que P(Z < ¢) = 0. Sinon, on a

P(Z < 1)

On reconnait alors la fonctiond de répartition
suit bien cette loi.

import math as m
import random as rd

def y(n):
liste [-m.log(rd.random()) for k
return max(liste)

def s(n):

f=0

for k in range(1l,n+1):
f += 1/k

return f

def conj(n):

N = 10000

moyenne = 0

for _ in range(N):
moyenne += y(n)/N

return moyenne/s(n)

print([conj(k) for k in range(1,100)]1)

P(—1n(U) < #)

=PU =e
=1-PU<e™
=1—¢"!

d’une loi exponentielle de paramétre 1, et donc — In(U)

in range(n)]

2. Soit t € R. On note que le maximum des X; est inférieur & ¢ si et seulement si tous les X; sont inférieurs a t.

On a donc, pour z > 0 :

F,(x)=P(Y,

n

P
i=1

H P(X;

=1

(1—e")

n

<z

)

ﬂXi<m>

< x) par indépendance

n

Les X; ne prenant que des valeurs positives, il est clair que F,,(z) = 0 si = est strictement négatif.

La fonction F}, est bien C!, sauf éventuellement en 0

0= lim 0).

z—0~

, et est bien continue sur R (en 0, on a lim (1—e %)

z—0t

En dérivant cette fonction, on obtient donc une densité :

vz R, fn<x>={ 0

ne

siz <0

(1 —e ™)1 sinon
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3. (a) Montrons par récurrence sur n € N* la propriété p(n) : “Vu € [0,1], (1 —u)™ > 1 — nu”.
— (1) est triviale.
— Soit n € N*. Supposons ¢(n), et montrons ¢(n + 1). On a alors
(1—uw)"™ =1 —u)(l—u"
2 (1 —u)(1 — nu) par ¢(n)
=1- (n+ 1)u—nu?
21— (n+1u
On a bien ¢(n + 1).
Par récurrence, on a donc bien Vu € [0,1], (1 —u)” > 1 — nu.

(b) La fonction 1 — F), est continue en 0, et on étudie donc I'intégrabilité au voisinage de +o00. Soit = > 0.
Alors e € [0, 1], et donc
1-F,(z) <1—(1—ne *)=ne ™.

Les fonctions 1 — F,, et @ — ne™® étant positives, et cette derniére étant intégrable, [;°(1 — F,(z))dx
converge.
De plus, on a de la méme fagon pour tout = > 0

0<2(l - Fy(z)) <nwe ™ — 0,
et par encadrement des limites, lim (1 — F,(x)) = 0.

4. (a) Soit A > 0. Soient u et v les fonctions définies sur |0, A] par u(z) = x et v(z) = 1 — F,(z). u et v sont
de classe C; sur |0, A], et donc par intégration par parties

A A
/0 xfn(x)de = —/0 u(z)v'(x)dx
A
= — [u(z)o(x)]) + /0 o (z)v(x)da

A
:—A(l—Fn(A))—i-/O (1— Fy(e))da

(b) On a vu en 3b que le membre de droite de l'égalité précédente convergeait quand A — oo, vers
[ee]

oo
(1 — Fy(x))dz. L’intégrale / xfn(x)da converge, et donc Y, admet bien une espérance, qui est
0

0
celle demandée.
5. La fonction ¢ : t €]0,1[— —In(1 —¢) est bien de classe C!, et donc par changement de variables :

E(m:/o (1= Fy(—In(1— ) -2 /0 L= g,

1—t 1—1¢

On reconnait alors une somme géométrique :

1 n—1
t#1 =) ¢tk
AL T ;;J

et donc par linéarité de l'intégrale

&
D)
Il
S—

I
c\
>
~
>
o,
—

1T
=]

I
iy
= O

| — |
=
+| +
_| =
—_
o —

ol
I
=)

Il
[
T =

E
Il
-

Exercice non préparé :
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BCPST 24

’ Correction du sujet 15

Question de cours :

Une famille F de vecteurs de E est génératrice de E signifie que : E = Vect(F).

Exercice préparé :

1. f > 0et f est continue sur R et / flt)ydt = [— exp (
0

2. Fx :xz+—> (1 — exp <—;2)> 1g+(2)

3.

4.

’ f est une densité ‘

(a) Y est a valeurs dans R+, et pour z >0

’ Y suit la loi exponentielle de paramétre 1 ‘

(b) Y est & valeurs dans R’ donc U =1 —e™" est & valeurs dans ]0, 1[, et pour z €]0, 1],

PU<z)=P(l-e¥ <2)
=PY < —In(l —xz))

-1 611r1(17x)

=X

| U suit la loi uniforme sur ]0, 1] |

(¢) import random as rd
from math import *

def YO :
return -log(l-rd.random())

(d) def X(a):
return sqrt(2*a*Y())

1
(a) g:x— ———e 2a

2mwa
(b)

x th 7t2
tfydt = | — ) at
| erwa= | aexp<2a)

e (Com(-E

+oo
— / exp (
T—r—+00 0

(c) E(Y)=1 et X?2=2aY) donc

—t2
)
B(X) =,/ %
E(X?%) =2a
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ra (4—m)a

(d) V(X) = B(X?)— B(X)? =20 — ™ —

2 2
I I
5. (a) E(Sp) = o kz_l E(X}) = o ’; 2a =a, donc | S, est un estimateur sans biais de a |
(b) +o0 45 2 + 2
Rl —t >4 u
/ — exp < ) dt = / ieiidu
0 a 2(1 0 a

2

u=—

2
du = tdt

1
donc E(X*) = 8a? (on passe par la loi exponentielle de paramétre —) :
a

donc X? admet une variance et V (XQ) = 4a2.

(c)
1 n
V(Sn):@ZV(XE)
=1
1 2
_Wxnlea
a? 1
:7<7
n n
1 V (S,
P<|Sn—E(Sn)|<>>1— (1)
1 1 1
P(ae}Sn 107Sn+10|:>/ _ﬁ
n — 100
P
n
n — 100 95
- 100@ 00n 0000 = 95n
< 5n = 10000
< n = 2000

Exercice non préparé :

34



BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 16

Question de cours :

1
Si a =1 In est une primitive de — S sur 10; +o0]

1 1
Sia#1axr— 1 aacl_o‘ est une primitive de — & sur 10; +o0|

Exercice préparé :

1. On propose le code :

import random as rd

def embauche(n,s):

i=0
x =0
while i < n and x < s:
i+=1
x = rd.random()
return x

def competence(n,s):
N = 1000
comp = 0
for _ in range(N):

comp += embauche(n,s)
return comp/N

2. Si le seuil est fixé a 0, alors le premier candidat sera presque stirement embauché. Ainsi,

B(Zn0) = B(X1) = 5.

Si le seuil est fixé a 1, alors presque siirement aucun candidat n’aura la compétence nécessaire, et donc le
dernier candidat sera embauché. Ainsi

3. On a par indépendance des candidats
PBN[Zys <t]) =P([X1 <s]N[Xe<s]N---N[Xpo1 < s]N[X, <))
=s""1
4. On a par indépendance des candidats
P(AxN[Z,s <t])=P([X1 <s|N[Xz <s]N---N[Xk1 <s]N[s <X <))

st —s) sit<s
10 sinon

5. On peut appliquer la formule des probabilités totales, avec le systéme complet d’événements {A;, ..., A,—1, B}.
Sit>s:

n—1
P(Zps<t)=> P(Ax N [Zns <t])+ P(BN[Zy, < t])
k=1

Sit < s, la méme formule donne



6. Ainsi, la fonction de répartition de Z,,  est continue (on vérifie facilement la continuité en s, 0 et 1), de classe
C! sauf éventuellement en s, 0 et 1.

Ainsi, Z,, s est une variable & densité, de densité

L= Gs<i<t
sis
st si0<t<s

la densité étant nulle partout ailleurs.

7. On peut donc calculer l'espérance de Z, s, la densité étant continue par morceaux sur [0,1] :

s 1
E(Zn,s)Z/0 tf(t)dt+/ tf(t)dt
1—-s"1

1
n—11 2 2
= Z 21—
S + T 2( s%)
1 1
_ Zgntl (1 — s™)(1
55"+ 2( sM)(1+s)
1
=3 (1-s"+s)
8. Soir ¢ :]0,1[— R définie par
1
Vs €]0,1], ¢(s) = 3 (I—-s"+s).
Alors ¢ est dérivable, et pour tout s €]0, 1],
'(s) = 1 (1—ns"1)
5 .

1
La fonction ¢ est donc croissante sur }0, (%) "‘1} et décroissante sur [(%) | {

1

Elle admet donc un maximum en s}, = (+) ", qui vaut

9. On propose le script suivant :

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

for n in [5,10,50]:

N=100
s = np.linspace(0,1,N+2)
s = s[1:-1] 0.8
y= [1]
for val in s:

y .append (competence (n,val))
plt.plot(s,y)
y = .B*(1+s-s**n) 0.6 1
plt.plot(s,y,’k’)
xs = (1/n)**(1/(n-1)) 0.5
ys = .b*(l+xs-xs**n) . w w . .
plt.plot([xs], [ys],’ko’) . ' ' . .
plt.show()

0.9 1

0.7 1
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BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 17

Question de cours :
Si f et g sont deux fonctions définies au voisinage de 400 et ne s’annulant pas, « f et g sont équivalentes au
voisinage de +00” si la fonction quotient f/g tend vers 1 en +oo.

Exercice préparé :

1. (a) La fonction f est continue sur R* et lim,_,ozln|z| = 0 = f(0) donc f continue sur R.

(b) La fonction g est C! sur R* (produit de fonctions C') et, pour tout z # 0 : ¢'(x) = 2z In|z| + =
g9(x) — (0) g9(z) — 9(0)

z—0 z—0
Comme f est continue sur R, ¢’ aussi et ’ g est bien de classe C' sur R‘.
§(@)—g'(0) _2f(a)+a

z—0 z
La fonction ¢’ n’étant pas dérivable en 0, ’ g n’est pas de classe C? sur R‘.

limg, _o_ = limg .oy =0, g est dérivable sur R et on a :Vx € R, ¢'(z) = 2f(x) +

()

=1+ 2In|z| qui tend vers —oo quand x tend vers 0 .

2. Soit (Ao, A1, i) € R3 tel que : Vo € R, Aofo(z) + A1 f1(z) + pf(x) =0
En prenant successivement z = 0,1, 2 on montre que (Ag, A1, ) = (0,0,0)
Par conséquent, la famille (fo, f1, f) est libre. C’est donc une base de I’espace vectoriel F'.

3. # Version sans numpy
def £(x):
if x == 0: # Attention a x=0
return 0
return x*log(abs(x))

def F(a,b,c):
x = [ -1 + 2¥k/100 for k in range(101) ]
y=[a+bxt + £(t) for t in x ]
plt.plot(x,y,’b’)
plt.show()

# Version numpy
def f£(x):
return x*np.log(np.abs(x)) # ici difficile de mettre le cas x = 0

def F(a,b,c):
x = np.linspace(-1, 1, 100)
y = a + bxx + £f(x)
plt.plot(x,y, ’r’)
plt.show()
4. Vx € R, h(z) =a+ bz + cf(x)

2 =0 donne m7 r=1— m et 2=2— [c=(h(2) —a—2b)/f(2)]

def £(x): # Ici cela ne fonctionne pas avec les fonctions numpy
if x ==

return O
return x*log(abs(x))

def Questiond(h):
a = h(0)
b = h(1)-a
c = (h(2)-a-2xb) /£(2)
return [a,b,c]

5. (a) Soit ¢ € F, il existe (Ao, A1, ) € R? tel que ¢ = Ao fo + A1f1 + pf. Ainsi, pour tout réel x, zp(z) =
Aoz fo(z) + Mafi(z) + paf(x) = 2fo(x) + M fi(z) + pg(z).
Puisque g est dérivable sur R,z — z¢(x) est bien dérivable sur R.
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Soient (p1,p2) € F2, A € R et x € R. Par lindarité de la dérivation, on a bien :
D (Ap1 + ¢2) () = AP (1) (2) + P (2) ().

Ainsi @ (Ap1 + ¢2) = AP (1) + P (p2) et P est bien linéaire.

Ve e R, @ (fo) (x) =1= fo(z) donc ®(fo) = fo, P(f1)(z) =22 =2f1(z) donc ®(f1) =2f1
(f)(z) = ¢'(x) = x +2f(x) = fi(z) + 2f(z) donc (f) = f1 +2f

(¢) On a démontré que @ est linéaire et, puisque @ (fy), P (f1) et ®(f) appartiennent a F, par linéarité,
pour tout élement ¢ de F, ®(p) appartient également & F donc ® est bien un endomorphisme de F et

0 0
2 1 (avec B = (f1, f2, f3))
0 2

(d) La matrice M est de rang 3 (matrice triangulaire dont les termes diagonauz sont non nuls) donc M est
inversible et ® est bijective. Par le calcul, on obtient :

1 0 0
Mt=[0 1/2 —1/4
0 0 1/2

(e) M étant triangulaire, on peut lire ses valeurs propres sur sa diagonale donc Sp(M) = {1,2}. Par le
calcul, on détermine les sous-espaces propres de M, on obtient :

1 0
Ey (M) = Vect 0 ) E5(M) = Vect 1
0 0

La somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a 2 donc, d’aprés la condition nécessaire et
suffisante de diagonalisation, M n’est pas diagonalisable. Par conséquent, ¢ non plus.

Exercice non préparé :
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BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 18

Question de cours :

1 -3 —
fit— 73 sur ]0; +00[ admet pour dérivée t — - et pour primitive ¢t — o

Exercice préparé :

1. import numpy as np
rg = np.linalg.matrix_rank
vp = np.linalg.eig

def rang M(a):
M = [[a’o’a],[0,1,0]’[8"0’8']]
return rg(M)

2. def elts_propres_M(a):
M = [[a,0,a],[0,1,0],[a,0,a]]
return vp(M)

print(elts_propres_M(0))

(array([0., 1., 0.]
[0., 1., 0.]
[0., 0., 1.]

3. La premiére et la troisiéme colonne de M (a) sont égales, et non nulles si et seulement si a # 0.
La deuxiéme colonne de M(a) est linéairement indépendante des deux autres colonnes. Ainsi :

1 sia=0

rang(M(a)) = { 2 siaz0

4. On a vu que rang(M(a)) # 3. Ainsi 0 est une valeur propre de f,.
De plus f,(e2) = es, donc 1 est aussi une valeur propre de f,.

5 -Casl:a=0.

0 0 0
Alors M(0)= [0 1 0| donc: Ker(fy) = Vect(ey,es).

0 0 O
Dong, si a = 0, une base du noyau de fj est la famille (e, e3).
-Cas2:a#0.

x
Alors : (z,y,2) € Ker(f,) & M(a) |y | =0&
2

z =-—x
=0
Dong, si a # 0, une base du noyau de f, est la famille (e; — e3).
6. (a) On calcule :

Puisque a # 0, ce systéme équivaut a : {

1 2a 1
M) 0] =|0]=2a]|0
1 2a 1
Autrement dit : fq(e1 + e3) = 2a(e; + e3).
Ainsi e; + e3 est un vecteur propre de f,, associé a la valeur propre 2a.
Trois cas apparaissent :

1
- Cas 1:a¢/{0, 5} De plus Sp(fa) = {0,1,2a} et les sous-espaces propres de f, sont des droites

vectorielles :
Ey=Vect(es —e3) ; Ey=Vect(ea) ; FEa2a=Vect(e;+e3).
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1

-Cas2:a= 3
.Sp(fa) ={0,1}; . dim(E1) =2et E; = Vect(ea,e1+e3); . dim(Ep) = 1et Ey = Vect(eg—e3)
-Cas3:a=0.

Sp(fa) ={0,1}; . dim(Ey) =2et By = Vect(er—es,e1+es); .dim(Eq) =1et By = Vect(ea);

(b) En conclusion, dans tous les cas, la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 3 donc
’ fa est diagonalisable‘.

7. (a)
. La matrice nulle, notée 0, commute avec A, puisque 0.A =0 = A.0. Ainsi 0 € F.
. Considérons deux scalaires a1 et ai, deux éléments de F notés By et Bs.

A(OllBl + OZQBQ) = OélABl —+ CKQABQ
= aiB1A+a9ByA carBi€Fet By F
= (OélBl + OégBQ)A.

Ainsi (a1 By + aeBs) € F. Donc F est stable par combinaison linéaire.

En conclusion : ’F est un sous-espace vectoriel de M3(R) ‘

(b)
On vérifie facilement que g est linéaire : si a1 et ay sont deux réels, si Q; et Q2 sont deux éléments de Ry[X],
alors :

9(a1Q1 + a2Q2) = ((G1Q1 +a2Q2) (M), (@1Q1 + a2Q2) (N2) , (01Q1 + a2Q2) ()\3))

= (Ql(/\l)7 Q1(M2), Ql(/\3)) + ag (QQ (A1), Q2 (N2), Q2 (/\3))
= a19(Q1) + a29(Q2).

Ainsi ’g est une application linéaire‘.

Il reste maintenant & prouver que g est une application bijective.
Supposons qu'un élément @ de Ro[X] appartienne au noyau de g.

Alors g(Q) = Ops, donc (Q(A1), Q(A2),Q(A3)) = (0,0,0). Ainsi @ admet au moins trois racines, qui sont
supposées distinctes. Or @ est un polyndme de degré inférieur ou égal a 2, donc @) est nécessairement le
polynéme nul.

On vient de prouver que Ker(g) = {0}. Donc g est injective.
avec le théoréme du rang on en déduit g surjective.

Finalement, |g est bien un isomorphisme de Ry[X] dans R?

(¢) La matrice A est d’ordre 3 et posséde trois valeurs propres distinctes, donc A est diagonalisable et
Sp(A) = {)\17)\2,)\3} :

A 0 O
il existe une matrice P inversible telle que A = PDP~! ou D = 0 X O
0 0 A3

Soit M une matrice de M3(R).
On pose C = P"'MP, ce qui se réécrit M = PCP~", puis on raisonne par équivalence :

MeF & AM=MA
& (PDP™YH(PCP™') = (PCP Y)Y (PDP™Y)
< P(DC)P~!'=P(CD)P!
& DC=CD

On notera que toutes les équivalences sont valables puisque P et P~1 sont des matrices inversibles.

ap az asg
(d) Considérons C'= | by bz b3 | (on évite la notation ¢; qui est utilisée dans la suite de I’énoncé) et
di dy ds
calculons :
a; a2 as )\1 0 0 al)\l ag)\g a3>\3
CD=|b by bs 0 A2 0 ) =[0biA1 bara Db3)s
dy de ds 0 0 s did1  dade  ds)hs
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Par ailleurs :

)\1 0 0 ayp a2 as a1)\1 CL2>\1 (lg)\l
DC=10 X O bi by bs | = biAa bada b3
0 0 As di do ds dids  dads  d3ls.

On raisonne alors par équivalence : CD = DC équivaut a un systéme linéaire de 9 équations trés simples.

On ne va pas toutes les écrire, mais parmi celles-ci il y a trois équations correspondant aux termes diagonaux
qui ne donnent aucune information : par exemple, a; A1 = a1 \;. Les six autres équations, correspondant aux
termes non diagonaux, sont plus intéressantes. Par exemple ag A2 = asA;. Ceci équivaut a : az(Aa — A1) =0,
c’est a dire ag = 0 puisqu’on a supposé o # Aj.

En raisonnant ainsi, on obtient que CD = DC si, et seulement si, as = a3 =b; = b3 =d; =dy = 0.

Pour le dire simplement : C' commute avec D si et seulement si C' est diagonale.

Faisons le bilan des deux derniéres questions :

McF < D({P'MP)= (P 'MP)D
&  (P7'MP) est diagonale

C1 0 0
& Flei,eo,c3) €R? PTIMP=| 0 ¢ 0
0 C3
C1 0 0
& Fle,ea,c3)€R M=P| 0 ¢ 0 |P7L
0 0 C3

(e)
On va raisonner par double inclusion, en notant G = {Q(A),Q € Ry[X]}.
Remarquons avant de commencer que G = Vect(I3, A, A?).

o Tout d’abord, I3 commute avec A, A commute avec A et A% commute avec A. Donc I3, A et A% appartiennent
A F. Or F est stable par combinaison linéaire, donc G = Vect(I3, A, A?) C F.

e Pour l'inclusion réciproque, supposons que M € F.

C1 0 0
D’apreés la question (5d), il existe trois réels ¢q,co,c3 telsque M =P | 0 ¢ 0 pL
0 0 C3

D’aprés la question (5b), puisque g est une application bijective, il existe un unique polynéme @ de Ro[X]
tel que g(Q) = (c1, 2, ¢3), autrement dit tel que Q(A1) = ¢1, Q(A2) = c2, Q(A3) = c3. Ainsi

QA1) 0 0
M = Pl 0 QO 0 |P!
0 0 Q(A3)
MO0
- PQ( 0 X 0 )P*l
0 0 A
MO0
- Q(P 0 X 0 P*l):Q(A)
0 0 A

On a bien démontré I'inclusion réciproque.

(f) Ici @ = 1 donc M(1) a trois valeurs propres distinctes, donc le résultat de (5e) peut étre appliqué :
F = Vect(I3, A, A%) donc (I3, A, A?) est une famille génératrice de F.

11 ne reste qu’a montrer la liberté de la famille (I3, A, A?) pour conclure.
On a:

1 0 0 1 01 2 0 2
Is=10 1 0] ; A=|0 1 o] ; A’=[0 1 0
0 0 1 1 01 2 0 2

Soient 1,72 et v trois scalaires tels que 113 + v2A4 + 1342 = 0. On a alors :
N+72+23=0 5 mtrt+e=0 ; 72+273=0.

Conclusion : (I3, A, A%) est une base de F.
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’ Correction du sujet 19

Question de cours :

Une variable aléatoire est & densité si, et seulement si, sa fonction de répartition Fx vérifie :

Fx est continue sur R et C! sur R privé d’un nombre fini de points

Exercice préparé :

1. (a)

n n
Vi€ [Lin], [XTDhy =Y (X" k[Dlk; =D wx [Py =djz;
k=1 k=1 :;?i/l;j

Puis [XTDX]l’l = Z[XTD]l,i[X]i,l = Zdzxzmz = Zdl.’bf .
i=1 i=1 i=1

import numpy as np

def question_1_b(X, D):

n = len(X)

s =0

for i in range(n):

s += D[i]*X[i]**2

return s
Supposons que les coefficients diagonaux de D sont strictement positifs. Alors pour tout vecteur colonne
X non nul,

car 3i € [1;n] tel que x; # 0.

Réciproquement, supposons que pour tout vecteur colonne X non nul, XTDX > 0. Soit k € [1;n]. On
pose Xy le k iéme vecteur de la base canonique. Alors

n
XIDX), >0 Zdi[Xk]f >0 < dy > 0.

i=1

Ainsi, on a bien ’équivalence.

AU, = 4U; donc | Uy est un vecteur propre de A ‘ associé a la valeur propre 4.

AUy = Uy et AU3 = Us. Us et Uz sont donc des vecteurs propres de A associés a la valeur propre 1.
De plus, on obtient aussi que Uz - Uz = 0, ||Uz]| = 1 et ||Us]| = 1 donc (Us,Us) est une famille
orthonormée.

Cela induit que le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est de dimension au moins 2. Comme
la matrice A est de taille 3 et que le sous-espace propre associé a la valeur propre 4 est de dimension au
moins 1, on obtient que

* le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est de dimension 2,

* le sous-espace propre associé a la valeur propre 4 est de dimension 1.

donc ‘ (U, Us) est une base orthonormée | du sous-espace propre associé a la valeur propre 1.
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3. def

1 1 1
1 V3 V2 V6 200
Onpose: ﬁUl U, Us| = % —% \/%—32 et| D= 8 (1) (1)
1 0 —=2
V3 V6

La matrice P est la matrice de passage de la base canonique vers la base orthonormée de vecteurs propres

1
de A U,UQ,Ug) ce qui garantit d’une part que | PTP = I5 | et d’autre part que
(50 qui g part q part q

0
Al=P x 0| x Pt =|PD?P 1|
1

S O =
o = O

La matrice D étant diagonale, elle est symétrique donc D = DT De plus, tous ses coefficients diagonaux
sont non nuls ce qui garantit que D est inversible. Par ailleurs, comme PT P = I3 on sait que P~ = PT.
On a enfin

A=PD*P' =(PD) x (DP™!) = (PD) x (D' PT) = (PD) x (PD)".

Posons M = PD. ’M est inversible‘ car est le produit de deux matrices inversibles et on a bien
A= MM7]

Soit C = M~*B(M~1)T. Calculons

CT _ (Mle(Mfl)T)T _ ((Mfl)T)TBT(Mfl)T — Mle(Mfl)T =C

car B est une matrice symétrique. On obtient bien que ’C est symétrique ‘ On sait alors que C' est
diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs propres donc : il existe une matrice diagonale A
et une matrice orthogonale @ telles que C' = QAQT.

Par ailleurs

C=M'BM YW —= Cc=M'BM")"' <= B=MCM",

On obtient finalement que

_ AT T: A T:AT
MQ_%Q/M MQA(MQ)T |= RAR

en posant R = MQ.

Calculons
RRT | = MQMQ)T = MQQTMT = MIsMT = MMT =

car d'une part QQT = I3 puisque Q est une matrice orthogonale et d’autre part A = MM7T d’aprés la
question 2.(d).

question_3(M):

MT= np.transpose (M)

return np.dot(M, MT)

Soit X un vecteur non nul de .#5 ;(R). On a que
XTAX > XTBX <= XTAX -X"BX >0 < XT'(A-B)X >0
< XT(RRT - RART)X >0
«— XTR(I; — A)RTX >0
«— (R"X)T(Is - A)RTX >0
— Y3 -A)Y >0

en posant Y = RTX. R étant inversible (car est le produit de deux matrices inversibles), on obtient bien

en posant que | YTSY > 0| pour tout vecteur non nul Y de .#5 1 (R).

S est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont (1—41,1—J2, 1—03), en notant (1, 2, d3)
les coefficients diagonaux de la matrice A. Etant donné que Y7 SY > 0 pour tout vecteur non nul Y de
5.1 (R), la question 1.(b) garantit que

Vie{1,2,3}, 1—-6;>0 ie 6; <L

‘Les coefficients diagonaux de A sont donc tous strictement inférieurs a 1 |.
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Question de cours :

Si (Aij)i<ij<n

pour tout (i, 7)

et (Bj,j)1<ij<n désignent deux matrices carrées d’ordre n alors C = AB est carrée d’ordre n et
n

€ [1,n]? Ciy = AixB;.
k=1

Exercice préparé :

1. (a) \N(Q) :N\{o,u\.

en appliquant la formule des probabilités composées, on obtient :

D’ou

(b) La variable N admet une espérance si et seulement si la série Z kP(N = k) converge absolument. Ici

P(N =k) = P(B1) x Pp,(B2) X -+ X Pp,n..npy_5(Bk—2) X Pp,n..nBy_o (Nk-1).

NIV s IV S ) [N
3 k—1"k kK k(k-1)

k>2

1
kP(N = k) = > 0.

k—1"

1
La série Z kEP(N = k) diverge puisque la série harmonique Z — diverge.
n

k>2 n>1

Conclusion : ‘la variable N n’a pas d’espérance.

2. (a) X =

(b) Fonc

def

def

1
DY In(1 — U) est a valeurs dans R™ et pour = > 0 :
Fx(z)=P(X < x)

1
=P (/\ln(l -U)< x>
=P(In(1-U)>—-Xx) car —A<0
=P (1 -U > e_/\””) car la fonction exp est strictement croissante sur R
=P(U<1—e)
=Fy(l—e™M)=1-e™

X = —%1n(1 —U) suit la loi E(A) |

tions Python :

nombre_boules():
"""simule 1’expérience et retourne le nombre de
boules présentes dans l’urne a la fin de 1’expérience"""

N=2

while rd.random() > 1/N: # proba de tirer la noire
N +=1 # une blanche de plus
p = 1/N

return N

T(1bda) :

"""simule la variable T"""
N = nombre_boules()
maxi = -m.log(1l-rd.random())/1lbda # X1(-->loi expo E(1lbda))
for k in range(N-1):
X = -m.log(1l-rd.random())/1bda
if X > maxi:
maxi = X

return maxi # renvoie le maximum de X1,...,XN
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Estimation de ’espérance de T pour A =1 :

lbda =1

n = 10000

c=0

for k in range(n):
¢ += T(1lbda)

print(c/n)

Le programme affiche 2.0203844676172804 ce qui laisse penser que E(T") est proche de 2.

n 1 —¢ntt 1
t <z <1 donc E tk:ﬁet ainsi pour tout ¢ € [0,z], | —— = E th 4
k=0 k=0

En intégrant cette égalité sur[0, z] et par linéarité de 'intégrale, il vient :

n -’Ek Ictn-l—l
7dt t"dt dt.
[iban$ [ [ 2

n+1k t’n,+1
—In(1 — Z
- =305 + [

on obtient :

Les fonctions t — et t — "1 sont croissantes sur [0, 1[. On peut donc écrire que

1-1¢

Lo L1
11—t~ 1= pour tout réel t € [0, ].

Oétn <z n+1

En multipliant membre & membre (les réels étant tous positifs), il s’ensuit que

thrl xn+1
<

0 .
1—1¢ 1—=2

IA

Par croissance de l'intégrale (avec > 0), on en déduit que

x tn+1 x :L.nJrl
0< / dt < / dt.
0 1-—t¢ 0 1—=x

x $n+1 Jjn+2
Or / dt = et lim z""% =0 car z € [0,1].
0

1—x 11—z n—+oco
On en déduit, par encadrement, que

x tn+1
lim dt=0
n—-+oo 0 —
n+1 l'k x yn+1 T tn+1
D’apres 3.(b) : ; - =" In(l — ) — /o T dt et comme lim = dt = 0, on conclut
n+1 k
HETOOZ— —In(1 —2) |
Etant donné entier k > 2 1 se décompose sous la forme ! ! 1
n nné un entier —_— m sou: rme : = - =
=2 kk-1) P kk—1) k-1 &
donc
N .1 Nk
Z W) Z (X5
k= k=1

on en déduit que la série converge et

+oo l‘k
k=2
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4. T est a valeurs dans R™, et pour = > 0.

2
>

P(N:k)(T < 1‘) = P(

K
) (m(XL < x))

I

s
Il
-

Pn—p)(X; <) par indépendance mutuelle des X;

P(X; <z) parindépendance des X; avec N

I
'E”

s
Il
-

I
Ezr

F(x) car les X; suivent la méme loi que X3

I
—_
—
-

— e M)* car X suit la loi £(N)

Ainsi | Piy—p) (T < 2) = (F(z))F = (1 — e )" |,

En appliquant la formule des probabilités totales, il vient :

“+o0
P(T<z)=> Py_i(T <z)x P(N =k)
k=2
+
N (F)k

5. On admet que T est une variable & densité.
Par composition Fr est de classe C! sur R* et pour tout réel  non nul : Fr(z) = F'(z)¢'(F(z).
e Siz<0: Fj(zx)=0.
e Siz>0:F(xr)=1—-e? doncIn(l — F(x)) = -z et F'(x) = Xe ",
On obtient ainsi : Fy(z) = Ae™** x Az = N2ze 7.

Conclusion : une densité de 7" est donnée par la fonction g définie sur R par

o siz <0
g(x) = Age ™ gz >0

+o0
:)\/ AzZe M dg
0
=\E(X?) avec X; qui suit la loi £())

En utilisant la formule de Koenig-Huygens et un résultat de cours sur la loi exponentielle :

B(X 11 2
(XD) = V(X)) + E(X1)? = 5+ 35 = -
Finalement : E(T) = \ X 2 2
mn ment : = — = .

A2 A

Pour A=1ona: E(T)=2: ce qui est cohérent avec la conjecture effectuée a la question 2.(c).

Exercice non préparé :
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Question de cours :

Définition de la distance d’un vecteur x de R™ & un sous-espace vectoriel F' de R™.

Exercice préparé :

1. (a)

Pour & € [0,1] : f(x) = ;( e 2 > pu15f”()—;(—e_w+m>.

1122
Tangente : y = 1 (x —a) 1 —e % +1In (1+a2))

' 3 1 + a® 3 ’

—x -1
Soit x € [0,1] : comme 72 20, fl(z)= % > % (par décroissance de x — e~ sur [0,1]).
z?
Par inégalité triangulaire puis majoration,
()] < ! |—e"| + 20 -) 1(1+2) donc |f"(x)] <1
o3 (14222 =3 A

f est une fonction continue sur [0, 1] et strictement croissante sur cet intervalle (f'(z) > 531

Elle établit donc une bijection de [0,1] dans [f(0), f(1)] = [-3,3 (—e™' +1n(2))].

Comme e~! < 1 < 1In(2), alors 0 €] f(0), f(1)[ : 0 admet donc un unique antécédent, nommé /.

).

D’aprés la question 1. (a), f’ est de classe C! sur [0, 1]. Par produit et somme de telles fonctions, ¢ est
donc de classe C! sur [0,1]. Pour x € [0,1] : ¢'(x) = —(a — 2) f"(x) + (a — x)7.

- Si a < b, ¢ est une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[ (puisque ]a, b[C]0,1[) qui vérifie
w(a) = ¢(b) = 0. D’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que ¢'(c) = 0.

- Si a > b, on procéde de méme sur le segment [b, al.

En conséquence, il existe un réel ¢ strictement compris entre a et b tel que ¢'(¢) = 0.

D’aprés les deux question précédentes, il existe un réel c strictement compris entre a et b tel que 0 =
—(a—c)f"(c) + (a — ¢)y, soit v = f"(c) (vu que a — ¢ # 0).
En évaluant ¢ en b, il existe bien un réel ¢ strictement compris entre a et b tel que :

F(0) = (@) ~ (@~ B)F'(B) — 5(a— )" (o)

from math import *
def f(x):
return 1/3*(-exp(-x)+ log(l+x**2))

def fprime(x):
return 1/3*(exp(-x)+ 2*x/(1+x*%2))

def suite(n,a):
U=[a]
for k in range(n):
U.append (U [k]-£(U[k]) /fprime (U[k]))
return U

for a in [0.3,0.5,0.8]:

print(suite(12,a))
Dans les trois cas proposés, les termes de la suite (u,,) sont dans ]0, 1] et la suite semble converger (trés
rapidement) vers 0.76822... (décimales communes dés us, quelle que soit la valeur de a proposée).

Soit n € N. On souhaite appliquer la question 2. (¢) & a = £ et b = u,,, sachant que £ # u,, en supposant la
conjecture de la question précédente admise : Vn € N, u,, € [0,1] (je pense que le sujet oublie d’admettre
que, pour tout n € N, u,, € [0, 1], assez difficile ici).
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Soit n € N. Les hypothéses de la question 2 sont alors vérifiées, donc il existe un réel z, compris entre ¢
et u, tel que :
f(un) = f(f) - (Z - Un)f/(un) *( - un) f//(zn) donc f(un) = (un - f)f/( n) - %(un - ﬂ)zf//(zn)

n)

En injectant cette expression dans 1'égalité u, 1 = u, — 7 (( -5, on obtient bien
2
(un = 0" f" (2n)
2 I (un)

. on_1q n
Montrons par récurrence simple que pour tout n € N : |u,, — ] < (%) lug — 6\2 )

Un+1 —{=

Initialisation (n = 0) : (22 )2 ! |ug — €|20 = |up — £|, donc l'inégalité large est vérifiée.

Heérédité : Soit n € N, supposons |u, — £| < (%)2"_1 lug — E\T

un =0 | (z0)|

[tny1 — L] = ( (question 3.(b))

2 [f (un)l
L.
% e (question 1.(b))
(2”—1)><2
1 3e 2™ %2 3
§>< <2> lug — £| x; (HR)
B % on+l_o ‘u B €|2n+1 y %
T\ 2 0 2
3e 2mi-1 gnt1
) lug — /|
. 3e ! on
Conclusion : | Pour tout n € N, |u,, — | < 5 lug — ¢
21 -1
SoitnENona|un€|<<3€X;O_€> |u06|\1x<:1))8> .

2" -1
3 1 (3e , B
Comme — 10 €]0,1] (e < 3), alors ngmoo E X <10> = 0. Donc ngl}rloo Up = L.

On cherche successivement n € N tel que |u,, — £] < 1072 puis tel que |u,, — £ < 107°.

2m 1
D’aprés l'inégalité précédente, il suffit de choisir n tel que % X (i’g) <1072 (1)
2m—1
1 3e
is tel - — 10-° 2).
pulseque5><<10> <10 (2)

Résolvons l'inéquation (1) :

2" -1
1 3 3
5 X <1S> <1072 <= (2" -1)In <1S> < In(5) — 2In(10) (Incroit strict. sur RY)

N 21n(2) + In(5) 3e
=2 _1>mum—m@y4_(m(m)<o>
1 n ( 21In(2) + In(5)
In(2) In(10) — In(3) —

1 21In(2) + In(5)
In(2) \In(10) —In(3) —
plus rapide en appliquant la méthode de Newton a la suite (u,) avec £ approchée par dichotomie).

= n> T+ 1) (In croit strict. sur RY )

Par le calcul, lentier ny = | T + 1>J + 1 = 23 convient (en pratique, c’est bien

On procéde de méme pour U'inéquation (2) et entier
! 51n(2) + 41n(5)
m =gy (1n(10) (3 -

1 + 1>J + 1 = 72 convient.

48



BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 22

Question de cours :

Soit une application f : E — F bijective de E vers F.

La fonction réciproque est I’application f~' : F — F qui & tout élément y de F associe son unique antécédent x
par f dans E. Ainsi, pour tout (z,y) € E X F :

Exercice préparé :

1. Estimation de a,, :

import random as rd

def

def

for

deplacement (x,y) :

""" décrit le déplacement de la particule en partant du point (x,y);
renvoie le point de destination"""

u = rd.random()

if x == y: # point A ou C

if u < 1/3:
return (1 - x,y) # déplacement horizontal
elif u < 2/3:
return (x,1 - y) # déplacement vertical
else:
return (1 - x,1 - y) # déplacement en diagonale
else:
if u < 1/2:
return (1 - x, y) # déplacement horizontal
else:
return (x, 1 - y) # déplacement vertical
positionA(n):

"""simule N = 10000 fois l’expérience et renvoie la fréquence de passage
de la particule au point A & 1’instant n"""
c=0
N = 10000
for k in range(N): # N simulations de n déplacements
(x,y) = (0,0) # départ en A
for i in range(n):
(x,y) = deplacement(x,y)
if (x,y) == (0,0): # la particule est en A & 1l’intant n
c +=1
return c/N

n in [10,30,100,1000]:
print(positionA(n))

Le programme affiche 0.3032, 0.3015, 0.3009, 0.2967.
Ce qui laisse penser que a, est proche de 0,3 lorsque n est grand.

2. A,,B,,C, et D, formant un systéme complet, on peut appliquer la formule des probabilités totales :

P(An+1) = PA,, (An+1)P(An) + PBn (An+1)P(Bn) + PCn(An—O—l)P(Cn) + PDn (An+1)P(Dn)

Etant donné les conditions de déplacements de la particule, on a :

1 1 1 1 1
Donc | ap41 = ibn + —cp + §d" . On trouve de méme : | cpy1 = gan + §bn + §dn )

1 1
Py, (An-i-l) =0, Pg, (An+1) =Pp, (An-i-l) = 5 et Pe, (An-i-l) = g

1

3
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b L + L t d L +
n = 50an 5Cn € n = S0an 5Cn |
+1 3 3 +1 3 3

3. (a) Comme bg =dp=0et byr1 =dpt1,0na:V¥neN, d, =b,.

1
Ap4+1 = bn + gcn (Ll)
1
Ainsion a : Cnt1 = by + gan (La)

1
bnt1 = g(an +cn) (L3)

D’ou :
1 o
bpiz = g(an-&-l + Cn—i—l) d’aprés L
1 1
=3 < b, + §(a” + cn)) d’aprés Ly + Lo

1
=3 (2bn +bny1)  dlapres Ls

(bn),eN Vérifie donc la relation de récurrence linéaire d’ordre 2

1 2
bn+2 - gbn-‘rl - gbn =0}
I . L. . ., 2 2 . -
L’équation caractéristique associée est : = — gl’ 3 = 0. Ses racines sont 1 et ER

1 —2\"
Conclusion : | b, = - (1 — [ — !
onclusion . ( ( . ) )

(b) On a vu que ant1 + 1 = 3byro. Autrement dit, pour tout entier naturel n non nul on a :

N _§ . ;Q'n-‘rl _§+g ;2”
dn T Cn =g 3 575\ 3 ) |

Ce qui est encore vrai pour n = 0 puisque ag + ¢y = 1.

-1 -1
(c) On a apq1 — Cpi1 = ?(an — ¢y) : la suite (a, — C”>n€N est géométrique de raison 5

—1\" —1\"
Il en résulte que a, — ¢, = <> (ag — ¢p) soit |ap, — ¢, = <3> .

=16 Q)
eSS N E)
i (3))

4. (a) Xp(Q) ={0,1} et Y,,(Q) = {0,1} : les variables X,, et Y,, sont des variables de Bernoulli.
X, = 1 signifie que I'abscisse de la particule a 'instant n est égale & 1, autrement dit la particule est

positionnée en B ou C' a l'instant n.
Donc (X,, =1) = B,UC), et P(X,, =1) = P(B,,) + P(C,,) puisque les deux événements B,, et C,, sont

incompatibles.

o 1 —-2\" 1/3 2/-2\" —1\" ,

A1n51P(Xn—1)—bn—|—cn—5(1—(3) )+2(5+5<3) —(3) >Cequ1d0nne.

P(anl):1<1—<_1)>
2 3

1 _1 n
X, suit une loi de Bernoulli de paramétre p,, = 3 (1 — (3) )
De méme (Y,, =1) =D, UCy et P(Y, =1)=d, + ¢, = b, + ¢, : ¥,y a méme loi que X,.

o 3-(3)
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(b) Soit n € N;
e Casn=0:Xg=Yy=0donc P((Xo=0)N(Yo=0)) =1=P(X,=0) x P(Yo=0).
‘XU et Yy sont indépendantes ‘

e Cas n > 1 : nous allons montrer que X,, et Y,, ne sont pas indépendantes en montrant que P((X,

)N (Y, =1)) #£P(X, =1) x P(Y, =1).

Comme X,, et Y}, sont des variables de Bernoulli, cela revient & montrer que leur covariance est non

nulle.
En effet, X,,Y,, est également une variable de Bernoulli (car (X,,Y,,)(Q2) = {0,1}) donc

E(XnYn) = P(XnYn = 1) = P((Xn = 1) N (Yn = 1))

D’autre part, E(X,) x E(Y,) = P(X, =1) x P(Y,, =1).

Montrer que P((X,, = 1) N (Y, = 1)) # P(X,, = 1) x P(Y,, = 1) revient & montrer que F(X,Y,) #

E(X,) x E(Y,) ie. Cov(X,,Y,) #0.
On anticipe donc sur la question suivante en calculant Cov(X,,Y,,).

Cov(Xn,Yy) = E(XnYs) — E(X)E(Y,).
E(X,) = E(Ys) = pn = by + cn = % (1 - (‘31)”)

Par ailleurs, £(X,Y,,) = P(X,)Y, =1)=P(X,=1)Nn (Y, =1)) = P(Cy) = cp.
Donc Cov(X,,,Yy) = ¢, — (bn + ¢,)?; on obtient aprés simplification

1 1 /-=2\" 1/1\"

1 1/-2\" 1/1\"
COV(XmYn)—O<=>20+5<3> —4(9> =0

<~ 9" +4 x

371
= 5=9"+4x(-2)" x3"

Impossible car 5 n’est pas divisible par 3. En conclusion : Cov(X,,Y,) # 0.

X, et Y, ne sont pas indépendantes ‘

(¢) Calcul de la covariance : voir question précédente

an
. . b
5. Pour tout entier naturel n, on note maintenant U,, = c”
mn
dn,
an+1 = %bn + %Cn + %dn
b = = o . .
(a) D’aprés 2., pour tout n € Non a : el %a" + %C" 1 ainsi U, 41 = MU, avec
Cn+1 = ?ian + %bn + §dn
dnJrl = 30n + 3Cn
111
0 3 5 2
1 1
z 0 5 0
_ |3 3
M=11 1 5 1
3 2 2
1 1
3 050

2

_9)n
(=2) x 9" —5=0 (on a multiplié par 20 x 9™)

7
(b) On admet que M*— ~M? — =M = 0. Soit A une valeur propre de M. Alors il existe une matrice colonne

X non nulle telle que M X = \X.

Il est alors simple de vérifier que 'on a : M2X = A2X, M3X = A3X et M4X = M\X.
7 2 7 2 7 2

On ad M= —M? - M) X =MX - -N2X - 22X = (M- 22— 2N ) X
A done ( 9 9 ) 9 9 ( 9" T 9 )

7 7 2

2
On a aussi (M4—M2— 9M>X = 0X = 0 donc ()\4— 9)\2—9)\>X =0 et comme X # 0, on en

9

7

2
déduit que X vérifie [ \* — §/\2 — §>\ =0

o1



7 2 2
(c) En factorisant par z(z — 1) on obtient : z* — 6932 —3%= z(z—1) (z2 +z+ 9).

7 2 -1 -2
d’d t 4 2 Z = 1 —_— — .
On en déduit = 9x gx 0<:>x€{0,,3,3}
- -2
Ainsi les seules valeurs propres possibles de M sont : 0,1, — et —

3 3
e Cas A=0:

%y—k%z—i—%t:O
MX =0+ §x+§’z:0

3y+22+3t=0
r=2z=0
<— z+2z=0 <:>{

Ziigi’f%t_o 2 + 3y + 3t =0 b=y
Le systéme admet d’autre solutions que la solution nulle donc ‘ 0 est valeur propre de M |et le sous-
0
espace propre associé est | Eo(M) = vect é
-1
e Cas A=1:
popier (emineseo
MX =X — §x+§y+g§/t=z — 2x—l—gy—6z+3t:0 (:){ y=t
sT+3z2=1 r+2—-3t=0
Le systéme admet d’autre solutions que la solution nulle donc | 1 est valeur propre de M | et le sous-
3
espace propre associé est | E1 (M) = vect ?)’
2
. Cas)\:_—1 :demémeonvériﬁequeMX:_1X<:>{ Zi_f
3 3 y=1t=0
1
Donc ‘ —1/3 est valeur propre de M ‘ et | E_y/3(M) = vect _01
0
° Cas)\:_?2 : de méme on vérifie que M X = _32X<:>{ ;:f:_t
1
Donc ‘ —2/3 est valeur propre de M ‘ et | E_g/3(M) = vect _11
—1

-1 =2
Conclusion : |sp(M) = {0,17 3 3} :

M est diagonalisable ‘ car elle admet quatre valeurs propres distinctes.

0 3 1 1 0 0 0 0
1 2 0 -1 0 1 0 0
_ -1 _ _
M = PDP~" avec | P = 0 3 -1 1 et | D = 00 _1/3 0
-1 2 0 -1 0 0 0 —2/3

d) U,+1 = MU, pour tout entier naturel n.
+
On en déduit par récurrence que U, = M™U, pour tout entier naturel n.

0 0 0
0 0 0
— —1 n _ n p—1 n _ >
Or M = PDP~* donc M PD"P~* avec D 0 (—1/3) 0 pour tout n > 1.
0 0 (—=2/3)"

De plus, comme ag =1 et bg = ¢y = dg = 0 alors Uy =

cCooR @O ko

11 suffit alors de calculer la premiére colonne de PD™P~! pour déterminer U,,.
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BCPST 24

’ Correction du sujet 23

Question de cours :
Soit f un endomorphisme d’une espace vectoriel E et A une valeur propre de f.
On appelle espace-propre de f associé a A I'ensemble :

Ex(f)={ueE| f(u) =

Exercice préparé :

—_

N
.X:E:&
k=1

import numpy.random as rd

def simul_X(1, m):

N =
X =
for

rd.poisson(1)

0

k in range(N):

X += rd.poisson(m)

return X

Si (N = 0) est réalisé alors il n’y a aucun client et ainsi :

. (vu a éc

e Pour k

osi X; 4o

Proposer de redémontrer la stabilité des lois de Poisson ?

Soit n >

Pin=o)(X =0) =

rit en 2023)
=1, ok

+ Xy — P(kp) alors (X +---

et pour k >

1, P(N:O)(

+ Xi) + X1 = P(ku+ p)

X=k)=

2005-2006

Ici on utilise de lemme de coalition et la stabilité des lois de Poisson.

1, (on applique la formule des probabilités totales)

“+o00
=n)=)» P(N=
k=0

= >

+a>Ak B
=Zw

XN (Fep)™
B Z kin!

,\X(/W

k) X PN:k(X

)n e—k,u,

—)\—ku

=n)

+oo )\ke—k—ku +oo (kﬂ)n

k=1

k=1

53

k!

too Ak g—A—kp

k!

'Z(n,

n=1

x (kp)ekr
)\k—l N
k—1)!

1)!



+oo
P(X =0) = P(N =n)Py_n)(X =0)
n=0
+o0
)\n
= Z e Aem ik
n!

Et pour tout n € N* :

forzr—e® =1 (Série exponentielle.)

+oo +o0 _
k ;Ek 1

f1:x>—>2k%=2zm=xex

k=1 : k=1

ok
fni(z) = Z(k)nﬂﬁ

10.

11. def f(n, x):
if n ==
return exp(x)-1
s =1
for i in range(n):
s += sc.binom(n-1,i)*f(i, x)
return x * s
12. def P_X(1, m, n):
if n ==
return exp(1l*(exp(-m)-1))
return mx*nxexp(-1)/sc.factorial (n)*f(n,l*exp(-m))

Exercice non préparé :
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BCPST 24

Question de cours :

Exercice préparé :

1. (a)

2005-2006
’ Correction du sujet 24 ‘
Soit M € #,(R), si M est symétrique alors il existe P et D dans ., (R) telles que :
P est inversible, P~' = PT, D diagonale et M = PDP~!
, z+1
xTr) =
firy =22
T 0 Ty +o00
f'(=) +
400
f n
—00
Théoréme de la bijection : 'équation (E,) admet une unique solution, notée x,.
from math import *
import matplotlib.pyplot as plt
def f(x):
return log(x)+x
def calcul_x(n):
a =n/2 # ici j’utilise un résultat d’une question
b=n # suivante.
while b-a > 0.001:
m = (atb)/2
if £(m) < n: # ici je sais que f est croissante.
a=m
else:
b=m 8 +
return (a+b)/2 . N
x = [ k for k in range(1, 11) ] ° ’
y = [ calcul_x(n) for n in x ] 51
plt.plot(x,y,’+k’) 4] ’
plt.show() , !
2 +
1 +
2 2 6 8 10
flxy)=n<n+1=f(xnt1) et f est strictement croissante donc [ Vn € N @, < @nqa

L’étude de la fonction h : 2 — In(z) — = permet d’établir que | Vo € RY*, In(z) <z ‘
On peut aussi utiliser la concavité de la fonction In.

n n o .n n
f(2>:1n<2 +§<§+§
fn)=In(n)+n>=n
d’ou f(g) gf(l'n) X f(n)



or f est strictement croissante sur ]0; +oo[ donc : Vn € N*,

(c) Vn € N*, < 2y

|3

3. (a)

orln(x,) 42, =n

(b) n(zp)+azn=n etln(zrp41)+2pp1=n+1 doncazpi —z,=1+In (

or z, ~n donc

4. (a)

1
1—up,~— d
(c) u - onc

Exercice non préparé :

n < <
2 ~ xn X
donc lim =z, = +oo.
n—-+o0o
n <z, <n= In(n) —In(2) _ In(z,) <
2 n n
donc lim n (2n) =
n—-+4o0o n
done 2@n) I

n

T
donc lim =& =1 autrement dit

n—oo n

ngr—ir-loo(l.nJrl B xn) =1

n—x,
~ In(n)
n—z,—Inn

In(n)

Up —

_xp +In(z,) — 2, —In(n)
B In(n)
Ty 1
:1 —_—
. ( n ) X In(n)
— 0 car T, ~n

| (un) converge vers 1 |

1—un:1n(£l> xﬁ
- (= 11) i

(%)
Uy, —1=—=+o| —
n n
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BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 25

Question de cours :

Si une matrice est diagonale alors elle est diagonalisable.

Si M est réelle et symétrique alors elle est diagonalisable.

Si M € #,(C) posséde n valeurs propres distinctes alors elle est diagonalisable.

Exercice préparé :

1. On cherche le rang du premier succés dans la répétition d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes,
et donc X; — G(p).

1
On a alors E(X;) = » et V(X;) = ]%
2. On a donc pour tous i et j
“+o0
P(X;>j)= > P(X;=k)
k=j+1
“+oo
k=j+1
“+o0
=p> ¢
k=j
3. Soit k un entier. On a alors
P(Y>J')=P< [Xi>.ﬂ>
i=1
= H P(X; > j) parindépendance
i=1
= an

Ainsi, Y a la méme fonction de réparation qu’une loi géométrique de paramétre ¢, et donc suit cette loi.

4. On peut utiliser la fonction

def NbMin(L):
m = L[O]
nb =0
for elem in L:
if elem < m:

m = elem
nb =1
elif elem == m:

nb = nb+1

return nb
5. On en déduit le code

import random as rd

def geom(p):
i=20
while True:
if rd.random() < p:
return i
else:
i=1i+1

def N(n,p):

joueurs = [geom(p) for _ in range(n)]
return NbMin(joueurs)

o7



6. Pour avoir N = n, il faut et il suffit que tous les joueurs aient le méme résultat. Donc

P(N:n):ioP(ﬁXi:k>
k=1 i=1
+oco n

= Z H P(X; =k) par indépendance

k=1i=1

+oo
_ Z pnqn(krfl)
k=1

7. Soit k € [1,n]. On a alors

+oo
pNn=k= Y Y PrAX=4n () X >4

rePu([Ln]) (=1 \iel jeltn\I
Fixons alors I € Pg([1,n]). On a alors

+oo

+00
rIOxi=an () X >a|=>{[][Ppx:i=0 ][] P&x;>0
(=1

i€l jelLnI\I (=1 \iel jelLnIN

+oo
— Zpqu(éfl)q(nfk)é
(=1

Pt gt
=T
qn—k

1—qm

qF

Comme Card(Py([1,7])) = (Z), on retrouve bien le résultat voulu.

8. On a alors

E(N) =) kP(N =k)

k=1
_ 1 zn: " phgnk
1—qn k
k=1

__"p

=i
en utilisant ’espérance d’une loi binomiale.

npq +n’p’

De la facon, en utilisant le moment d’ordre 2 d’une loi binomiale, on trouve E(N?) = g puis par

la formule de Huygens,

npq + n*p? np \°
VN =" <1—q”>'

9. La fonction suivante permet de comparer ’espérance de N avec des valeurs trouvées par estimation :

def EN(n,p,R=10000):
eTh = (n*p)/(1-(1-p)**n)
c=0
for _ in range(R):
c = ctN(n,p)/R
print ("Theorique :",eTh)
print ("Estimation :",c)

En testant avec différentes valeurs de n et p, les valeurs semblent toujours proches.

Exercice non préparé :
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BCPST 24 2005-2006
’ Correction du sujet 26 ‘

Question de cours :
Soient (A, )nen une suite d’événements et B un événement du méme espace probabilisé.

Si (Ap)nen est un systéme complet d’événements alors la série Z P(A,, N B) converge et

“+o0
P(B)=) P(A,NB)
n=0

Exercice préparé :

1. (a) Fonction testant si deux vecteurs sont proportionnels.

def colineaires(u,v):
M=np.array( [u , v 1)
return np.linalg.matrix_rank(M) != 2 :

Remarque : méme si ici nous allons travailler qu’avec des entiers, il semble que cette fonction permet de
traiter les vecteurs avec des coefficients décimaux.

Remarque pour ceux qui se pose des questions :
Ecrire une fonction qui teste si deux vecteurs de C" sont colinéaires :

def recherche_pivot(u):
k=20
for i in range(1, len(u)):
if abs(ul[i]) > abs(ulk]):
k=i
return k

def colineaire(u, v):

if all([ x==0 for x in ul):
return True

k = recherche_pivot(u)

for i in range(len(u)):
if ulkl*v[i]-ulil*v[k] !'= O:

return False
return True

print(colineaire([1,0,2],[1,2,3])) # False

print(colineaire([1,0,2],[2,0,4]1)) # True

print(colineaire([1,0,3],[0.1,0,0.3]1)) # False Probléme de représentation
# des flottants.

eps = 1E-5

def colineaire(u, v):

if all([ x==0 for x in ul):

return True
k = recherche_pivot(u)
for i in range(len(u)):

if abs(ulk]l*v[i]l-ulil*v[k]) > eps: # On utilise un seuil en dessous

return False # duquel le nombre est considéré comme nul

return True

print(colineaire([1,0,2],[1,2,3])) # False
print(colineaire([1,0,2],[2,0,4]1)) # True
print(colineaire([1,0,3],[0.1,0,0.3]1)) # True
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(b) Fonction testant si u est un vecteur propre de A.

def vecteur_propre(u):
v = [-4%u[0]-3%u[1]-3*ul2],

2*xu[1],
6*u[0]+3*u[1]+5*u[2]]
return colineaires(u,v) and u != [0,0,0]
1 1
() Al-2]=2]-2],..
0 0
donc (1,—-2,0), (0,1, —1) sont des vecteurs propres de f associés a la valeur propre 2.
1 1
Al O | =20
-1 -1

et (1,0, —1) est un vecteur propre de f associée a la valeur propre —1.

(b) les deux vecteurs propres de E_5 a la question précédente sont non colinéaires dim(Es3) > 2
et dim(F_;) > 1; et comme nous sommes dans R®, dim(Fs)+dim(E_;) <3,
il vient dim(E2)+dim(E_;) = 3 et enfin f est diagonalisable.

(a) On parcourt tous les vecteurs dont les coefficients sont des entiers compris entre -10 et 10 et on teste.

nb = 0
for x in range(-10,11):
for y in range(-10,11):
for z in range(-10,11):
u=[x,y, 2]
if vecteur_propre(u):
nb += 1 Ce programme affiche 240.
print (nb)

(b) Dans E_; il y a exactement 2N vecteurs propres (—N,0,N) ... (N,0,—N).
Dans FE5 ce sont les vecteurs (z, y, z) s’écrivant a(1, —2,0)4b(0, 1, —1) et vérifiant =,y et z dans [-N; N]J.
Cela revient a déterminer les couples d’entiers (a, b) vérifiant : (a,b) # (0,0)

—N<a<N,-N<b<Net2a—N<b<2a+N. (%)

On en dénombre : 2N +2 x (2N —1)+ (2N —=3)+---+ 1) =2N(N + 1)

On peut illustrer ce calcul par la figure ci-dessous :

On cherche le nombre de points du quadrillage qui se trouvent dans le parallélogramme (cela vient des
contraintes (x))

On fixe Uabscisse a dans [—N; N| et ensuite on compte verticalement le nombre de points dans le
parallélogramme.

On trouve un total de 2N (N + 2).

Remarque : on retrouve bien 240 avec N = 10.
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2N(N +2
(a) La probabilité qu’un vecteur pris au hasard soit propre est égale a : (N +2)

N +1)7
La probabilité qu’aucun des N vecteurs soit propre vaut : (1 — m) :
on obtient : py =1 — (1 — W)N

lim py=1-—e"* =022
N—+oco
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BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 27

Question de cours :

Soit (Ap,)nen une suite d’événements du méme espace probabilisé.
Dire que (A, )nen est un systéme complet d’événements signifie que :

“+oo
0 (J4.=0 et Q@ V(i,j)eN? i£j— ANA =0

n=0
1. (a) Fonction testant si deux vecteurs sont proportionnels.
def colineaires(u,v):

M =np.array( [u , v 1)
return np.linalg.matrix_rank(M) != 2

Remarque : méme si ici nous allons travailler qu’avec des entiers, il semble que cette fonction permet de
traiter les vecteurs avec des coefficients décimaux.

(b) Fonction testant si u est un vecteur propre de A.

def vecteur_propre(u):
v = [3*ul[0]+ul1]+ul[2],ul0]+ul2],-3*%u[0]-ul2]]
return colineaires(u,v) and u != [0,0,0]

2. (a) Les matrices A+ 1, A—1T et A— 2] sont de rang 2 donc —1, 1 et 2 sont des valeurs propres de A.
on trouve (par exemple) les vecteurs propres :

(0,—1,1) pour =1, (=2,1,3) pour 1 et (—1,0,1) pour 2.
(b) Trois valeurs propres distinctes, Matrice 3,3 donc la matrice A est diagonalisable.

3. (a) Le th. central limite donne pour @ > 0, : P ([—a < M} < a]) =~ ®(a) — P(—a) = 2P(a) — 1.
(b) En prenant a = 1,96, on obtient : P ([—1,96 < M < 1,96]) ~ 0,95

on en déduit : P ({1,96 V”f}g”) < M, —p<1,96Y~ D ~ 0,95

(1-p)
NG
en remarquant que : 1,964/p(1 —p) < 1, il vient : P ({Mn — ﬁ <p< M, + ﬁD > 0,95

4. (a) Ce programme réalise des simulations de I’expérience suivante : On prend un vecteur au hasard dans
[-5;5]® (uniformément) et on estime la probabilité d’obtenir un vecteur propre de A, cela nous permet

. N
d’obtenir une valeur approchée de la proportion %

(b) Ici on se raméne & la question 3) en définissant X; comme le résultat de chaque appel a la fonction
simul ().

En prenant pour intervalle de confiance au seuil de 95% : |M,, — ﬁ ; M, + ﬁ}
N
Donc l—fg € | M, — ﬁ ; M, + ﬁ} (au rique de 95%) ou encore Ny € [113.Mn — % 113 M, + %}

Le programme de la question précédente donne I'entier le plus proche de 113.M/,,.

11°
Pour étre sir (au seuil de 95%) de la valeur affichée il suffit de déterminer N pour avoir —— < 1/2

VN
Cela donne : N > 4 % 116 (~ 7086 244).

(c) C’est trés peu efficace, il est tellement plus simple de parcourir tous les vecteurs de [—5; 5] :

nb =0
for x in range(-5,6):
for y in range(-5,6):
for z in range(-5,6):
u=[x,y,z]
if vecteur_propre(u):
nb += 1
print (nb)
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On trouve alors la valeur exacte : 22
On peut affiner ’étude statistique avec le programme suivant :

N = 1000 while f*(1-f) > N / (2*%11%*3%1.96)**2 :
nb =0 N += 1
for k in range(N): if simulQ):
if simul(): nb += 1
nb += 1 f = nb/N
f = nb/N
x = fx11%%3
print (round(x))

Ce programme affiche 22 (avec une proba de 95%).
On peut remarquer qu’a la fin de ce programme N = 450 000, cela reste toujours beaucoup plus que 113.

On peut aussi faire remarquer qu’un raisonnement permet de trouver ce résultat & partir des vecteurs
propres trouvés a la question 2)a).
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Question de cours :

’ Correction du sujet 28

2005-2006

Les solutions sont les fonctions f vérifiant : il existe k € R tel que f : ¢t — kexp (— ft a(s) ds)

1. def simulG(n):

G=0
for k in range(n):
a = randint(1,6)
if a ==
return O
else:
G += a
return G

2. Y est une variable de Bernoulli, et [Y = 1] : " On n’a jamais eu de 1"; donc Y — # (5 )

6"

3. Ona: G, = ZXk si H Yy, #0, et G, =0 sinon.doncG, = (ZXk> <H Yk> = (ZXk> Y
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

4. def esperance(n):

N = 10000

nb =0

for k in range(N):
nb += simulX(n)

return nb/N

= [0]

(o]

n in range(2,21):
[n]

[esperance(n)]

x +=

y +=
plot(x,y)
x = [0]
y = [0]
for n in range(2,21):

x += [n]

y += [4*n*(5/6)**n]
plot(x,y,’r’)

. Pour chaque ¢ la loi de X est :

Plusieurs calculs possibles :

# Pour vérifier la cohérence avec

[l K=}

S| = D

S =W

S| | >

S| =]t
D |

le résultat de la question suivante.

T

Laloide YX; :

P([YX; =x])

Autre fagon de faire :

YX; =Y1Ys...Yi1 (XiY5) Yit1 ... Yy (n variables sont n mut. indépendantes) et E(Y X;) =

~——
=X;

Et comme G = Z Y X, on obtient : E(G) =4n

i=1

51’L
@.
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6. On estime la variance par la variance empirique.

def variance(n):

N = 10000
nbl = 0
nb2 = 0

for k in range(N):
a = simulX(n)
nbl += ax*x*2

nb2 += a

return nb1/N - (nb2/N)*x*2

7. Sachant que Y, X, = X}, ona: X;X,;Y =Y ---

et ainsi: E(X,X;Y) = ()% (2)" % =16(2)"

Exercice non préparé :

&
By
;0
200 *
n .
*
150

100 * *
1

-
p
. =
< o
50 .
* e
A
. oo
ole o rdlely s

Xi... X;...Y,,

cov(X;Y, X;Y) =16 (2)" (1 — (
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BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 29

Question de cours :

Soit (Z,,) une suite de variable aléatoire :
. —n . . . . .
Si Z, — B(n,p) alors \/% converge en loi vers une variable suivant la loi centrée réduite.
np{lt—=p

Exercice préparé :

Les lancers sont indépendants, pour étudier X,, on observe les n premiers lancers.

Un résultat des n premiers lancers peut s’écrire par exemple : "PFPFP... FPPF" avec une probabilité de p™Nt¢™2
ou N7 : nombre de piles et Ny : nombre de faces. On utilisera aussi : Fj : "Le kiéme lancer a donné face". Les
événements F) sont mutuellement indépendants et P(F) = g.

1. X5 (Q) ={0,1},
[X2 =0] est égal & {PP,FF} donc P([Xa=0])=p*+¢*>=1-2pg et P([X2=1]) = 2pq

E(X32) = 2pq

X3(Q) ={0,1,2}, [X3=0]est égal & {PPP,FFF} donc P([X3=0])=p>+¢
[ X3 =1] est égal & {PFF, PPF,FPP,FFP} donc P([X3=1])=2p%*q+ 2pq® = 2pq
et [X3=2]est égal a {PFP,FPF} donc P([X3=2])=p*q+pe®=npq

E(X3) =2pq+2 x pg = 4pq

2. def simulX(n,p):

x=0

a = random() < p

for k in range(n-1):
b=a
a = random() < p
if a != b:

x +=1
return Xx

3. (a) La variable aléatoire Y; suit une loi de bernoulli et son paramétre est P(F; N F;, 1)+ P(F;NF;1) = 2pq
Y; — %(2pq)

(b) Siles Y; sont mutuellement indépendantes, on a P([Y; =1]N[Y2 =1]) = P([Y1 =1]) x P([Y2 =1])
or P([Yy =1]N[Y2 =1]) = pap + qpg = pq et P([Y1 = 1]) x P([Y2 = 1]) = 2pq x 2pg

1
donc si les Y; sont mutuellement indépendantes, on a pg = (p €]0;1[) ce qui entraine p = 5

1
4

1
Réciproquement, si p = > quels que soient aq,as,...,a,—1 dans {0;1},

n—1 n—1 n—1
seuls 2 résultats réalisent Q [Y; = a;] donc P (Q [Y; = ai]> = ga=1 qui est bien égal & 1:[1 P([Y; =a))

4. Sip#yq,
[X, =0] est égala: {PP..PP,FF..FF} donc P([X,=0])=p"+q"
[X, =1] est égal a: {FP..PP,...,FF..FP,PF..FF,..,PP.PF} donc

n—1 n—1
n— n— p —q
P([Xn=1))=> """ +) prq" " =2pg ———
k=1 k=1

Si n est pair,
(X, =n—1]={ FPFP..FP, PFPF..PF} donc P([X,=n—1])=2p3q>.
Si n est impair,
[X,=n—1={ FP..PF, PF.FP} donc P(X,=n—1)=p"T¢"s +p T ¢"s =p"z ¢"7.
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5. def esperance(n,p):
nb = 0
for k in range(1000):
nb += simulX(n,p)
return nb / 1000
n—1
6. X, = Z Y; et l'espérance des Y; vaut 2pg.  on trouve ainsi F(X,,) = 2(n — 1)pq.
i=1
Pourn=11let p=04 FE(Xy0) =4,8.

7. Lorsque p = q,
n—1 1
X, = Z Y; et les Y; sont des variables de Bernoulli de paramétres 5 et mutuellement indépendantes, donc
i=1
1

X, suit la loi binomiale de paramétres (n —1; 2)

Exercice non préparé :
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BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 30

Question de cours :

Dire que X suit la loi normale centrée réduite signifie que X admet pour densité la fonction :

Exercice préparé :

1. (a) Sur ]0;1], la dérivabilité ne pose pas de probléme et en O : = —exp (f%) — =0

t t—0+
Donc g est bien une fonction dérivable sur [0,1] et ¢’(0) = 0.

(b) La fonction g étant continue, la fonction intégrée est prolongeable par continuité, ce qui justifie que wu,
est bien défini.

2. (a) def g(t): def integrale(n):
if t==0: f = lambda t : g(t) * (1-t)**n
return 0 S =0
else: for k in range(100):
return exp( -1 / t ) S += £(k/100)

return S*1/100
(b) def u(m,p):
return integrale(n)*n**p
(¢c) x,y = [1,0
for n in range(2,2000):
x+= [ n]
y += [ u(n,10) 1]
plot(x,y,’b?)
print(y[-11)

print(y[-1]) affiche 5.8023077623316525e-09

Ce programme permet de penser qu’a partir d’un certain rang, (un X nlo) décroit vers 0.

Conjecture : Vp € N, n? xu,, — 0
n——+o0o

3. (a) f est continue sur le segment [0,1] donc f est bornée sur [0, 1], autrement dit :

dM eR: Vte[0,1], |f(t)] < M.

1 1
1
(b) La question précédente donne |I,,(f)| < M/ (1 —¢t)™dt et comme / (I-t)"dt = T
0 0 n
In(f) n—>—+>oo 0
(¢) Une simple intégration par parties donne : I,,(f) = 1) + ! 1 @ —t)"Hat
o n+1 n+1)})
Lnta (f7)
(d) En raisonnant par récurrence sur k avec le résultat de la question précédente on obtient :
f(0) f'(0) FM(0) 1 (k+1)
I, = + 44 + I, ]
=05 (n+1)(n+2) m+1) - (n+k+1)  (n+l)-(n+k+1) et (F)
(e) Et comme pour chaque k, Iy xi1(f*FD) 57 0 on a bien :
n—-—+0o0
f(0) /'(0) A 1
In = ... n
) raras S pop Y sy SRR praag s powy vy ey S m

avec limeg ., =0
+oo 7
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4. La fonction h : t — tsin(t) est de classe C* sur [0,1] et g(0) = ¢’(0) = 0 et ¢”(0) = 2 donc d’aprés le

1
2

résultat de la question précédente : / tsin(t)(1 —1)" dt ~ —.
0 n

1
5. On sait que pour tout k € N, (tk) g(t) t—>0 0 donc g a un DL nul & tout ordre, avec I'unicité du DL et en
—

appliquant le théoréme de Taylor-Young (g est de classe C* sur [0,1] ) on a : Vk € N, ¢(*¥)(0) = 0.
Ce qui permet d’affirmer, en utilisant 3)d), que :

VpeN, n? xu, — 0
n——+00

Exercice non préparé :
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BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 31 ‘

Question de cours :

Si X < #(n,p) alors pour tout k € [0;n], P(X =k) = <n>pk(1 —p)nk

Exercice préparé :
1. Pour t <0, P([Z<t])=0etpourt>0, P([Z<t])=P(U =exp(—at)])=1-—exp(—at)

1
ce qui montre que la variable Z = — In (U) suit une loi exponentielle de paramétre a.

2. (a) def simulX(t):
n=20
for k in range(10000):
if - 24 * log( random() ) > t :
n+=1
return n
(b)  def esperance(t):
nb = 0
for k in range(1000):
nb += simulX(t)
return nb/1000
(¢c) def probaT(t):
N=20
for k in range(1000):
if simulX(t) > 3000:
N +=1
return N / 1000

1 —1
3. Pour chaque ¢, D; suit une loi exponentielle de paramétre o P([D; >t]))=1-P([D; <t]=exp (24>

D
—1
4. At fixé, X; est le nombre de i pour lequel [D; > t] donc X; — B (10000;exp (24)>

—t
et E (X;) = 10000 exp <24)

3 —t
5. Ici, on pose N = 10000, e = — et p=-exp ( )

10 24
On cherche ¢ pour lequel P(T > ¢) = 0,95 ce qui équivaut a: 1 — P([X; < Ne]) = 0,95
Ne — N
On approche : P([X; < Ne¢]) par e P
Np(1-p)
Ne— N N(p —
On cherche p tel que ® e ) o 0,05 ou encore ® M =0,95
Np(1—p) Np(1—p)
N(p—
il vient Np—e) ~ 1,65 onaalors e <p et N(p—-e)?=1.65%(p—p?)
Np(1-p)

Ce qui donne I'équation du deuxiéme ordre : (10000 + 1,65%)p? — (6000 + 1,65%)p + 900 = 0
—t

on a alors p = 0,308 car on a p > ¢, et comme p = exp (24) on trouve t &~ 28,3 (mois)

Et avec la fonction de la question 2)c) on peut vérifier la cohérence de ce résultat.

On obtient les évaluations suivantes de P([T > t] pour t = 28,3, t = 28,2 et t = 28,4

>>> probaT(28.2) >>> probaT(28.3) >>> probaT(28.4)
0.978 0.954 0.914

On peut aussi chercher ¢ avec une boucle :

t =20

while probaT(t) >0.95 :
t += .5

print (t)
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BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 32 ‘

Question de cours :
Pour u et v deux vecteurs de R",

Exercice préparé :

1. Fj : " La premiére fleur ne donne aucune descendance". u; = P(Ey) = (S)po(l -p)?=(1-p)2

2. Deux fonctions pour simuler la loi donnant le nombre de descendants a la n-iéme génération :

def binomiale(n,p): def apres_n_generation(n,p):
x=0 x =1
for k in range(n): k=0
if random() < p: while x > 0 and k < n :
x +=1 y =X
return x x=0
for i in range(y):
x += binomiale(2,p)
k+=1
return x

3. Si Ag est réalisé alors E,, 11 aussi (A9 C Eny1) donc : Py, (Epg1) =1
Si A; est réalisé alors on se retrouve dans la situation initiale aprés une génération, donc : P4, (Fpt1) = Up.

Si Ao est réalisé alors on observe aprés une génération, deux expériences indépendantes et identiques a la
situation initiale donc : Pa, (Epq1) = uZ.

4. Ag, A1, et Ay forment un systéme complet d’événements donc :
P(Eni1) = P(Ag) X Pay (Ent1) + P(A1) X Pa, (Ens1) + P(A2) X Pa, (Eny1)
on obtient : P(E,y1) = (1 —p)? x 14 2p(1 — p)u,, + p? x u2 ou encore u,11 = ((1 —p) + puy,)?

5. Deux fonctions permettant d’évaluer f(z) et u,, :

def f(x,p): def calcul_de_u(n,p):
return ( (1-p) + p*x )**2 u=0
for k in range(n):
u = f(u,p)
return u

6. NbGen, p, N, nb = 10, 0.75, 10000, O

for k in range(N):
if apres_n_generation( NbGen , p ) ==
nb += 1

print( nb /N ) # Affichage de la fréquence d’extinction de la descendance.
print(calcul_de_u(NbGen,p)) # Affichage de u_10
Quelques exécutions :

>>> (executing lines 1 to 42 of "sujet 2.py") >>> (executing lines 1 to 42 of "sujet 2.py")
Avec p = 0.75 Avec p = 0.1

0.1088 1.0

0.11102582850458993 0.999999903870653

>>> (executing lines 1 to 42 of "sujet 2.py") >>> (executing lines 1 to42 of "sujet 2.py")
Avec p = 0.25 Avec p = 0.9

0.9993 0.0127

0.9992324565413094 0.01234567782556361

>>> (executing lines 1 to 42 of "sujet 2.py")
Avec p = 0.5

0.7386

0.7414901310638735
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BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 33 ‘

Question de cours :
Pour u et v deux vecteurs de R",
ulv = llutol]* = |ulf® + ]|

Exercice préparé :

1. C’est aussi simple avec les trois logiciels.

Avec Python :

from matplotlib.pyplot import *

def f(x,p): p=0.1
return ((1-p)+p*x)**2 p:gi
p=0.3|]
p=0.4
for k in range(1,10): p=0.5
= p=0.6
P k/10 p=0.7(]
u=20 B
p=0.8
x = [0] p=0.9
y = [u]
for n in range(1,50):
u = f(u,p)
x += [n]
y += [u]
plot(x,y,"-+", label = "p="+ str(p)) %
legend ()
2. L’étude précédentes permet de penser que la suite (u,,) est croissante, quel que soit la valeur de p.
Elle semble aussi convergente quel que soit p, mais sa limite semble dépendre de la valeur de p.
3. Aucune difficulté particuliére pour I’étude de ce trinéme :
p—1
T —00 o 400 T 0 1
7@ - 0 1
400 +00 f
f /
\ 0 / (1-p)?
4. Pour tout réel x on a : f(z) =2 <= p*2®+ (2p(1—p)— Dz + (1 -p)? =0,
1 1—p)?
plusieurs méthodes possibles pour montrer que si p # 5 ce polynéme a deux racines : 1 et #
1-p)? 1- 1
or pour p €]0;1], # €]0;1] = 2P 1 ouencore P>
p p

On en déduit :

1
Péquation f(x) = x admet une solution sur l'intervalle ouvert ]0; 1] si, et seulement si, p € ] 3 1 [

5. (Question délicate pour nos éléves car on donne peu d’indications)

1
Lorsque p € 3 1|, on note « le point fixe dans ]0; 1[.
on montre assez falcilement que [0, a] est stable par f, puis que (u,) est croissante, puis convergente et vers
Q.
11T
Lorsque p ¢ 3 1],

on montre assez facilement que [0, 1] est stable par f, puis que (un) est croissante, puis convergente et vers 1.
Déterminer la nature de la suite (u,) suivant les valeurs de p.
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1
6. Si p> > il est possible (la probabilité est non nulle) que la descendance ne s’éteigne jamais.

Sinon il est quasi-certain qu’il finisse par ne plus y avoir de descendance.

7. Derniére question simple.

def limite(p):
if p <= 0.5:
return 1
else :
return ((1-p)/p)**2

Exercice non préparé :

73



’ Correction du sujet 34 des exemples 2024

Question de cours :

Etant donné f : P C R* — R,
les fonctions partielles de f en (xg,yo) € P sont les fonctions y — f(zg,y) et x+— f(z,yo)-

Exercice préparé :
1
1. U est a valeurs dans |0, 1] donc X = DY In(1 — U) est a valeurs dans ]0; +-o00[ et

pour tout x > 0,

P(X<z) = P(—iln(l—U) <x>

= P(ln(1-U) > -Xz)
= P(1-Uze ™)
= PU<1-e™)

= 1l-—e®

On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de paramétre .
2. def simul_X(1bd):
u = rd.random()
return -1/1bd#*m.log(1l-u) On utilise la propriété démontrée en 1)
3. (a) ePourn=1,o0na fi:t— Ae *1g, () qui est bien une densité (lois usuelles).
e Soit n € N* tel que f,, est une densité.
fnt1 est & valeurs positives ou nulles et est continue sur R (sauf peut-étre en 0),

+o0 +o0 A —At )™
il suffit d’étudier / fn+1(t) dt ou encore / 67'() dt
— 00 0 n.
pour z > 0,
T e ()" AT
/ e
0 n' TL' 0
A" —At 4n r * —At n—1
= — [— e M.t } — —e Mot dt
n: 0 0
Ax)? N x
_ _( «T') e—)\J, +/ fn(t) dt
n! 0
— 0 + 1 (car fn est une densité)
Tr—+00

ce qut achéve la récurrence (on prépare loral, inutile de tout écrire au tableau).

b) e Pourn=1, fi:t— e Mg (t) et X; = &\
+
donc f; est bien une densité de X;

e Soit n € N* tel que f,, est une densité de S,,.
Spn+1 = Sy + Xn41 et ces deux variables sont indépendantes (lemme de coalition) donc de densité :

h(x)

+o00o
/ fa(t) fr(x —t)dt

—00

+o0 )\e_At(At)n_l Az
/ W1R+(t) X e A t)lRJr(iE—t)dt

— 00

)\nJrl +oo
- ﬁe*”/ " g, (t) x 1g, (x —t)dt

(n -1 —00
)\n+1 ) +oo .
= me m[m t" 10<t<zdt
)\’n-‘rl A ’ 1
= ——e thTrde L 1
e, R+ (%)
/\n+1 \ "
|
(n— 1)!6 n RE ()
= fn+1(3;‘)

ce qui achéve la récurrence (on prépare Uoral, inutile de tout écrire au tableau).

74



4. (a) (Je ne perds pas de temps a comprendre "avec soin")

+oo +oo
(Nezn) = | Ve =k = | 1Sk <t < Sppa] = [Sn < 1]

k=n k=n
car (Sy) est croissante.

(b) P(Ny=n)=P(N¢=2n)— P(N; 2n+1) (Eneffet : (Ny >n) = (N, =2n+1)U(N; =n) (disjointe) )
donc avec le résultat précédent :

(¢) En reprenant le calcul de la question 3. (a) on obtient la relation :
’ A" K
Pour = > 0, / frns1(0)do = —% e M +/ fn(0)do
0 n: 0

At)"
( n') e~ ’ Ny suit une loi de Poisson de paramétre A\t ‘

donc Vn > 0, P (Ny =n) =

5. On suppose plus précisément que les horaires de passages successifs d’un bus sont, en moyenne, de 10 minutes.
Un individu arrive a larrét a 'instant 7" = 100 min pour prendre le bus.

(a) A la fin de la boucle while :
r représente 'horaire de passage du bus avant ’arrivée de I'individu.
s représente ’horaire de passage du bus juste aprés 'arrivée de 'individu.
u représente le temps d’attente de I'individu
v représente le temps séparant les deux bus encadrant ’arrivée de 'individu.

(b) Le programme affiche les valeurs suivantes : 10.062252 20.315494.
Elles correspondent respectivement au temps d’attente moyen de I'individu et a la durée moyenne entre
les deux bus.
Sachant que la durée entre deux bus suit une loi d’espérance 10 minutes on pourrait penser qu’entre les
deux bus la moyenne serait de 10 mn. mais non elle est de deux fois cette valeur et le temps d’attente
qu’on pourrait penser inférieur & 10 mn est lui égal & 10 mn.
(On peut ouvrir une discussion tentant d’expliquer ces résultats)

Exercice non préparé :

1. def test_H(L):
n = len(L)
liste = [ k for k in range(n) ]
for t in L:
if t not in liste:
return False
return True

2. Dans la fonction suivante on sait que la liste vérifie H, il suffit de vérifier que les entiers de 0 & n — 1 sont
tous la. (Raisonnement par double inclusion)

def test_H_prime(L):
n = len(L)
for k in range(n):
if k not in L:
return False
return True

Les meilleurs candidats ont surement eu d’autres questions, vous devrez juste faire au mieux avec vos qualités.
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BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 35 des exemples 2024

Question de cours :
(Allons au plus simple, on donne une caractérisation)
Une partie F' de E est un sous-espace vectoriel si, et seulement si, 0g € F et V(a, 8) € K2, V(u,v) € F?2, au+pv € F

Remarque : la définition est :
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Dire qu’une partie F' de F est un sous-espace vectoriel de E signifie que (F, +,.)
un K-espace vectoriel.

Exercice préparé :

(Bien prendre le temps de bien comprendre les questions pendant la préparation, quitte o faire moins de questions)

1
1. En prenant (u,) la suite constante égale & 1 et f: 2z —x — .

2
, ) 1
e D’une part : u"f(nx)zlx(n:vfi):nxfi.
n—1 n—1
k E o1 nn—1) n 1
D’ t t — = _— = = _— e — = - —
e D’autre par l;)f<x+n> ];)(;z:+n 2> nx + 5 5 ="

Donc |la suite constante égale & 1 est adaptée a la fonction x — x — 5

n—1
k
2. On suppose Vn € N*, Vo € R, w, f(nz) = Z f (x + )
k=0 "

En dérivant les deux membres par rapport & = (ce qui est possible car on a supposé f dérivable) on obtient :

n—1
k
Vn € N*,Vz € R, nu,f'(nz) = E I (w—i— )
n
k=0

et donc ’ la suite (nuy,), - est adaptée a la fonction f’ ‘

n
a
3. (a) La valeur de cette somme est Z kifl’ d’ott la fonction suivante :
k=0

def integrale(L):
n = len(L)
s =0
for k in range(n):
s += L[k]/(k+1)
return s

1
1
(b) Bj = By donc B; : x — x + ¢ avec ¢ une constante et comme / B (t)dt = 0 on obtient ¢ = —3
0

1
donc BlzX—§

1
B} = 2B; = 2X — 1 donc By : ¥ — 2% — x + ¢ avec ¢ une constante et comme / Bs(t)dt = 0 on
0

1 1
obtient ¢ = 8 donc |Bs :){27)(+6

Calculer By et By et vérifier que By et By appartiennent & F.

(¢) Un récurrence simple sur 'entier p permet de montrer que :

Pour tout p € N, B, est unitaire et de degré p.
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X k
(d) i On suppose que B, appartient & E, Vn € N*,Vz € R, w,By(nz) = Z B, (x + >
n

On dérive p fois membre & membre cette égalité polynomiale pour obtenir :

k
Vn € N*,Vz € R, plau,n?By(nz) Zp'B()(:E—i— )

1
et comme By = 1 il vient nPu,, = n ce qui donne bien u,, = ——,
n
: 1 IR
alors |la suite T est adaptée a B,
neN*

. 1 L
ii. La fonction ¢ : z »—> E B, |z —I— est dérivable sur R et

Ve R, ¢ (z) =

— B (nx) — ZB’(a:+) (1 By_1(nz) ZBpl(er ))

1
or d’apres i. <np_2> est adaptée & B,_1 et ainsi Vo € R, ¢/(z) =0
nenN*

/Ol/n o(2)dz /Ol/n <nplpr(nx) _ f B, (x + 7’2)) dz

iii.

k=0
1/n 1 n—1 k
= A <np_1_Bp(7’L.’,C) — p Bp (IIJ + n)) de
1 1/n n—1 .1/n k

= ; nBy(nz)dr — ];J/O B, (a: + n) dx
(k+1)/n

= —/B dt— / B, (t)dt
k/n

- = /O B, (t)dt — /O B, (t)dt

= 0

iv. Les deux questions précédentes montrent que ¢ est nulle.

. 1 k
donc Vn € N*,Vx € R, FBp(nx) = kZOBp <x + n) donc B, € &
On a donc montrer dans (d) que pour tout p > 1, si B,_1 € E alors B, € E et comme By € E on
peut conclure : ’Pour toutpe N, B, c E ‘

Exercice non préparé :

1. def verif(L, a, b):
for t in L:
if not (a<= t <= b):
return False
return True

2. Ici on suppose que la liste L passée en argument contient des entiers entre a et b.

def denombre(L, a, b):
Nb_Occ = [ 0 for k in range(a, b+1) ]
for t in L:
Nb_Occ[t-a]
return Nb_Occ
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BCPST 24

2005-2006

’ Correction du sujet 36 des exemples 2024

Question de cours :
On appelle densité de probabilité une fonction f définie sur R, a valeurs positives ou nulles, dont l'intégrale

généralisée sur R converge et vaut 1 .

Exercice préparé : (Remarque : Exercice trés proche du sujet G2E 2024)

1. def ps(u, v):

S =
for

0
k in range(len(u)):
s += ulk]=*v[k]

return s

import numpy as np

def Gram(L):
p = len(L)
G =11
for i in range(p):
ligne = []

ret

for j in range(p):
ligne.append(ps(L[i], L[j1))
G.append(ligne)
urn np.array(G)

ul,u2,ud3 = [1, -1, 0], [1, O, -11, [1, 1, 1]
print (Gram([ul, u2, u3]))

2. La matrice de Gram d’une famille de vecteurs de R™ est symétrique réelle donc diagonalisable d’apreés le

théoréme

spectral.

3. (a) On suppose que G est inversible.

GX

aq (U1, ur) + ag (U, ug) + ... + ayp (U1, up) (u1, > % o) (uq,0) 0
B aq <U2, u1> + a2 <U2, U2> T top <U2, Up> _ <U2a Ziﬂ akuk> _ <u27 0> _ 0
a (up, u1) + ag (Up, uz) + ...+ ay (up, up) (up, Ei:l Qi) (up, 0) 0

Or G est inversible donc son noyau est réduit au vecteur nul, ainsi tous les coefficients ay sont nuls et
la famille (uq,...,u,) est libre.

b) i

ii.

iii.

P
SiGX = 0, alors, d’aprés le calcul précédent, pour tout entier ¢ € [1, p], on a bien <u7;, Z akuk> =0
k=1

p p p p
Alors <Z ;i Zakuk> = Zai <ui7 Zakuk> = 0 (par linéarité a gauche du produit 3 sca-
i=1 k=1 i=1 k=1
p
> aiu;
1

1=

P
= 0 et ainsi le vecteur g apug est nul|.
k=1

laire), donc

Or la famille (uq,...,u,) est libre donc tous les coefficients «y, sont nuls, c’est-a-dire X = 0. Ainsi

le noyau de G est réduit au vecteur nul et la matrice |G est inversible|.

G est inversible si, et seulement si, ker(G) = {0}

4. (a) Soient a et b€ R™ on a:

—b||> = (a—b,a—b) = (a,a) — 2(a,b) + (b,b) = ||a||* + ||b]|* — 2(a,b)  (bilinéarité et symétrie)

la
(b) Soit V(i,5) € [1,n]2,i # j, on a |lv; — v;]|> = |Jvil|> + [Jv; ]| — 2 (v;,v;), Cest-a-dire 1 =1+ 1 — 2 (v;, v;)
1
donc (v;,v;) = 5

Les

termes diagonaux de la matrice G valent 1 |, les autres termes ok
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(c) Par produit matriciel, A% est la matrice dont les termes diagonaux valent n + 3, les autres termes n -+ 2.
On peut alors vérifier directement que A2 = (n +2)A — (n+ 1)I,, (ou on peut poser A? = aA + 31, et
déterminer les valeurs de « et § si nécessaire). Cette relation nous permet d’écrire :

1 2
Al as ™2 ) o,
n-+1 n-+1

1 n+2
Ainsi A posséde un inverse a droite donc est inversible, d’inverse ———A + nte
n+1 n+1

(d) La matrice 2G est inversible donc G lest également. D’aprés le résultat de la question 3 , la famille
(v1,...,vy) est libre, elle est de cardinal n = dim (R™) donc elle est une base de R™.

I,.

Exercice non préparé :

import random as rd

def marche(i,N):
pos = 1
for k in range(N):
pos += rd.choice([1,-1])
return pos

def jeu(n,a,b,i):
pos =1
while pos !'= 0 and pos != n:
pos = marche(pos,1)
if pos == 0:
return a
return b
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BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 37

Question de cours :

Si u et v sont deux fonctions de classe C! sur le segment [a, b] alors

/abu(t)v’(t) dt = [u(t)v(t)]z - /ab o (t)v(t) dt

Exercice préparé :

1. (Bien faire cette question pendant la préparation).

def simul_XY(n):
Nb_Occ = [0, 0, 0]
for k in range(n):
u = rd.randrange(3)
Nb_Occ[u] += 1
x = Nb_0cc[0]

y=0
for i in Nb_0Occ:
if i==0:

y =1
return x, y

2. (Loi des grands nombres : la fréquence de réalisation donne une valeur approchée des espérances)

N = 10000
SX, 8Y, SXy =0, 0, O
for k in range(N):

X, ¥ = simul_XY(10)

SX += x
SY +=y
SXY += x*y

print (SX/N, SY/N, SXY/N)
print (SXY/N - SX/N * SY/N)

Le programme affiche une valeur proche de 0, on peut faire lla conjecture que cov(X,Y) = O‘.

3. Plusieurs approches possibles, par exemple :
On utilise le modéle : Q = {1,2,3}? et P uniforme. (card(Q2) = 3% = 9)
Le couple (4,5) correspond au résultat :
la boule 1 dans le tiroir ¢ et la boule 2 dans le tiroir j.

X(Q) ={0,1,2} et Y(Q) = {1,2}

x\Y | 1] 2
2 2 4
O 1999
1 4 0 4
9 9
2 0 ! !
9 9

2 1
|

3 3

2 4 8
On obtient E(X) = 3 EY)= 3 et E(XY) = g° ce qui entraine |cov(X,Y) =0

Remarque : X et'Y ne sont pas indépendantes.
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4. (a) On est dans la situation classique appelée schéma de Bernoulli : X compte le nombre de succés : le
jeton va dans 'urne 1. (On peut détailler si nécessaire. L’expérience est constituée de n épreuves de Bernoulli

identiques et indépendantes ...) . X suit la loi binomiale de paramétre (n, %), ainsi E(X) = g
2 n
(b) Ona (Y1 =1) = (X =0) et Y] est de Bernoulli donc E(Y;) = <3>

2 n
La symétrie du probléme permet d’affirmer que E(Y2) = E(Y3) = (3)

2 n
et la relation Y = Y7 + Y2 + Y3 donne (avec la linéarité de E(-)) |E(Y) =3 (3> .

(¢) Raisonnons pour i = 2 (ce serait le méme raisonnement pour i = 3).

On utilise le modele : @ = {1,2,3}" et P uniforme. (card(Q2) = 3")

[X = j]N[Y2 = 1] est le nombre de listes avec j fois 1 et aucun 3 donc card([X = j]N[Yz =1]) = (n)

vie {230 [0n], P(X=jn[Y=1])= (”) . L

(d) Le théoréme de transfert donne :

B(XY) = > > jkP([X =j]N[Ys=k])

(somme usuelle)

n—1
3n

En revanche XY; =0 donc [E(XY7) =0

(En effet [ X #0] C [Y1 =0 C[XY1 =0] et [X =0] C [XY1 =0])

de méme |[E(XY3)=n

2n71 2n71 on
donc avec les résultats précédents on montre bien la conjecture : |cov(X,Y) =0

Exercice non préparé : (De l'intérét de connaitre les listes de listes)

1. def temps(coords):

L=1[ # liste des temps
for ¢ in coords: # c parcourt la liste coords
L.append(c[3]) # c[3] est le temps du point de passage c

return L

On aurait aussi pu utiliser une liste en compréhension :
def temps(coords):
return [c[3] for ¢ in coords]
2. On utilise la méthode classique de recherche du maximum :

def plus_haut(coords):

tmp_max = coords[0] # premier point de passage
for ¢ in coords:
if c[2] > tmp_max[2]: # si 1’altitude du pt de passage est plus gran
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tmp_max = ¢ # nouveau maximum temporaire
return [tmp_max[0], tmp_max[1]]
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BCPST 24 2005-2006
| Correction du sujet 38 |

Question de cours :
Soit f une fonction admettant des dérivées partielles sur R2.

On appelle gradient de f en (xg,yo) le vecteur (gi(sco,yo) ; gg(mo,yo))

Exercice préparé :

1. (a) e D définit bien une application de R, [X] dans R, [X].

(En effet : Si P est un polynéme de deg < n alors D(P) est un polynéme de deg < n )
e Soient (o, 8) € R?, (P,Q) € R, [X]?,

D(aP+8Q) = (aP+pQ)(X +1)— (aP + BQ)(X)
= aP(X+1)+8Q(X +1)—aP(X) - BQ(X)
aD(P) + BD(Q)

| D est un endomorphisme de R, [X] |

7

k—1
k .
(b) D(1) =0 et la formule du binome donne | D (X*) = Z ( )XZ pour tout entier naturel k de [1,n].
=0

(c¢) Le résultat précédent donne la matrice de D dans la base canonique de R, [X] est :

0 () © ()
00 () (7)

1

(d) La matrice D est triangulaire donc le spectre est {0}.
Si D était diagonalisable alors D serait semblable a la matrice nulle et donc elle serait nulle.

’D n’est pas diagonalisable‘

2. (a) Best formée de n + 1 vecteurs et dim(R,[X]) = n + 1, il suffit de montrer qu’elle est libre
La famille B est formée de polyndémes non nuls de degrés deux & deux distincts donc elle est libre.

| B est une base de R, [X])]

(b) K1 k-1
D (Hy) = et  D(H,) = H(X+1—i)—H(X—i)
lk':—o2 k—ll:O
= J[&x=9-]](x—4)
1=—1 1=0
k—2
= H(X—i)(X+1—(X—k+1))
.
0 1 0 0
0 2 0

(¢) La matrice représentative de D dans la base B est donc
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3. def f1(P, a):
XP = [0] +P
aP = [ axc for c¢ in P] + [0]
return [XP[i]-aP[i] for i in range(len(XP))]
print(£1([1,1],1))

def H(n):
P = [1]
for i in range(n):

P = f1(P, i)

return P

print (H(3))

4. Soit Y une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A > 0.
(a) H2(Y) =Y? —Y et Y suit une loi de Poisson donc Hy(Y) admet une espérance et Ho(Y) = V (V) +

B(Y) — E(Y) = 3% [1(Y) = 7|

Hi(Y)=Y et Hy(Y)=1E (Ho(Y)) =1et E(Hy(Y)) = A

1 0
(b) | 0] sont les coordonnées de 1 dans la base (Ho, Hy, Hz) et | 1| sont celles de X .
0 0
0
1 | sont les coordonnées de X? dans la base (Ho, Hy, Hy). (En effet : X?> = H, + H>)
1

(¢) X2 =H; + Hy donc E(Y?) = H1(Y) + Ha(Y) = A+ A2, on retrouve | V(Y) = A
5. (a) e Pour tout a € R, D(hy) = (€% — 1)hq et D(kq) = —(e® + 1)k,
Quand a décrit R, e® — 1 décrit | — 1;+o0[ et —e® — 1 décrit | — oo; —1]
donc les valeurs de R \ {—1} sont valeurs propre de D
e De plus si —1 était valeur propre de D on aurait une fonction non nulle f vérifiant Vo € R, f (z+1) =0,
ce qui est impossible

En conclusion | le spectre de D est R\ {—1} ‘

(b) F est bien dans C, on note g = D(f), Comme F est continue et croissante, g est continue et positive.

Soient a < b € R. Alors , , ,
/g@&:/lW+D&—/F@&
a ab+1 ba
:/ F@&—/F@&
a+1 a
+1

:[MF@M—[lF@M

Par croissance de F et croissance de l'intégrale, on a alors F'(b) < be F(t)dt < F(b+1).
Par théoréme d’encadrement des limites, cette intégrale converge donc vers 1 quand b tend vers +oo.

a+1
De méme, 'intégrale / F(t)dt converge vers 0 quand a tend vers —oo.
a

“+o0
Finalement, / g(t)dt converge, vers 1. Ainsi, ’ g est bien une densité de probabilité‘.

— 00

(c) Si F est la fonction de répartition d’une loi uniforme sur [0,1], on a alors g définie par
Vi< -1, g(t)=0 Vi e [-1,0], g(t) =t+1 vt e [0,1], g(t) =1—1t Vi>1, g(t)=0

Exercice non préparé :

1. def simul(N):
return [ rd.randint(0, 1) for k in range (N) ]

2. def longueur(): N = 10000
L = simul(3) S=0
while L[-3:] '= [1,1,0]: for k in range(N):
L.append(rd.randint (0, 1)) S += longueur()
return len(L) print (S/N)

Le programme affiche une longueur moyenne proche de 8.
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| Correction du sujet 39 |

Question de cours :
Soit F et F' deux espaces vectoriels, on suppose E de dimension finie.
Pour f une application linéaire de E dans F, rg(f) + dim(ker(f)) =dim(E).

Exercice préparé :

1.

3.

U est a valeurs dans ]0, 1] donc U? aussi et pour = €]0, 1],

Fy2(z) = PU? <)
= PU<u) carz>0etU >0
= Fy(Vx)
= car 0 <z <1 etU — %(]0,1])

x—0  si x €] —00;0]
La fonction de répartition de U? est : ¢ x+— /x si x €]0,1]

x—1  si z€[l;4+o00]
Cette fonction est continue sur R (tout entier) et de classe C! sur R sauf en 0 et 1 donc U? est une variable
a densité, et |U? est de densité : f — ﬁl]o,u(x) ‘ (méme densité pour V?)

U? et V2 sont indépendantes, U? de densité f et V2 de densité f
donc (Théoreme rappelé au début du sujet) [la variable aléatoire Z = U2 + V2 admet une densité de probabilité|.

def simul_Z(Q):
x = rd.random()

y = rd.random()
return x**2 + y**2
N = 10000
s =0

for k in range(N):
if simul_Z() <= 1:
s += 1
print (s/N)

(a) Soit = tel que 0 < z <1,

hz) = f@)f(z—t)dt

1
' 71]w—1,w[(t) dt

+oo
= [m 2%/%1]0,1[(75) X 2\/%1]071[(56—15) dt
1 1
4 )y VE V-t

1 1 1

4o Vi

quand t €]0,1[, on a : 1j,_1 4(t) =1 <= t €]0,z[ donc |h(z)=

(b) t =y (changement de variable affine)

hz) =

on a bien pour 0 <z < 1,on a: |h(x) =




1/ 1 1
© ) =7 [ =

(t = sin®(u)) ¢ 1w sin®(u) est de classe C1 sur |0; Z [ et strictement croissante sur |0; % |

h(z) =

2sin(u) cos(u)du

1 /5 1 1
4 Jo \/1 — sin?(u) \/sin2(u)
z
/ 2du
0

g N

1
(d) P(Z<1) = [y h(z)de = F
L’expérience peut étre vu comme : "On prend un point M au hasard dans le carré [0,1]2, Pévénement
Z < 1 est le méme que I'événement OM < 1.

L’aire du quart de cercle de centre O et de rayon 1
L’aire du carré [0,1]2

5. (a) Calculs classiques : E(Y,) =2 V(¥,)=12(1-1)

La probabilité de cet événement est qui vaut 7

Pour ¢ > 0, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne |P ( Sp — —

(b) En prenant € = 0,01, on obtient : P (% € ]Yn — ﬁ;Yn + ﬁ[) >1- %% (1 — %)
4
Il suffit de trouver l’entier n tel que 1 — &% (1 — %) < 0,05

n 4
On obtient : ’pour n = 33 700‘

T
]Yn — ﬁ; Y, + ﬁ[ est un intervalle de confiance de niveau de confiance 0,95 de 1

(¢c) N = 33700
s =0
for k in range(N):
if simul_Z() <= 1:
s += 1
print(s/N -0.01)
print(s/N +0.01)

donne D'affichage :

0.7735905044510386
0.7935905044510386

Exercice non préparé :

def paquet():
x = rd.randrange (20)
y = rd.randrange(20)
z = rd.randrange (20)
return [x, y, z]

def remplit(A, P): # Cette fonction modifie A et ne renvoie rien.

for p in P:
Alp]l = True
N = 100000
s =0

for k in range(N):
A = [ False for k in range(20) 1]
while sum(A) != len(A):
remplit (A, paquet())
s += 1
print(s/N) L’affichage est environ 24.3
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BCPST 24 2005-2006

| Correction du sujet 40 |

Question de cours :
Soit (w1, ..., up) une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel E.

(u1,...,u,) est libre signifie que : V(Ar,....A,) € K", >0 Mup =0 =>Viel, X\ =0

Exercice préparé :
1. e Sur R* f est le quotient de fonction C° donc elle est C°.
e En0, &) 1 et £(0) =1 donc f(x) — f(0) (f continue en 0)
T—r

I z—0
En conclusion : ’ f est continue sur R ‘
2. (a) def f(x):
if x==
return 1
return sin(x)/x # on a importé from math import sin

(b) def rectangle(f, a, b):
S=0
d = (b-a)/N # N une variable globale
for k in range(N):
S += f(atkx*d)
return Sxd # Somme de Riemann

3. C’est un simple changement de variable affine (x = (2n + 1)t dans une intégrale continue sur un exemple.

(2n+1)% 5
/ F@)de = / F((2n+ 1)) (20 + 1)dt
0 0

4. (a) g est de classe C" sur |0; 7] comme somme de fonctions de classe C* sur cet intervalle.

(b)

9(t) = t  sin(t)

t—0 t2

~ —
t—0 6 t—0

’ Donc g est prolongeable par continuité en 0 en posant §(0) =0 ‘

(c) Il suffit de montrer que § est dérivable en 0 et que : }iII(l) g'(t)=g'(0)
—

e En 0, le calcul précédent montre g(tZ:g(o) Kot f% donc § est dérivable en 0 et §'(0) = %.

e Pour ¢t > 0,
1 cos(t)
(¢ - —_— 4
g 27 sin’(1)
t2 cos(t) — sin?(t)
t2 sin?(t)

2 2 1
2 w2 _ 2 (1_¢ 2 _(y_ ¢t 4 — _t 4 im g (t) = —=
Or t* cos(t) — sin*(t) ot (1 5 +o(t )) (t ¢ tolt )) o6 T o(t*) done thmog (t) 5

En conclusion ]g est de classe C! sur [O; %} ‘

5. (a) g et t+— —#H cos((2n+1)t) sont de classe C' sur [0; Z] on peut donc faire I'intégration par parties :

o

5 B 1 R EE| _
/0 sin((2n + 1)t).§(t)dt = [_2n+1cos((2n+1)t)g(t)} _/0 g os((@n + 1)1).g'(1)dt

— 0-0+

2n+1 /0 cos((2n + 1)).g'(¢)dt
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(SE]

L /OE cos((2n + 1)8).5 (£)dt

/0 sin((2n 4+ 1)t).g(t)dt =

2n+1
(b)
" sin(@n+ DH).g0dt] < ! : 2n + 1)t).g'(t)| dt
| sm(en s 00 < g [ leos(en+ o5
< g [T
So2n 41, g
%
donc (théoréme des gendarmes) liIE / sin((2n + 1)t).g(t)dt =0
n—-+00o 0

6. (a) On sait que sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) et sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a) donc

(sin(a + b) + sin(a — b))

| —

sin(a) cos(b) =

(b) On raisonne par récurrence sur n.

Pour n = 0 c’est immédiat et si pour un n c’est vrai il vient :

n+1 .
1+2 Z cos(2kt) = sm((jz(t—&—)l)t) + 2cos(2(n + 1)t)
k=1
_sin((2n + 1)t) + 2sin(t) cos(2(n 4 1)1)
B sin(t)
_sin((2n + 1)t) +sin((2n + 3)t) + sin(—(2n + 1)?)
B sin(t)
_ sin((2n + 3)t) ) , .
= T (ce qui achéve la récurrence)
(©)
H . _ B 2 sin((2n + 1)t) . 1
/O (2n + DF((2n+1)t) — sin((2n + DOGE)dE = /0 ((2n-+ 1) =g —sin((2n + 1)) (t
B 2 sin((2n + 1)t)
B /0 sin(t) dt

_ /2 1dt + 22/2 cos(2kt)dt
0 =70

m
—  =+0
n—-+o0o 2

7. On vient de montrer que u,, — fog ((2n+1)sin((2n + 1)t)g(t))dt —

s
n—-+oo 2

et on a vu que lim sin((2n 4+ 1)t).g(t)dt = 0 donc | lim w, = z

n—+oo [ n—+00 2

Exercice non préparé :
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BCPST 24 2005-2006
| Correction du sujet 41 |

Question de cours :
Pour x = (21, ..., ) on appelle norme euclidienne le réel ||z|| = />, 22

1=

Exercice préparé :

1. On reconnait la loi uniforme sur [—%; %]

def simul_XQ):
u = rd.random()
return u - 1/2

2. def F_X(x):
if x < -1/2
return O
elif x < 1/2 :
return x + \frac 12
return 1

1 1
3. E(X) =18t [E(X)=0], E(X|)=[?, |ldt=2 ¢ tdt [E(X]) =]
et B(X?) = [2, 2dt =2 [} 12dt [BE(X?) =L
2

4. (a) M, a valeurs dans [—%; %] et pour z dans cet intervalle :

P(M,<z) = P((X1<2)n-N(Xn <))

H P(X, < x) (indépendance des Xy,)
k=1

1 n
<x+2>

z+—0 st x €] — oo

La fonction de répartition de M, est :

z—1 si @ €]g;+o0]
(b) La fonction de répartition de M,, est continue sur R et C! sur R sauf en —% et %, donc M,, est & densité
x+—0 si @ €] — o0y —3]
L 1 n—1 . 11
et M,, de densité : a:r—>n(:z:+2) si € [—3 3]
x+—0 si @ €]5;+o0]

M,, admet une espérance car cette densité est nulle en dehors de [—%; %] et continue sur ce segment et

% 1 n—1
E(M,) = / nz(x+2> dz

1 1
2 n+1

Nl

(¢) my, a valeurs dans [—%; %] et pour x dans cet intervalle :

Pm,<z) = 1-P(Xi>z)n---Nn(X, >z))
= l—ﬁP(Xk>x) (indépendance des Xj;)
k=1 A
)
x—0 si x €] —o0; —1]

: 4 o zr—1—-(L-2)" si ze[-3 i[
La fonction de répartition de m,, est : 272

z—1 si x €5;+oo]
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5.

(d) P((my, >0)N (M, <0)=0 or P((mn=0)%£0 et P(M, <0))#0

’Les variables aléatoires m,, et M,, ne sont pas indépendantes‘

(e) Linéarite de E(.) : E(S,) =Y E(X;) =0
(a) eMn =TI, eMi (on justifiera lexistence des espérances a la fin)

n

E (e)‘S”) = HE (6’\Xi) (indépendance)

or E(e)‘X'i) = /+°° eMf(t) dt

|
i
ol
e
%
[oN
~+
Il
g
S |
<-‘jl

o)
o
c
=
=+
o
c
=+
>
m
=
=
—~
g}
>
9]
3
SN—
Il
VS
9y
[N
\
m\
[N
N——
3

(b) L’inégalité de Markov donne : P (e**n > M) < =~

)

Pour A =11l vient :P (S, > t) < e~ (6% — e’%) Le tts (1 - e’l)n

>

A
donc P (AS, > A\t) < e M (62 —

’ pour tout t € R, P(S, >1) < e‘“‘%‘

(a) def simul_M(n):
m=20
for k in range(n):
a = simul_X()

if a > m:
m=a
return m
x+—0 si @ €] — ooy —3]
1\ 11
(b) La fonction de répartition de M,, est : { T (z+3)" si zel-3 3
zr—1 si x €] — 400
. - . . 1 — 0
La fonction de répartition d’une variable certaine égale a — est I : *
2 z+—1

On a bien pour tout z € R\ {3}, lim Fy,(z) = F(z)
n

li
— 400

M,, converge en loi vers une variable aléatoire certaine égale a % ‘

(a) def simul_Z(n):
return n*(1/2-simul_M(n))
(b) N = 10000
n = 10

E = [ simul_Z(n) for k in range(N)]
x = sorted(E)

y = [(k+1)/N for k in range(N)]
plt.plot(x,y,’k’)

plt.show()

(¢) Z, a valeurs dans [0,n] et pour z € [0,n],

90
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Exercice non préparé :
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BCPST 24 2005-2006

’ Correction du sujet 42

Question de cours :
Soient A est B deux matrices de ., (K).

Dire que A et B sont semblables signifie que : il existe une matrice P inversible telle que A = PBP~!.

Exercice préparé :
Soit n un entier supérieur ou égal a 2,
pour tout P € R,[X], on note ®(P) = 3X P’ + (X? —1)P".
1. e on remarque : deg(®(P)) <deg(P) donc ¥ : R,[X] = R, [X].
e (0, ) € B? et Y(P,Q) € Ry[XP,  B(aP+ Q) = - = ad(P) + SB(Q).

’ ® définie un endomorphisme de R,,[X] ‘

2. (a) ®(1)=0 , &(X)=3X et
pour tout k € [2;n], ®(X*) = 3kXF+k(k—1)X*2(X2-1) |[®(XF) = (K + 2k) X" — k(k — 1) X" 2
(b) Im(®) = Vect((®(X*)) ) = Vect((®(X"))

o<k<n 1<k<n) =n

(Famille de polynémes non nuls de degrés différents)

’(@(Xk))1<k<n est une base de Im(@).‘

(¢) Le théoréme du rang donne : dim(ker(®)) = 1 et comme ®(1) =0, ’(1) est une base de ker(@)‘
3. Le résultat de 2.(a) permet d’affirmer que la matrice de ® dans la base canonique est triangulaire supérieure
donc le spectre se lit sur la diagonale ; ainsi Sp (®) = {k‘Q +Ek|kel0;n] } : n+ 1 valeurs propres distinctes
donc ’ P est diagonalisable.‘

4. (a) def S(n):
s =0
for k in range(0, N//2 +1):
s += comb(N+1, 2*k+1)
return s

(b) S4=5+104+1=16 et S5 = 6 + 20 + 6032.
(€) Sy +Tn =0 () = (1 + 1N+ done | Sy + Ty = 2N+ |
Sn = Tn =Tio (1) (=DF! = —(1 = 1)V*! donc
On en déduit que ’ Sy =Ty =2V ‘
5. On définit pour N € N le polynome :

Py = Z (_1)k<N+1>(1_X2)k:XN—2k:

0<2k+1<N+1

(a) Py = (—1)0(1)(1 — X)X donc P = (—1)0@)(1 — X?2)0X1 donc
et Py = (—1)°(?)(1 - X2)°X? + (1)1(1 — X2) X donc

(b) Py est la somme de polynomes de degré N et des coefficients dominants est :

> ()t s

0<2k+1<N+1

Le monoéme dominant de Py est 2V XV ‘

(c) Cette famille contient n + 1 vecteurs et la dimension de R, [X] est n + 1 donc il suffit de montrer que la
famille est libre.

or c’est une famille de polynémes non nuls de degrés différents donc elle est libre.

’ (Po, -+, Pp) est une base de R,,[X] ‘
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(d) sin((N + 1)t) = Im((cos(t) + isin(¢))V+1)
or la formule du binéme donne : (cos(t) + isin(t))N+! = kN:'Bl (N,jl) (isin(t))*(cos(t))N+1-F

donc

sn((N+1)f) = + 3 (N +1)(z'sm(t))%“(cos(t))N2’“

) 2k +1
0<2k+1<N+1

smt) S (1) (Z:D (1 — cos2(#))* (cos(t)) V-2

0<2k+1<N+1

et ainsi

[sin((N + 1)t) = sin(t) Px (cos(t))]

(e) En dérivant deux fois I’égalité précédente on obtient successivement :
(N + 1) cos((N + 1)t) = cos(t) Py (cos(t)) — sin®(t) Py (cos(t))
—(N+1)?sin((N+1)t) = — sin(t) Py (cos(t))—cos(t) sin(t) Py (cos(t))—2 sin(t) cos(t) Px (cos(t) ) +sin® (t) Py (cos(t))
Ce qui donne aprés simplification :

(N? 4 2N) Py (cos(t)) — 3 cos(t) Py (cos(t)) — (cos®(t)* — 1) Pp(cos(t)) =0

donc ’ (N2 4+2N)Py —3XPy — (X2 -1)P{ =0 ‘ (En effet : ce polynéme a une infinité de racines)

(f) On vient de montrer que ®(Py) = (N? + 2N)Py donc (P, ..., P,) est une base de R,[X] formée de
vecteurs propres de ®

Exercice non préparé :

1. Ecrire une fonction est_mixte prenant en argument une liste composée de 0 et/ou 1 qui renvoie False si la
liste est composée uniquement de 0 ou uniquement de 1 et True sinon.

2. Ecrire une fonction plus_longue_suite prenant en argument une liste composée de 0 et de 1 qui renvoie la
plus longue suite de 1 de la liste.

Exemple : si L =[0,1,1,1,0,1,1,0,0,0, 0], la fonction renvoie 3.
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BCPST 24

’ Correction du sujet 43

Question de cours :

Théoréme fondamental de I’analyse :

Soit I un intervalle de R, a € I et f une fonction définie sur I.

Si f est continue sur I alors z — fam f(t)dt est une primitive de f sur I.

Exercice préparé :
On peut illustrer l’expérience par l’arbre pondéré suivant :

1.

(a)

(b)

L
N N

La formule des probabilités totales avec le systéme complet (R,,, B, ) donne :
P(Ry41 = P(Ry)Pr, (Rnt1) + P(By)Ps, (Rps1) donc | rng1 = 37 + by |

P(Bpi1 = P(Rn)Pr,(But1) + P(B)Pp, (Bni1) done [bni1 = 74

b, =1—-17, donc r41 = %rn +1—r, ou encore : 1,1 = —%rn 1

Il suffit de traiter cette suite arithmético-géométrique avec r; = % : ’Vn >1, r,= % + % (—%)n‘

et b, =1 —r, donc ’Vn}l, bn:l_l(_l)"‘

+

3 3 2

2. On note X le rang du premier tirage d’une boule bleue et Y le rang du premier tirage d’une boule rouge

3.

(a)

(©)
(d)
(a)

def simul_XYQ):

if rd.random() <= 0.5 : # si on tout de suite une boule bleue
return 1, 2

n =2

while rd.random() > 0.5 : # tant qu’on a des boules rouges
n+=1

return n, 1

N = 10000

Sx, Sy =0, 0

for k in range(N):
X, ¥y = simul_XYQ)
Sx += x
Sy +=y

print (Sx/N)

print (Sy/N)

[V suit la loi uniforme sur {1,2}] et ’X suit la géométrique de parameétre .

P(X=1)N(Y =1))=0%# P(X =1) x P(Y =1) donc | X et Y ne sont pas indépendantes

Zl(Q):{O,l} et P Zl

( P(B;) donc |Z1~Z (%)
Z3(Q) = {0,1} et P(Zy P(RiNRy) donc [Zy~ % (3)
Z3(Q) ={0,1,2} , P(Z3 P(Ry N 32 NR3) et P(Z3=2)= P(B1NRyN B3)
donc |P(Zs=0)=% P(Zs=1)=3et P(Z3=2)=1|
Zy(Q) ={0,1,2}, P(Zy=0)=P(RiNRyNR3NRy) et

1)
0)
0)

P(Z4 = 1) = P(BlmR20R30R4)+P(R1ﬂBQﬂR3QR4)+P(R1ﬂRQﬂB30R4)+P(R10R2mR3mB4)

done [P(Zs=0)=4% P(Zi=1)=3+%5="Tet P(Z1=2)=1]
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(b) e Dans le cas n pair : n = 2m,

Dans ce cas on ne peut pas avoir plus de m boules bleues avec m+1 boules bleues on aurait nécessairement
deux boules bleues consécutives.

e Dans le cas n pair : n =2m + 1,

Dans ce cas on ne peut pas avoir plus de m + 1 boules bleues avec m + 2 boules bleues on aurait
nécessairement deux boules bleues consécutives.

On peut alors conclure par : Z,, prend toutes les valeurs entiéres entre 0 et |[O; L”—HJ]I
(¢) P(Z, =0)=P(RiN..NRy,) donc P(Z, =0) = 5.
(d) e Sin est impair : n =2m + 1 alors ... donc P(Z, =m+1) = 5k~.
Dans ce cas il n’y a qu'une configuration : BRBR...RBRB
e Sin est pair : n =2m alors ... donc P(Z, =m) = (m+ 2)5rr.
Dans ce cas il y a plusieurs configurations :
- une qui finit par R: BRBR..BRBRBR
- m+ 1 qui finissent par B :

|R|BRBR..BRBRB, BR|R|BR..BRBRB , .. , BRBR..BRBR|R|B

(¢) En dehors de k € [0; |24 ]] la probabilité est nulle.
Distinguons deux types de séquences :
e La derniére boule est bleue.

Ces séquences sont entiérement caractérisées par la place des kK — 1 blocs "BR" et n — 2k + 1 "R" avant
cette derniére boule "B".
Elles sont au nombre de (z:’f) et elles ont chacunes pour probabilité 27&%4@

e La derniére boule est rouge.

Ces séquences sont entiérement caractérisées par la place des k blocs "BR" et n — 2k "R".
Elles sont au nombre de ("Zk) et elles ont chacunes pour probabilité Q%k

Ces deux cas forment une partition de (Z,, = k) donc

n—k 1 n—k 1
P(Z"_k)_<]€_1)2n+1—k+< f )w

Exercice non préparé :
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BCPST 24 2005-2006
| Correction du sujet 44 |

Question de cours :
Inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™ : V(u,v) € (R™)?, | < ulv > | < ||ul].]|v]]

Exercice préparé :
1. f est continue et & valeurs positives ou nulles sur R, il suffit de montrer fj;o fdt=1

(Calcul & présenter soigneusement au tableau)

“+o0 2
1
/ fydt = V4 —i2dt (intégrale convergente)

— 00 2 —92

1 [2
= 5 \/4 — 4sin?(u) 2 cos(u)du Changement de variable t = sin(u)
s

us
2

[SER|

= g/_ cos?(u)du

™

= é/ cos? (u)du
T™Jo

4

21
= — -1 2u))du =1
77/0 2( + cos(2u)) du

RENVH

] f est bien une densité‘
2. (a) z— 2" f(x) est nulle en dehors de [—2,2] et continue sur [—2, 2]

donc fj:oo 2™ f(z) dz est absolument convergente donc (théoréme de transfert)

’ pour tout n € N, que X” admet une espérance ‘

(b) @ — 2" f(z) est impaire et E(X2¥*1) existe donc |E(X2k+1) =0

3. (a) Le programme suivant permet d’estimer les 10 premiéres valeurs de Uy,.

from math import pi, sqrt
import scipy.integrate as sc
for k in range (11):
def g(x):
return xx*(2*k)*sqrt (4-x**2)/(2*pi)
print(sc.quad(g, -2, 2))

qui donne 'affichage suivant : La deuziéme valeur est une majoration de ’erreur.

(1.0000000000000002, 6.36773078710462e-10)
(1.0000000000000002, 3.4132388027074967e-09)
(1.9999999999999873, 2.5540261017198418e-08)
(4.999999999999991, 6.793205997723817e-10)

(4861.999999998512, 5.90583485973184e-05)
(16795.999999999945, 1.4916062355041504e-05)

(b) Pour f une fonction continue sur [a, ],

1

b—a — b—a b
E = . li =
n posant S, - E: f (a + k - ) , im S, /a f@)de

n——+o0o
k=0

On peut remplacer la fonction scipy.quad par la fonction suivante :

def integrale(f, a, b):
N = 1000
S=0
for k in range(N):
S += f(atk*(b-a)/N)
return S*(b-a)/N
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4. (a) @ g:x v+ x/x est de classe C' sur | 0,1] (fonction usuelle z — x3).

et pour tout z € ]0,1], f'(z) = 5\/5
e en 0, w =z — 0 donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
— z—

o f'(z) = g\/i = 0= f'(0) donc f” est continue en 0

’ la fonction g : 2 — x/x est de classe O sur [0 , 1] ‘

Remarque : cette propriété nous sert dans l'intégration par parties de la question suivante.
(b) Soit k € N,

2 x2k+2

V4 —z22dx

5 2m

2 2k
AUy — Upyy = 4/ 9;—\/47552@7/
=) T
1 2

= — 2?4 — 24 — 22 da

2 _92

_ 1 ([W(z;—ﬁ)%] _/2 AN 2(—2@@@)

2r \ 2k + 1 L2k +1

1 3 2
= — 0 2k+2\/4 — 224
27r( LT e

3
2k + 1

Uk+1

on obtient bien : | Ugyq = 2(2’“+1)Uk‘

k42

(c) u=1
for k in range(100):
if (2% (2%k+1)*u) % (k+2) != 0:
print("stop")
u=(2% (2xk+1) *u) // (k+2)
print Cu(+str(k+1)+’)=",u)

Le programme n’affiche aucun "stop" donc les valeurs sont toutes entiéres.
Les 6 derniers chiffres de Uygg sont 909320.
u(100)= 896519947090131496687170070074100632420837521538745909320

d) On parvient de proche en proche a la relation : |Vk € N, U, = 7,(%)! : a démontrer par récurrence.
El(k+1)!
(e)
2k)!
Uy, ECINS
El(k+ 1)!

(2k)2k y ekektl " 27 (2k)
kF(k + 1)k+1 e2k 2k x 27 (k + 1)

22k % L X L X e X ! donc | U i
~ e —_ n ~ —
(1+1)F  k+1 m(k+1) oo kev/nk
Exercice non préparé :
1. def maximum(L): 2. def histo(L): 3. def tri_compt(L):
m = L[0] n = maximum(L) s =1
for i in range(1, len(L)): Nb_occ = (n+1)*[0] Nb_occ = histo(L)
if L[i] > m: for 1 in L: for k in range(len(S))
m = L[i] Nb_occ[1] += 1 for i in range(Nb_occ[k]):
return m return Nb_occ S.append (k)
return S
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BCPST 24 2005-2006
| Correction du sujet 45 |

Question de cours : Une application linéaire est injective si, et seulement si, ker(f) = {Og}.

Exercice préparé : On peut illustrer l’expérience par ’arbre pondéré suivant :

] PN
N N

R3

1. (a) La formule des probabilités totales avec le systéme complet (R,,, B,) donne :
P(Ry41 = P(Ry)Pr, (Rni1) + P(By)Ps, (Rps1) donc | rng1 = 37 + by |

P(Bny1 = P(Rn)Pr, (Bns1) + P(By)Pg, (Bny1) done m

(b) b, =1—1r, donc rp41 = %’I‘n +1—r, ou encore : T,y = —§rn +1

Il suffit de traiter cette suite arithmético-géométrique avec r; = % : ’Vn =21, r,= % + % (f%)n‘

et b, =1—r, donc ’Vn)l, bn:%_%(_%)n‘

2. (a) def simul_Z(n):
L = [rd.randint(0, 1)] # 1 : bleue et 0 : rouge
while len(L) < n:
if L[-1] ==
L.append(0)
else:
L.append(rd.randint (0, 1))
return sum(L)

(b) for n in range(2,11):
N = 100000
S=0

for k in range(N):
x = simul_Z(n)
S +=x
print(n, > : ?, S/N)
Avec Paffichage :

2 0.74796
3 1.12432
4 1.43653
5 1.78314
6 2.10866
7 2.44148
8 2.77436
9 : 3.11501
10 : 3.44171
3. Z1(Q) ={0,1} et P(Zy =1)=P(B1) donc |Z1~ B (})|et ] E(Z) = ]
Zy(Q) ={0,1} et P(Zy=0)=P(RiNRy) donc [Zy~B(3)|et[E(Z)=73]
23(9)2{071,2}7 P(Z3=0)=P(RiNR:NR3) = % et P(Zg—2) P(BlﬂRgﬁBg):Z
donc ]P23:0)—§ P(Zs=1)=2et P(Z3=2)=1|et | E(Zs) = 3]
Z4(Q) = {O, 2} P( ) = (R1 n R2 n Rg N R4) et
P(Z4:1)—P(Blﬂ ﬂR50R4)+P(R1ﬂBgﬂR30R4)+P(R1I’TR2033ﬂR4) (R1ﬂR2ﬁR3ﬂB4)
donc [P(Zy=0)=4% P(Zi=1)=3+L=7Fct P(Z1=2)=1]et | E(Z) =2
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4. e Dans le cas n pair : n = 2m,

Dans ce cas on ne peut pas avoir plus de m boules bleues avec m + 1 boules bleues on aurait nécessairement
deux boules bleues consécutives.

e Dans le cas n pair : n =2m + 1,

Dans ce cas on ne peut pas avoir plus de m+1 boules bleues avec m+2 boules bleues on aurait nécessairement

deux boules bleues consécutives.

On peut alors conclure par : Z,, prend toutes les valeurs entiéres entre 0 et |[O; ["T'HJ]]

5. (a) Ry, B1 N Ry est un systéme complet car By N By est impossible donc
P(Zpy2 =k) = P(R1)Pr,(P(Zp42 =k)+ P(B1 N R2)Pp,np, (P(Zpi2 = k)
e si Ry est réalisé alors on se retrouve dans la situation du début avec un décalage d’un tirage donc
Pr,(P(Zpy2 = k) = P(Zn41 = k)

e si B; N Ry est réalisé alors on se retrouve dans la situation du début avec un décalage de 2 tirages et
une boule bleue déja tirée donc

Pp,ngy(P(Zpio =k) = P(Z, =k —1)

on obtient bien : | P(Zny2 = k) = §P(Zny1=k) + §P(Zo =k — 1) |

(b) En multipliant par k et en sommant la relation précédente sur |[O, L%J] il vient :

|25 ] L L |2 ]
ZkzP Znso =k) = ZkP Zny1=k) +

[252) L L =]
> kP(Znp2 =k) = 3 Z kP(Zpy1 = k) + Z (k+1)P(Z, =k)
k=0 k=0 =

done [E(Zny2) = $E(Zns1) + 3E(Zn) + 3

+
w

kP(Z, =k —1)

l\D\»—l
=~
Il
—

ou encore

)

Il reste & montrer par exemple par récurrence d’ordre 2 la relation :

11/ 1\"
pour tout n € N, E(Zn):_(_) _|_g

6. (a) P(Z,=0)=P(R1N..NR,) donc P(Z, =0) =
(b) e Sin est impair : n = 2m + 1 alors ... donc P(Zn =m+1)= 2,”“
Dans ce cas il n’y a qu'une conﬁgurdtlon : BRBR...RBRB

1 1
e Si n est pair : n = 2m alors ... donc P(Z, =m) = (m+2)W ( =m + m).

Dans ce cas il y a plusieurs configurations :
e une qui finit par R : BRBR..BRBRBR
e m qui finissent par B :

|R|BRBR..BRBRB, BR|R|BR..BRBRB , .. , BRBR..BRBR|R|B

(¢) En dehors de k € |[0; L%HJ]] la probabilité est nulle.
Distinguons deux types de séquences :
e La derniére boule est bleue.

Ces séquences sont entiérement caractérisées par la place des k — 1 blocs "BR" et n — 2k + 1 "R" avant
cette derniére boule "B".

Elles sont au nombre de (" k) et elles ont chacunes pour probabilité 5 .

e La derniére boule est rouge.

Ces séquences sont entiérement caractérisées par la place des k blocs "BR" et n — 2k "R".

Elles sont au nombre de (";k) et elles ont chacunes pour probabilité 57—

Ces deux cas forment une partition de (Z,, = k) donc

n—=k 1 n—=k 1
P(Z”:k):<k_1)2n+l—k+< k )211—k
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BCPST 24 2005-2006
| Correction du sujet 46 |

Question de cours :
Pour ¢ un réel vérifiant |¢| <1 :

1 1 2
n—1 n n—2
E nq = —Y Eq——i E nn—lq = —5<
ot (1—q)? = l-q¢ 4= ( ) (1-49))

Exercice préparé :
On note F' ’espace vectoriel des fonctions de classe C'°° sur R et W ’application définie sur F' par :
VyeF, Wy =y +2y

1. ® est une application de C*°(R) dans C*(R).
et V(a, B) € R?, V(u,v) € C®(R)?, ®(au+ fv) =--- = ad(u) + SB(v))

’\I/ est un endomorphisme de F ‘

2. On s’intéresse au probléme différentiel :
). { VOO =t e
N vo=0 e yO)=1

En posant z(t) = y/(t), (F) peut s’écrire :
"(t) = 2(t 0)=0
ourl0. 5] {y (1) = (1) y(0)
1
(a) from math import exp

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

a=20

b=5

N = 100

dt = (b-a)/N

t = np.zeros(N+1)
y = np.zeros(N+1)
z = np.zeros(N+1)

t[0] = a
y[0] =0
z[0] =1

for k in range(N):
tlk+1] = t[k] + dt
y[k+1] = y[k] + dt*z[k]
z[k+1] = z[k] + dt*(-2*xz[k] - t[k] * exp(-t[k]))

1]

plt.plot(t,y,’k’)

y = [xxexp(-x) for x in t]
plt.plot(t,y,’r’)
plt.show()

(b) (voir ci-dessus)
(¢) —1 est un valeur propre de ¥.
3. Quel que soit le réel A I’équation différentielle ¢/ + 2y’ — Ay = 0 admet une solution non nul.
(Théoréme de résolution des équations du second degré a coefficients constants)
4. (a) Soit «, 8,7 des réels tels que avexp +3 cos+vysin =0
donc Vt € R, avexp(t) + Bcos(t) + ysin(t) =0
En prenant la limite en +o00 il vient « =0  (Raisonnement par ’absurde)
d’ou Vt € R, Bcos(t) + vysin(t) =0
en prenant maintenant ¢ = 0 il vient S =0 puisil vient v =0
Ce qui achéve la démonstration de la liberté de 4.
et comme elle est génératrice de G ’c’est bien une base de G‘.
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(b) On remarque que pour tout y € {exp, cos,sin} on a ®(y) € G
et ® est linéaire donc ’On peut définir un endomorphisme de G en posant Vf € G, o(f) = U(f) ‘

(¢) U(exp) = exp+2exp = 3exp, ¥(cos) = — cos —2sin et Y(sin) = — sin +2 cos

3 0 0
Donc la matrice M de ¢ dans B est égalea: [0 —1 2
0 -2 -1
3—A 0 0 3—A 0 0 3—X2 0 0
(d) rg|l O —1-A 2 =rg| O -2 —1-XA]=rg| O -2 —1-A
0 -2 —1-A 0 —1-2A 2 0 0 (1-XN?+4

donc M n’a qu’une valeur propre 3 et la dimension de E3(M) vaut 1 donc ’M n’est pas diagonalisable dans .#3 (R)‘
5. Reprendre la matrice M précédente et diagonaliser M dans .#5(C).
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Question de cours :
La formule des probabilités composées :
Soit (Aj, ..., A,) une liste d’événements d’un méme espace probabilisé, si P(A; N---N A,_1) > 0 alors

P(Al n---N An) = P(AI)PAl (AQ) - PAIQ...QATHI(AH>

Exercice préparé :
1. fi:zr—2® et fg:x»—>z2—4
2. Ecrire une fonction Python tracant la fonction f,, 1 pour n allant de 1 a 10 et sur [0,3/2] .

N =1000
a, b=20, 1.5

Liste_x = [ a + k*(b-a)/N for k in range(N+1) ]

Liste_y = Liste_x ] — 3
plt.plot(Liste_x, Liste_y, label = ’0’) I
for n in range(1,11): —a
Liste_y = [ t*%2/(n+1) for t in Liste_y] ok [
plt.plot(Liste_x, Liste_y, label = str(n)) gy ]
plt.legend () el — 2
plt.show() —_—

0.4

0.2 1

0.0

0.‘0 0.'2 0.‘4 Ojﬁ 0.‘8 ljU 1.‘2 l.‘4

3. Un récurrence immeédiate permet de justifier que : | Vo € RY, f,(z) >0 ‘

o fo: x> x est clairement croissante sur R™
e Soit n € N tel que f,, est croissante sur R,
pour z1, x5 tel que x1 < xo9,
fn est croissante donc f,, (1) < fn(z2) et comme f,(x) > 0 il vient % < %ﬁ)z
et ainsi : 11 < 2 == fui1(21) < fui1(22) ce qui montre que f,,; est croissante sur R,
Ce qui acheéve la récurrence.

Remarque :
2
On peut aussi utiliser la fait que f,, 11 est la composée de deux fonctions croissantes : f,, et © — T
4. Soit x € R, on suppose ici qu’il existe ng € N tel que fr,,+1(z) < fr, ()
(a) On a supposé linitialisation : Pour ng € N, f,,+1(2) < fn, (z)
Soit n = ng tel que : fni1(z) < fo(z)
1 1
0 < foi1(x) < fu(z) done 0 < frp1(2)? < fu(x)? et comme de plus 0 < P < ]
2 2
x x
on a bien Ina () < In(2) d’on frro(x) < far1(x) (ce qui achéve la récurrence)

n+2 T n+l
(b) (fn(%))n>n, est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ¢ > 0.

@)
n+1

Et en passant a la limite sur Iégalité f,11(z) il vient £ =0

[(fn(2))n>n, converge vers 0|

5. On remarque : f>(1) < f1(1) donc en utilisant la question 4) il vient : |[(f,(1)) converge vers 0] .

6. Montrons par récurrence que ’Vn eN, fn(2) =n+ 2‘
e Pour n = 0 on a d’une part : fy(2) = 2 et d’autre part : 0 + 2 = 2, la propriété est vraie pour n = 0.
e Soit n € N tel que f,(2) = n + 2,
_ fa(2?  (n+2)?

= >
on alors f,11(2) ntl Z il
(n+2)? 1
—_— = — >
or ] (n+3) ] donc  fr41(2) >2n+3
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10.

Ona Ey = {z € Ry | fu(x) e 0} et Bow = {z € Ry | fu(z) — +oo}

n—-+o0o

(a) On vient de voir que 1 € Ey et 2 € E, donc ’EO et E, sont non Vides‘.

(b) Comme f, est croissante sur RT si 0 < y < 2 alors 0 < f(y) < fu(2).
donc si de plus z € Ey alors y € Ey
Comme f,, est croissante sur RT si 0 < 2 < y alors f,(x) < fu(y).
donc si de plus z € E, alors y € E

fosr(2) (fn(w))Q

En remarquant que pour tout n € N, =
fn(8)

fnJrl((S)

@")
. ) x x
on montre par un raisonnement par récurrence que vn € N, fn(2) = (>

fn(9) 6
d € E4o donc [0, +00[C E4o (question 7)b)
de plus si z < § le résultat de la question 8. on a x € Ey donc

| Eo =[0;0] et Eyoo = [8, +00] |

Rapidement :

fu(2)® In(fn(z))  In(fo-1(z)) In(n)
1 donne on — 277.711 — o

La relation f,41(x) =

En sommant il vient :

In(fn(z))  In(z) _ _En: In(k)

n 0 k
2 2 = 2
d’out
" " In(k)
In(fn(z)) =2 (m@;)-Z - )
= 2
donc (A détailler!)
400 )
k=1
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Question de cours :

Exercice préparé :

1. @ f > 0 et f continue sur R sauf en 1.

—+oo —+oo 2
./ f(t),dt:/ 5o dt
—o00 1

1

or F:t— 2 est une primitive de f sur ]1;4o0[ et li{nF =—1let EmF =0,
“+o0

donc / f(t),dt est convergente et vaut 1. donc ’ f est bien une densité de probabilité‘.
— 0o

. . 1
2. 81 x <1 alors Fx(z)=0 et siz>1 alors Fx(z)=1—- —
x

3. U a valeur dans |0,1[ donc V a valeurs dans |1;+o00]  (Etude de fonction de t — \/11?)

PV<e) = P(\/ll_iUéx)

- p(m%ﬂ)

- r(ver- L)
T

1 1
= 1-—= car 0<1—-—5<1
T x
On retrouve bien la fonction de répartition de X.

4. On applique le résultat de la question précédente.

def simul_XQ):
u = rd.random()
return 1/sqrt(1-u)

5. E(X) =2 et X n’a pas de variance.

6. (a) def Simul_T(n):
L = [simul_X() for k in range(n)]
return max(L)/sqrt(n)

(b) N = 1000000
n = 1000
c=0

for i in range(N):
c += Simul_T(n)
print(n, ’ : ?, c/N)

1
7. Pour x > 7

(max(Xl,...,Xn) o )
SRR An)
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8. T a pour densité g donc sa fonction de répartition (en intégrant) est :

si <0 alors Fr(z)=0 et siz>1 alors Pr(z) =exp(—25)
Soit > 0 pourn>iona' P(T,<x)= 1_i ' N exp(—i)
9 .’L’Q . n nx2 A z2

[(T5,) converge en loi vers T de densité g.|

9. Il manque la rédaction.

’T admet une espérance qui vaut /7 ‘
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Question de cours :

Exercice préparé :

On pose ;411 = axpe”* avec a =e" > 0 et o > 0.

1- L") v
1. Ynt1 = yne < P/ donc bypy1 = bynere_% et comme b =r/p, « = e" et x, = by, il vient bien :

Tptl = QTpe

Si zg = 0 alors x,, = 0 pour tout n : ’1& population reste nulle‘.

2. La fonction & — axe™* envoie R} dans R’ . Par récurrence immédiate, si o > 0 alors z, > 0 pour tout n.

3. La fonction f, :  — axe™® est de classe C*® sur RT, avec f/(z) = a(l — x)e™?.

z 0 1 400
! (x) + 0 -
e !
0 0

4 folz)=2 <= ae " =1ouz=0,et commea>0zx=Inaouz=0.

— Si a < 1, le seul point fixe est x = 0.

— Si a > 1, les deux points fixes sont In« et 0.

5. (a) Programme Python :

from math import exp
import matplotlib.pyplot as plt

def ricker(xO, alpha):

x = x0
for k in range(201):
if k % == 0:
couleur = ’blue’
else:
couleur = ’red’

plt.plot(k, x, ’+’, color=couleur)
x = alpha * x * exp(-x)
plt.show()

(b) Pour zp = 0,5 et a =4 : (w2y) et (z2n+1) semblent adjacentes et converger vers un réel proche de 1.4

6. On suppose a € |e, €2

(a) ga(z) = fa(z) —x=are ™ — 2z = ze "(a —€").

x 0 Ina +o00
(o =€) + 0 -
go(x) 0 + 0 —
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(b)

(2)

fi(z) =a(l —xz)e® donc pour z > 1: |f/(2)] = a(z —1)e™*

En étudiant : h: 2 — (2 — 1)e™®, on montre que h(z) < e™2

Donc |f/(z)| <ae™? <e?-e?=1 car ici a < €. |On pose M = ae~2 € [0, 1]].

sur [1; +ool.

En utilisant le tableau de variations de la question 3, sachant qu’ici ae™ > 1 il y a exactement deux
solutions : A\, €]0,1[ et po €]1, +00].
Raisonnement par I’absurde : supposons ,, ¢ [A4, o] pour tout n.
le tableau de variations montre que si  €¢ [\, ta] alors f(x) € [0,1]
donc z, 41 = f(x,) € [0,1] et comme X417 & [Aa, fa] 1l vient z,41 € [0, Ay]
On aurait alors (z,,) croissante majorée donc convergente vers un réel de ]0, A, ]
(A détailler on utilise xo # 0)
Ce n’est pas possible car il n’y a pas de point fixe dans cet intervalle. (En effet : In(a) > 1)

[Donc il existe ng tel que @, € [Aa, Hal|-

Pour z € [1, o] & fa(2) € [fa(fta), fa(1)] = [1,ae™?]  (décroissance de f, sur [ga; +00]).
Or ici fa(ae™) > 1 donc fa(ae™) > fo(pa) et ainsi ae™! < p, (strict. décroissance de f.,)

Pour n > ng + 1, on a x,, € [1, o] et le théoréme des accroissements finis donne :
[Zn+1 —Inal = |fo(zn) — fo(lna)| < Mz, — Inal

puisque |f!| < M sur [1, +o0].

Par récurrence, |z, —Ina| < M"Yz, 11 —Inal — 0.

(%) converge vers Ina|
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1.a) Ensemble de définition : f est définie sur D = R\ {—1, —2}.

1 2
f(z) =— 5 — 5 < 0 sur tout D : f est strictement décroissante sur chacun des trois intervalles
(1+2) (2+2)
| —o00,=2[]—2,—1[et | = 1,+0o0].
T —00 —2 -1 400
ot +o00 400
f(x) \\\\\\\\\ \\\\\\ \\\\\\\\\
—00 —00 0+

On applique théoréeme de la bijection sur les trois intervalles.

L’équation f(z) =1 admet exactement 2 solutions.]

2

1.b) f(z)=1< Ttz

LT =1+ 2+2)+2(1+2)=1+2)2+2)2>=2
X

’x:f\/ietx:\@‘

2.a) et b)

import numpy as np
import numpy.linalg as la

def A(n):
M = np.zeros((n,n))
for i in range(n):
for j in range(n):
MIi, j1 = (G+1) * (i !'= j)
return M

print (A(10))

for n in [2, 3, 4, 10]:
print(la.eigvals(A(n)))

# Affichage :
[ 1.41421356 -1.41421356]
[ 3.76643548 -1.28282386 -2.48361162]
[ 7.1061962 -1.21448662 -3.52502525 -2.36668434]
[48.11195054 -1.08895994 -2.15868999 -9.63101185 -3.22099543 -8.53470637
-4.27999435 -5.33818536 -7.46161804 -6.39778921]

3.a) La fonction est continue et strictement décroissante sur chacun des intervalles.

-n+1

f(x)

O+

.

—00

+00

\

—0o0

0+

(€n) admet une unique solution dans chacun des intervalles |—1, +oo[ et |—k, —(k — 1)[ pour k € [2,n].
Cela donne 1+ (n — 1) = n solutions distinctes en tout.

3.b) A, est une matrice n x n et A, admet n valeurs propres distinctes donc ’An est diagonalisable.‘
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n+1

4.a) Pour t €] =2, —1[, foq1(t) = fu(t) + nt+l+t

deplus n+1+4+t>n—1>0 (carn >2), donc ———— > 0, d’ou fr41(t) > fn(?).
n+1+1¢

On en déduit que A, €] —2,—1[ et ainsi fr,r1(An) > fn(An) =1 A0 fri1(An) > fur1(Ant1)
et comme f,41 est strictement croissante sur | — 2, —1]

[(\n) est (strictement) croissante. |

4.b) (A\,) est croissante et majorée par —1 donc théoréme de convergence monotone :

[(An) converge vers un réel £ €] — 2, —1]|

Sif €] —2,—1], sachant que —2 < A\, < ¢ < —1 et que f, est décroissante sur | — 2, —1[ : f,(An) = fn(£).

4.c) La question précédente donne Vn € N*, f,(\) < 1,
n

k n k 1
_— . E t: tout k € [1; _—
or Zlk-i-)\/lJr)\ (En effet : pour tou [1;n], Y 1+)\)
Ce qui entraine par minoration que 1iIJ1;1 fn(X) = 400 ce qui est impossible car Yn € N*| £, (\)1.
n——+0oo
(= —-1.
2 2 1

pour k>

£d) 2AVh-VE-D) = VEivhoi o ok VEC

En sommant de k=14an:

Oélilézi(ﬁ—M):%:i.
k=1 k=1 n \/ﬁ

n k " n

1 1
Théoréme des gendarme — - —0
( reme des gendarmes) nZk
1 2 " k 1 An " k
4.¢) On sait f,(Ay) = 1, donc ——— 4 —— — 1 puis _ _
) Onsait fa(An) =1, done = ooy +k§k+An PRTEN T2 Ak
k i k "k
C -2< A, <1 t < < -
omme on montre que : Z — Zk—i—)\n Zk—Q
k=3 k=3
n—1 n k n—2 9
avec changement d’indice : < 1+ -
vec un changement d’indi ];2 ]CZ::))k+)\n ; P
En appliquant le résultat de 4)d) on en dedult
1 L4 1

5. Sur (A — Al,,)X = 0 en faisant les opérations élémentaires Lo <~ Lo — Ly, ... Ly, < L, — Ly il vient :

—Ax1 + 224+ nx, =0
()\+1).’L'1—()\+2)$(}2:0

O+ 1)y — (A +n)ap = 0

Si A = —1 la seule solution est (0, ...,0) donc —1 n’est pas valeur propre et on continue avec A # —1,
—A\z1 + 229+ -+ 0w, =0 (fa(A) =1)z1 =0
A+1 A+1
To = x X9 = x
2T a2 2T a2
—
A+1 A+l
= A+n . xn_)\—i—nxl

Les valeurs propres de A,, sont exactement les solutions de (En)‘
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1.a) D diagonale donc : (DX); = d;x;, donc X ' DX = Z%(DX)Z' = Zdle
i=1 i=1

X'DX = zn:dixf.
i=1

1.b)
(=) Si tous les d; > 0 et X # 0, alors au moins un x; # 0, donc X"DX = Zdle > 0.
(<) Si XT"DX > 0 pour tout X # 0 : en prenant X = ¢; (vecteur de base canonique), ¢ De; = d; > 0.

’tous les d; > 0 si, et seulement si, X ' DX > 0 pour tout X #0 ‘

2.a) et b)

import random as rd
import numpy as np

def £(M):
n, n = np.shape(M)
X = [ rd.random() for k in range(n) ]
S=0
for i in range(n):
for j in range(n):
S += M[i, jl = X[i] * X[j]
return S

M = np.array([ [1, 11, [2, 1]11)
print (£ (M))

=
I

np.array([ [-1, 1, 1], [1, -1, 1], [1, 1, -11D)

c=0
for k in range(100):
if £(M) > 0:
c +=1
print(c) # Environ 80

3.a) AU, = 4Uq, ]Ul est vecteur propre de A associé a la valeur propre 4.‘

3.b) AX =X <= x+y+z=0donc 1 est valeur propre et F;(A) est de dimension 2.
On remarque que Us et Us forment une base orthonormale de E7(A)
De plus (U, Us) est une famille orthonormale :

3.c) En posant P = (U, |Us|Us) (famille orthonormale : PTP = I) et A = diag(4,1,1), on a: A= PAP'.
En posant D = diag(2,1,1) et alors :

|A=PD*PT avec P = (U1|U2|Us), D = diag(2,1,1), P' P =1

3.d) En posant L = PDPT (qui est inversible car Dy est inversible et P orthogonale) :
LL" =(PDP"Y(PD"P")=PD(P"P)DP" = PD?P" = A.

(On utilise Dy = D car Dy est diagonale.)

’L = PDoP " est inversible et A = LL".
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4.a) C = L7'B(L™Y)". Vérifions la symétrie :
CT — ((L—I)T>TBT(L—1)T _ L—lB(L—l)T =C.

C est symétrique réelle, donc par le théoréme spectral, il existe @ orthogonale et A diagonale telles que C' = QAQ .
Donc L~ 'B(L™HT = QAQT, soit B = LQA(LQ) .

’B = LQA(LQ)" avec Q orthogonale et A diagonale.

4.b) R=LQ, B= RAR". Calculons RR" :

RR" =LQ(LQ)" =LQQ'LT = LL" = A.

RR" = A.
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1. (a) Description du protocole A A,, peut prendre deux valeurs : 1 si le melange est négatif et n + 1 sinon.

[ A, (Q) = {1;n+1} | et comme A, () est fini on a |4, admet une espérance].

(b) (A, =1) : "Les n individus sont négatifs" et cette expérience est constitué de n épreuves de Bernoulli
indépendantes donc P(A4, =1) =¢",
Sachant que A, (2) = {1;n + 1} on obtient la loi de A, :

[P(A,=1)=q" et P(A,=n+1)=1—¢"

(c) cette fonction a été faite (et bien faite) en direct par Aicha.

def A_(L):
for t in L: # on parcourt L en valeurs
if t: # si t vaut True
return n+1
return 1

(d) Le programme n’a pas été fait pendant l’oral.

n =10
N = 10000
c=0

for k in range(N):
L = [ rd.random() < 0.1 for k in range(n) ]
c += A_(L)

print (c/N)

print (n+1 -n*0.9%*n)

(e) Connaissant la loi de A, ona: E(A,) =1x¢"+ (n+1) x (1—-¢") [E(4,) =n+1—ng"|.

(f) On note S; : "la i éme personne est positive"

n k
On veut ici P4(B) avec A = U S; et B = n S;

i=1 i=1
D’une part P(A) =1 — ¢",

k n
d’autre part P(BN A) =P << &) N ( U 5'1)) =q"(1—¢"")
i=1 i=k+1

¢ —q"
ce qui donne |P4(B) = I
— qn

2. Remarque : le protocole B est trés simple (trop) et B,, est la variable certaine égale a n.

1
(a) On cherche n tels que E(A4,) < E(B,) ce qui équivaut A n+ 1 —ng" <n <= ¢" > —
n

n

E(A,) < E(B,) < q> (;)

(b) Awvec de l'aide Aicha avait finalement obtenu le tableau de variations de f : x — z*.
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x 0 1 —+00
e
I () - 0 +
1 +00
! \ / /
e 1/e

f est dérivable comme composée de fonctions dérivables. f/(z) = (1 + In(x))z”

Pour la limite en 0, on a utilisé la croissance comparée : limo xIn(z) = 0.
z—
1
On remarque que : E(A,) < E(B,) < q¢> f ()
n

1
Or l’étude de f nous donne lim f () =1

n—-+o0o n

1
donc pour n assez grand, ¢ < f <) et ainsi Le protocole B est préférable (en moyenne).
n

La probabilité qu'un groupe de n personnes est négatif est égale a ¢"
et (G > k) est I'événement : " les k premiers groupes sont négatifs" il vient (indépendance)

|P(G > k) = ¢""]

(Je ne fais pas comme au tableau, je trouve plus simple ce que je fais ici)

Cette expérience est la succession d’épreuves de Bernoulli indépendantes (succés : le groupe est positif
de parameétre 1 — ¢")

G est le rang du premier succés donc ’ G suit la géométrique de paramétre 1 — ¢"
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1. On considére les équations différentielles suivantes, d’inconnue y : R — R :
(H) y"—4y' +5y=0, (BE) y"—4y' +5y=2—¢"
(a) L’équation caractéristique est r? — 4r 4+ 5 = 0, de discriminant

A=16—-20=-4<0.

442 .
=24

Les racines complexes sont r =

L’ensemble des solutions de (H) est donc :

Sy = {x+ e**(Acosz + Bsinz), (A,B) €R*}.

2
(b) D’une part x — : est une solution de y” — 4y + 5y = 2,

D’autre part  — —e?® est une solution de y” — 4y + 5y = —e®

On a suivi l’indication.

On obtient ainsi (principe de superposition)

)
T o - e?® est une solution de 3’ — 4y’ 4+ 5y = 2 — **

Sp = {x > e**(Acosx + Bsinz) + % —e*® (A,B) € RQ}.

2. Pour tout réel x, on note C(x) = / eeos(t)dt et S(x)= / et sin(t) dt.
0 0

(a) C’est une intégration par parties.

(b) Il suffit de résoudre le systéme précédent :

e**(2cosx +sinz) 2 et S(z) = e?®(2sinx — cosx) N 1

Cle) = 5 5 5 5

Théoréme fondamental de I’analyse : C' et S sont des primitives respectivement de x — €% cos(x) et
r +— €2” sin(z) sur R.

3. import math as m

def intC(x, nb_pas):
dt = (x-0) / nb_pas
somme = O
for k in range(nb_pas):
t =k * dt
somme += m.exp(2 * t) * m.cos(t)
return somme * dt

Dans toute la suite, on note E l'espace vectoriel des fonctions de classe €°° de R dans R. On considére les
quatre fonctions suivantes de FE :

fiixe 1, forzee® fzizee®cos(x), fi:xe e*sin(x).

On note F le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille B = (f1, f2, f3, f1)-
4. Etant une famille génératrice, il suffit de montrer que la famille est libre

Soit (A1, Ao, Az, Ag) € R* tel que : Ay fi + Xafo + A3 fs + Aafs =0,

c’est-a-dire pour tout € R : A + Aoe?® + \3e** cosz + A\e** sinz = 0.

en passant a la limite x — —oo on a : A\; = 0 et en divisant par e” il vient

pour tout x € R : Ay + Az3cosz + Agsinz = 0.

. T )\2 + )\3 == 0
En prenant z = 0, 373 on obtient le systéme A+A=0 etdonc Ao =A3=X4=0
A=A =0

La famille B est donc libre, et ¢’est bien une .
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5. (a) C’est une propriété du cours (long a démontrer & partir de la définition) .
(b)

u(f1) =0
u(f2) = 2f2,
u(fs) =2fs — fa,
u(fs) = f3+2fa
(¢) D’une part u est linéaire et 'image d’une base de F' est une famille de vecteurs de F
00 0 O
- 2 0 0
donc [u est un endomorphisme de F| et | A = Matg(u) = 00 2 1
0 0 -1 2
0
6. Question 6 — Résolution de AX = (1)
0
a 0
b 0
On cherche X = = My1(R) tel que AX = 1
d 0
0 00 0 0\ /a 0 0=0
0 02 0 0 b 0 2b=0
AX=111 = o0 2 1||e| 71| T Yoerdon
0 0 0 -1 2 d 0 —e4+2d=0
a € R a & R a € R
b=0 b=0 b= %
A 2¢e+d=1 = QC+E:1 = Ye==
d= < d= 52 d= i
L’ensemble des solutions est donc :
a 0
0 é 0
S = g,aeR:a0+g7aeR
1 o) 1
5 5
0
Interprétation. Résoudre AX = (1) revient & trouver f € F telle que u(f) = f' = f3, c’est-a-dire une
0

primitive de z — €** cos .

2 1
La solution générale s’écrit f = af; + gfg + 5f4, soit :

e?*(2 cos x + sin )

fizr—a+ z ,

a € R,

ce qui retrouve bien le résultat de la question 2(b).

7. Méme raisonnement : on cherche les solutions de (E) qui sont dans F.
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Remarque : pour y € F, en notant X = Coordg(y)

2
(@ —44+50)X = | | = Matp(u? —4u+ 5id)Coordp(y) = Coordp(2/y — f2)
0
< Coordg(y" — vy +5y) = Coordg(2f1 — f2)
— Y-y +diy=2fi—fo
= Y@ —y(@) +5yle) =2
<=y solution de (E)

Nous n’avons pas eu le courage de calculer A> —4A + 51,.
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BCPST 24 2005-2006
| Correction du sujet 57 |

1. (a) La fonction f est continue sur R* et lirr%)arln |z] =0 = f(0) donc f continue sur R.
x—

(b) La fonction g est C* sur R* (produit de fonctions C*) et, pour tout z # 0 : ¢’(z) = 2z In|z| + =

— (0 —g(0
lim 9@ = ) = lim 9(@) = 9(0) =0, g est dérivable sur R et on a :Vx € R, ¢'(z) = 2f(z) +
z—0— rz—0 z—0+ rz—0

Comme f est continue sur R, g’ aussi et ’ g est bien de classe C'! sur R‘.

(© g'(xx):g’(()) _ 2f(x;+x

=14 2In|z| qui tend vers —oco quand z tend vers 0 .

La fonction ¢’ n’étant pas dérivable en 0, ’ g nest pas de classe C? sur R‘.

2. Soit (Ao, A1, i) € R? tel que : Vo € R, Aofo(x) + Ay fi(x) + pf(x) =0
En prenant successivement x = 0, 1,2 on montre que (Ao, A1, 1) = (0,0,0)
Par conséquent, la famille (fo, f1, f) est libre. C’est donc une base de I'espace vectoriel F'.

3. # Version sans numpy
def f£(x):
if x == 0: # Attention a x=0
return 0
return x*log(abs(x))

def F(a,b,c):
x = [ -1 + 2¥k/100 for k in range(101) ]
y=1L[a+ bt + £(t) for t in x ]
plt.plot(x,y,’b’)
plt.show()

4. Vx € R, h(z) = a+bx + cf(x)

2z = 0 donne m, x=1— et 2=2— [c=(h(2) —a—2b)/f(2)]

def f(x): # Ici cela ne fonctionne pas avec les fonctions numpy
if x ==

return O
return x*log(abs(x))

def Question4(h):
a = h(0)
b =h(1)-a
c = (h(2)-a-2x%b)/f(2)
return [a,b,c]

5. (a) Soit ¢ € F, il existe (Ao, A1, ) € R® tel que ¢ = Ao fo + Aif1 + puf. Ainsi, pour tout réel z, xp(z) =
Moz fo(z) + Mafi(z) + paf(x) = xfolx) + Mafi(x) + pg(x).
Puisque g est dérivable sur R,z — z¢(x) est bien dérivable sur R.
Soient (¢1,p2) € F2 X €R et z € R. Par linéarité de la dérivation, on a bien :

D (Ap1 + ¢2) () = AP (¢1) (z) + P (#2) (2)-

Ainsi ® (A\p1 + w2) = AP (1) + @ (p2) et @ est bien linéaire.

Ve € R, @ (fo) (z) =1= fo(x) donc @ (fo) = fo, P (f1)(z) =2z =2f1(x) donc @ (f1) =2f1
(f)(z) =g (x) =2 +2f(x) = fi(z) +2f(x) donc ®(f) = f1 +2f

(¢) On a démontré que ® est linéaire et, puisque @ (fo), P (f1) et ®(f) appartiennent & F, par linéarité,
pour tout élement ¢ de F, ®(p) appartient également & F' donc ® est bien un endomorphisme de F' et

1 0 O
Mg(f)y=| 0 2 1 (avec B = (f1, f2, f3))
0 0 2
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(d) La matrice M est de rang 3 (matrice triangulaire dont les termes diagonauz sont non nuls) donc M est
inversible et ® est bijective. Par le calcul, on obtient :

1 0 0
M7t=(0 1/2 -1/4
0 0 1/2

(e) M étant triangulaire, on peut lire ses valeurs propres sur sa diagonale donc Sp(M) = {1,2}. Par le
calcul, on détermine les sous-espaces propres de M, on obtient :

1 0
Ey (M) = Vect 0 , E5(M) = Vect 1
0 0

La somme des dimensions des sous-espaces propres est égale & 2 donc, d’aprés la condition nécessaire et
suffisante de diagonalisation, M n’est pas diagonalisable. Par conséquent, ® non plus.
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