BCPST 24 2005-2006

| Correction du sujet 6 |

Question de cours :
Soit F et F' deux espaces vectoriels, on suppose E de dimension finie.
Pour f une application linéaire de E dans F, rg(f) + dim(ker(f)) =dim(E).

Exercice préparé :

1.

3.

U est a valeurs dans ]0, 1] donc U? aussi et pour = €]0, 1],

Fy2(z) = PU? <)
= PU<u) carz>0etU >0
= Fy(Vx)
= car 0 <z <1 etU — %(]0,1])

x—0  si x €] —00;0]
La fonction de répartition de U? est : ¢ x+— /x si x €]0,1]

x—1  si z€[l;4+o00]
Cette fonction est continue sur R (tout entier) et de classe C! sur R sauf en 0 et 1 donc U? est une variable
a densité, et |U? est de densité : f — ﬁl]o,u(x) ‘ (méme densité pour V?)

U? et V2 sont indépendantes, U? de densité f et V2 de densité f
donc (Théoreme rappelé au début du sujet) [la variable aléatoire Z = U2 + V2 admet une densité de probabilité|.

def simul_Z(Q):
x = rd.random()

y = rd.random()
return x**2 + y**2
N = 10000
s =0

for k in range(N):
if simul_Z() <= 1:
s += 1
print (s/N)

(a) Soit = tel que 0 < z <1,

hz) = f@)f(z—t)dt

1
' 71]w—1,w[(t) dt

+oo
= [m 2%/%1]0,1[(75) X 2\/%1]071[(56—15) dt
1 1
4 )y VE V-t

1 1 1

4o Vi

quand t €]0,1[, on a : 1j,_1 4(t) =1 <= t €]0,z[ donc |h(z)=

(b) t =y (changement de variable affine)

hz) =

on a bien pour 0 <z < 1,on a: |h(x) =




1/ 1 1
© ) =7 [ =

(t = sin®(u)) ¢ 1w sin®(u) est de classe C1 sur |0; Z [ et strictement croissante sur |0; % |

2sin(u) cos(u)du

h(z) =

1 /5 1 1
4 Jo \/1 — sin?(u) \/sin2(u)
z
/ 2du
0

N N

(d) P(Z<1)= [y h(z)de =T
L’expérience peut étre vu comme : "On prend un point M au hasard dans le carré [0,1]2, Pévénement

Z < 1 est le méme que I'événement OM < 1.
L’aire du quart de cercle de centre O et de rayon 1

La probabilité de cet événement est Traire du carré [0, 12 qui vaut 7
5. (a) Calculs classiques : E(Y,) =2 V(¥,)=12(1-1)
Pour € > 0, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne |P ( Sy, — g’ > 5) <HE(1-1%)

(b) En prenant € = 0,01, on obtient : P (% € ]Yn — ﬁ;Yn + ﬁ[) >1- %% (1 — %)
4
Il suffit de trouver l’entier n tel que 1 — &% (1 — %) < 0,05

n 4
On obtient : ’pour n = 33 700‘

T
]Yn — ﬁ; Y, + ﬁ[ est un intervalle de confiance de niveau de confiance 0,95 de 1

(¢c) N = 33700
s =0
for k in range(N):
if simul_Z() <= 1:
s += 1
print(s/N -0.01)
print(s/N +0.01)

donne D'affichage :

0.7735905044510386
0.7935905044510386
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| Correction du sujet 8 |

Question de cours :
Soit (w1, ..., up) une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel E.

(u1,...,u,) est libre signifie que : V(Ar,....A,) € K", >0 Mup =0 =>Viel, X\ =0

Exercice préparé :
1. e Sur R* f est le quotient de fonction C° donc elle est C°.
e En0, &) 1 et £(0) =1 donc f(x) — f(0) (f continue en 0)
T—r

I z—0
En conclusion : ’ f est continue sur R ‘
2. (a) def f(x):
if x==
return 1
return sin(x)/x # on a importé from math import sin

(b) def rectangle(f, a, b):
S=0
d = (b-a)/N # N une variable globale
for k in range(N):
S += f(atkx*d)
return Sxd # Somme de Riemann

3. C’est un simple changement de variable affine (x = (2n + 1)t dans une intégrale continue sur un exemple.

(2n+1)% 5
/ F@)de = / F((2n+ 1)) (20 + 1)dt
0 0

4. (a) g est de classe C" sur |0; 7] comme somme de fonctions de classe C* sur cet intervalle.

(b)

9(t) = t  sin(t)

t—0 t2

~ —
t—0 6 t—0

’ Donc g est prolongeable par continuité en 0 en posant §(0) =0 ‘

(c) Il suffit de montrer que § est dérivable en 0 et que : }iII(l) g'(t)=g'(0)
—

e En 0, le calcul précédent montre g(tZ:g(o) Kot f% donc § est dérivable en 0 et §'(0) = %.

e Pour ¢t > 0,
1 cos(t)
(¢ - —_— 4
g 27 sin’(1)
t2 cos(t) — sin?(t)
t2 sin?(t)

2 2 1
2 w2 _ 2 (1_¢ 2 _(y_ ¢t 4 — _t 4 im g (t) = —=
Or t* cos(t) — sin*(t) ot (1 5 +o(t )) (t ¢ tolt )) o6 T o(t*) done thmog (t) 5

En conclusion ]g est de classe C! sur [O; %} ‘

5. (a) g et t+— —#H cos((2n+1)t) sont de classe C' sur [0; Z] on peut donc faire I'intégration par parties :

o

5 B 1 R EE| _
/0 sin((2n + 1)t).§(t)dt = [_2n+1cos((2n+1)t)g(t)} _/0 g os((@n + 1)1).g'(1)dt

— 0-0+

2n+1 /0 cos((2n + 1)).g'(¢)dt



(SE]

L /OE cos((2n + 1)8).5 (£)dt

/0 sin((2n 4+ 1)t).g(t)dt =

2n+1
(b)
" sin(@n+ DH).g0dt] < ! : 2n + 1)t).g'(t)| dt
| sm(en s 00 < g [ leos(en+ o5
< g [T
So2n 41, g
%
donc (théoréme des gendarmes) liIE / sin((2n + 1)t).g(t)dt =0
n—-+00o 0

6. (a) On sait que sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) et sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a) donc

(sin(a + b) + sin(a — b))

| —

sin(a) cos(b) =

(b) On raisonne par récurrence sur n.

Pour n = 0 c’est immédiat et si pour un n c’est vrai il vient :

n+1 .
1+2 Z cos(2kt) = sm((jz(t—&—)l)t) + 2cos(2(n + 1)t)
k=1
_sin((2n + 1)t) + 2sin(t) cos(2(n 4 1)1)
B sin(t)
_sin((2n + 1)t) +sin((2n + 3)t) + sin(—(2n + 1)?)
B sin(t)
_ sin((2n + 3)t) ) , .
= T (ce qui achéve la récurrence)
(©)
H . _ B 2 sin((2n + 1)t) . 1
/O (2n + DF((2n+1)t) — sin((2n + DOGE)dE = /0 ((2n-+ 1) =g —sin((2n + 1)) (t
B 2 sin((2n + 1)t)
B /0 sin(t) dt

_ /2 1dt + 22/2 cos(2kt)dt
0 =70

m
—  =+0
n—-+o0o 2

7. On vient de montrer que u,, — fog ((2n+1)sin((2n + 1)t)g(t))dt —

s
n—-+oo 2

et on a vu que lim sin((2n 4+ 1)t).g(t)dt = 0 donc | lim w, = z

n—+oo [ n—+00 2

1

- &0

)
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Question de cours :
Pour x = (21, ..., ) on appelle norme euclidienne le réel ||z|| = />, 22

1=

Exercice préparé :

1. On reconnait la loi uniforme sur [—%; %]

def simul_XQ):
u = rd.random()
return u - 1/2

2. def F_X(x):
if x < -1/2
return O
elif x < 1/2 :
return x + \frac 12
return 1

1 1
3. E(X) =18t [E(X)=0], E(X|)=[?, |ldt=2 ¢ tdt [E(X]) =]
et B(X?) = [2, 2dt =2 [} 12dt [BE(X?) =L
2

4. (a) M, a valeurs dans [—%; %] et pour z dans cet intervalle :

P(M,<z) = P((X1<2)n-N(Xn <))

H P(X, < x) (indépendance des Xy,)
k=1

1 n
<x+2>

z+—0 st x €] — oo

La fonction de répartition de M, est :

z—1 si @ €]g;+o0]
(b) La fonction de répartition de M,, est continue sur R et C! sur R sauf en —% et %, donc M,, est & densité
x+—0 si @ €] — o0y —3]
L 1 n—1 . 11
et M,, de densité : a:r—>n(:z:+2) si € [—3 3]
x+—0 si @ €]5;+o0]

M,, admet une espérance car cette densité est nulle en dehors de [—%; %] et continue sur ce segment et

% 1 n—1
E(M,) = / nz(x+2> dz

1 1
2 n+1

Nl

(¢) my, a valeurs dans [—%; %] et pour x dans cet intervalle :

Pm,<z) = 1-P(Xi>z)n---Nn(X, >z))
= l—ﬁP(Xk>x) (indépendance des Xj;)
k=1 A
)
x—0 si x €] —o0; —1]

: 4 o zr—1—-(L-2)" si ze[-3 i[
La fonction de répartition de m,, est : 272

z—1 si x €5;+oo]



5.

(d) P((my, >0)N (M, <0)=0 or P((mn=0)%£0 et P(M, <0))#0

’Les variables aléatoires m,, et M,, ne sont pas indépendantes‘

(e) Linéarite de E(.) : E(S,) =Y E(X;) =0
(a) eMn =TI, eMi (on justifiera lexistence des espérances a la fin)

n

E (e)‘S”) = HE (6’\Xi) (indépendance)

or E(e)‘X'i) = /+°° eMf(t) dt
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(b) L’inégalité de Markov donne : P (e**n > M) < =~

)

Pour A =11l vient :P (S, > t) < e~ (6% — e’%) Le tts (1 - e’l)n

>

A
donc P (AS, > A\t) < e M (62 —

’ pour tout t € R, P(S, >1) < e‘“‘%‘

(a) def simul_M(n):
m=20
for k in range(n):
a = simul_X()

if a > m:
m=a
return m
x+—0 si @ €] — ooy —3]
1\ 11
(b) La fonction de répartition de M,, est : { T (z+3)" si zel-3 3
zr—1 si x €] — 400
. - . . 1 — 0
La fonction de répartition d’une variable certaine égale a — est I : *
2 z+—1

On a bien pour tout z € R\ {3}, lim Fy,(z) = F(z)
n

li
— 400

M,, converge en loi vers une variable aléatoire certaine égale a % ‘

(a) def simul_Z(n):
return n*(1/2-simul_M(n))
(b) N = 10000
n = 10

E = [ simul_Z(n) for k in range(N)]
x = sorted(E)

y = [(k+1)/N for k in range(N)]
plt.plot(x,y,’k’)

plt.show()

(¢) Z, a valeurs dans [0,n] et pour z € [0,n],

xe]—oo;%

z € [3;+00]

[



donc ] Z,, converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre 1.




