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Introduction

Objectif de ce cours

Ce cours est une introduction a I'informatique et a la programmation en Python, destinée aux étudiants de classes
préparatoires BCPST. 1l suit le programme officiel de 2021 et couvre ’ensemble des deux années de préparatoire.
L’informatique n’est pas une discipline annexe : elle est aujourd’hui au ceeur des sciences du vivant, de la biologie,
de la physique et des mathématiques appliquées. Savoir programmer permet de simuler des phénoménes, d’analyser
des données, de résoudre des problémes numériques inaccessibles & la main.

Programme et concours

Ce cours couvre 'intégralité du programme officiel d’informatique BCPST : bases du langage Python, algorithmes,
méthodes numériques et statistiques, traitement de fichiers et d’images, ainsi que des approfondissements sur les
structures de données avancées, les bases de données et les graphes.

Remarque sur les concours :

Les épreuves informatiques des concours BCPST portent sur I'algorithmique et la simulation. La
syntaxe des fonctions de modules (numpy, matplotlib, etc.) sera rappelée dans 1’énoncé si
elle est nécessaire : vous n’avez pas a la mémoriser.

En revanche, certaines notions de ce cours — mutabilité et effets de bord, dictionnaires, bases de
données, graphes et les approfondissements — ne sont pas au programme des concours et
pourront ne pas étre traitées dans l’année selon le temps disponible.

Remarque sur les exemples arithmétiques : plusieurs exemples de ce cours font appel a des notions d’arith-
métique élémentaire — divisibilité, PGCD, nombres premiers — qui ne constituent pas un chapitre a part entiére
du programme BCPST. Ces notions sont cependant fondamentales et apparaissent couramment dans les
sujets de concours comme support algorithmique. Elles sont supposées connues des mathématiques du lycée ou
du collége.

Ces notions sont signalées dans le cours par ’encadré suivant :

% Complément — hors programme des concours

Ce contenu ne fait pas partie du programme des concours. Il peut ne pas étre traité dans ’année selon
le temps disponible.

Comment utiliser ce cours

Ce cours ne se lit pas comme un roman. Pour en tirer le meilleur parti :
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e Tapez les exemples vous-méme. Ne vous contentez pas de lire le code : ouvrez Python et
exécutez-le. Modifiez-le, cassez-le, observez ce qui se passe.

e Faites les exercices. La programmation s’apprend en pratiquant, pas en lisant.
e Expérimentez. Chaque fois qu'une notion vous semble abstraite, testez-la dans l'interpréteur
Python. Une ligne de code vaut souvent mieux qu’un long paragraphe.

e Lisez les messages d’erreur. Python indique précisément ce qui ne va pas. Apprendre a lire
ces messages fait partie de ’apprentissage.

Remarque : Dans un premier temps vous pouvez laisser de coté les chapitres qui apparaissent en orange dans la
table des matiére.

Installer et utiliser Python

Python est un logiciel libre et gratuit. Plusieurs environnements permettent de 1'utiliser ; en voici trois recommandés
selon vos besoins.

Basthon — sans installation

Basthon (basthon.fr) est un environnement Python qui fonctionne entiérement dans un navigateur web, sans
rien installer. C’est la solution idéale pour commencer immédiatement ou travailler sur un ordinateur que vous ne
maitrisez pas. En bas des pages de cahier-de-prépa vous avez une icone @ lice & I'environnement basthon.

Spyder &= (via Anaconda) — recommandé pour le travail scientifique

Anaconda est une distribution Python qui installe en une seule fois Python et toutes les bibliothéques scientifiques
utiles : numpy, matplotlib, scipy, etc. L’éditeur Spyder inclus est particuliérement adapté au travail scientifique :
il affiche les variables en mémoire, permet d’exécuter le code bloc par bloc, et intégre une console interactive.
Téléchargement : anaconda.com/download

Pyzo | | j— léger et simple

Pyzo est un environnement Python léger et simple d’utilisation, avec une console interactive et un éditeur cote a
cote. Il est une bonne alternative & Spyder si vous préférez un outil moins volumineux.
Téléchargement : pyzo.org

Conseil : quel que soit ’environnement choisi, prenez ’habitude d’utiliser la console interactive
pour tester rapidement une expression ou vérifier le comportement d’une fonction. C’est votre
meilleur outil d’exploration.




Chapitre 1. Types de base, variables et opérations 7

Types de base, variables et opérations

Plan du chapitre

1.1 Types de base . . . . . . . e e 7
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1.6 Entrées et sorties. . . . . . . L 11
1.6.1 Formatage des chaines (f-strings) . . . . . .. .. ... ... ... .. 12
1.7 Fonctions natives . . . . . . . . . L 12

1.1 Types de base

En Python, toute valeur posséde un type. Le type détermine les opérations autorisées sur la valeur. La fonction
type (x) renvoie le type de x.

Définition : Les quatre types de base

e int : entier relatif (taille illimitée en Python).
Exemples : 0, 42, -7, 1000000000000

e float : nombre & virgule flottante (approximation des réels).
Exemples : 3.14, -1.0, 2.3e10, 1e-5

e bool : booléen, deux valeurs seulement.
Exemples : True, False

e str : chaine de caractéres (séquence de caractéres entre guillemets).
Exemples : "Python", >Bonjour?’, ""

Remarques :
e Python est a typage dynamique : le type d’une variable est déterminé automatiquement & 1’affectation.
e Les guillemets simples ?...? et doubles "..." sont équivalents pour les chaines.

e Un float n’est pas un réel exact : 0.1 + 0.2 vaut 0.30000000000000004 en Python.
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Piége : ne jamais tester 1’égalité entre deux flottants avec ==.
En raison des erreurs d’arrondi inhérentes a la représentation binaire, deux calculs mathématiquement

égaux peuvent donner des flottants légérement différents :

1 | print (0.1 + 0.2 == 0.3) # False (!!)
2 | print (0.1 + 0.2) # 0.30000000000000004

Reégle : pour comparer deux flottants a et b, tester abs(a - b) < eps ou eps est la précision
souhaitée :

1 |eps = 1le-9
> | print(abs (0.1 + 0.2 - 0.3) < eps) # True

Cette régle s’applique aussi aux critéres d’arrét des algorithmes itératifs (dichotomie, Newton...) : on
teste abs(f(u)) < eps plutét que £(u) == 0.

Propriété : Transtypage

On peut convertir une valeur d’un type & un autre avec les fonctions de conversion :
int (x) convertit x en entier int(3.9) — 3 (troncature)
float(x) convertit x en flottant float(3) — 3.0
bool (x) convertit x en booléen bool(0) — False, bool(5) — True
str(x) convertit x en chaine str(42) — "42"

Remarque : bool(x) vaut False si x est 0,0.0, "" ou [], et True sinon. En particulier, True se comporte comme
1 et False comme 0 dans les calculs arithmétiques.

print (int (3.9))
print (float (5))
print (bool (0))
print (True + True)

affiche 3 (troncature wvers zero)
affiche 5.0

affiche False

affiche 2 (True wvaut 1)

SR R

HOR R R

1.2 Variables et affectation

Définition : Variable, affectation

Une variable est un nom associé & une valeur stockée en mémoire.

L’affectation s’écrit nom = expression : Python évalue 'expression a droite du =, puis associe le résultat
au nom & gauche.

# © recoit la wvaleur 5
1 # y recoit la waleur 6
2 #  recoit la valeur 10 (l’ancienne wvaleur de = est perdue)

N
Mo M

I
M od ol
* +

Propriété : Régles de nommage

Un nom de variable :

e est composé de lettres, chiffres et underscores _;

e ne commence pas par un chiffre;

e est sensible & la casse : x et X sont deux variables distinctes;

e ne peut pas étre un mot réservé de Python : if, for, while, def, return, True, False, not, and, or,
in, None, etc.
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Remarque : Python autorise techniquement d’utiliser le nom d’une fonction native comme nom de variable, mais
c’est une trés mauvaise pratique car cela masque la fonction originale pour la suite du programme. On évitera
donc des noms comme abs, min, max, sum, len, type, input, print, round, ord, chr, etc.

1 max = 10 # maz n’est plus la fonction maz() !
2 print(max (3, 5)) # erreur : TypeError

Affectation multiple : Python autorise 'affectation simultanée de plusieurs variables :

1 a, b =2, 3 # a waut 2, b wvaut 3
2'a, b =">b, a # echange de a et b : a waut 3, b vaut 2

1.3 Opérations sur les entiers et les flottants

1.3.1 Opérations arithmétiques

Définition : Opérateurs arithmétiques

a + b addition

a - b  soustraction

a * b  multiplication

a ** b puissance (a’) 2%%10 — 1024

a / b division réelle renvoie toujours un float : 5/2 — 2.5
a // b quotient de la division euclidienne 5//2 — 2

a % b reste de la division euclidienne (modulo) 5%2 — 1

Remarques :
e Pour deux int, +, -, *, //, % et ** renvoient un int. Dés qu'un opérande est float, le résultat est float.
e La relation de la division euclidienne s’écrit : a == (a//b)*b + (akb).

e abs(x) renvoie la valeur absolue de x.

Propriété : Priorités des opérations

Les opérations sont évaluées dans l'ordre de priorité suivant (du plus prioritaire au moins prioritaire) :
Priorité Opérateur(s) Ordre d’évaluation
1 O parentheéses (de Pintérieur vers 'extérieur)
2 *% puissance (droite & gauche)
3 +X, -X signe unaire
4 x /. /] h multiplication, divisions (gauche & droite)
5 +, - addition, soustraction (gauche a droite)
Exemples :

1 print(2 + 3 x 4) # affiche 14 (pas 20)

2 print (2 **x 3 *xx 2) # affiche 512 (** est associatif a droite : 2%*x(3%%2) =
2%x9)

3 print (10 // 3 * 3) # affiche 9 (gauche a droite : (10//3)*3 = 3%3)
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1.3.2 Fonctions numériques natives

abs (x) valeur absolue de x

round(x, n) arrondi de x & n décimales
divmod(a, b) renvoie le couple (a//b, a¥b)
pow(a, b) équivalent & a**b

max(a, b, ...) maximum des arguments
min(a, b, ...) minimum des arguments

1.4 Opérations booléennes et comparaisons

1.4.1 Comparaisons

Définition : Opérateurs de comparaison

Les comparaisons renvoient un booléen (True ou False) :
a == égalité
a != b différence
a<hb strictement inférieur
a <= b inférieur ou égal
a>b strictement supérieur
a >= b supérieur ou égal

Remarque : Python autorise les comparaisons chainées : 2 <= a < 8 est équivalent & (2 <= a) and (a < 8).

1.4.2 Opérations logiques

Définition : Opérateurs logiques

a and b ET logique True si a et b sont tous les deux True
a or b OU logique True si au moins 'un des deux est True
not a NON logique True si a est False, et réciproquement

Propriété : Priorités des opérateurs logiques et de comparaison

En complétant le tableau des priorités arithmétiques :

Priorité Opérateur(s)

6 ==, 1=, <, <=, > >= (comparaisons)
7 not

8 and

9 or

Ainsi a or b and not c s’évalue comme a or (b and (not c)).

Exemples :

1 x, y, z =3, 7, 10

2> print((x < y) or (z < y) and not (x == 3)) # True or (False and False)

3 print(not (x > 0 or y < 0)) # not True

False

True
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1.5 Opérations sur les chaines de caractéres

Définition : Opérations sur les chaines

Soit s et t deux chaines de caractéres et n un entier :

s+t concaténation "bon" + "jour" — "bonjour"
S * n répétition "ha" * 3 — "hahaha"

len(s) longueur len("Python") — 6

s[i] acces au i-éme caractére (& partir de 0) "abc"[1] — "b"

s[i:j] tranche (slice) : caractéres d’indice i & j —1 "abcdef"[1:4] — "bcd"

Propriété : Indexation

Pour une chaine s de longueur n :
o Les indices positifs vont de 0 (premier caractére) a n-1 (dernier).
e Les indices négatifs : s[-1] est le dernier caractére, s[-2] 'avant-dernier, etc.
e Un indice hors de [0, n-1] provoque une erreur a l’exécution (IndexError).

1|/s = "Python"

2 print (s [0]) # affiche P

3 print(s[-1]) # affiche n

1 print(s[1:4]) # affiche yth
5 print(len(s)) # affiche 6

Méthodes utiles sur les chaines :

s.upper () chaine en majuscules
s.lower() chaine en minuscules
s.split(sep) liste des sous-chaines séparées par sep
c in s True si le caractére c apparait dans s

1.6 Entrées et sorties

Définition : print et input

e print (exprl, expr2, ...) affiche les valeurs des expressions séparées par des espaces, puis passe
a la ligne.

e input (message) affiche message, attend une saisie au clavier et renvoie une chaine de caractéres.

Remarque : input renvoie toujours une str. Pour obtenir un nombre, il faut convertir :

1 X float (input ("Entrer un nombre : "))

int (input ("Entrer un entier : "))

2 n

Exemple complet : calcul du discriminant d’un trinéme ax? + bz + c.

1/a = float (input ("Entrer a : "))
2 b = float(input ("Entrer b : "))
3 ¢ = float (input ("Entrer c : "))
4

print ("Le discriminant vaut :", b**2 - 4xa*c)
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1.6.1 Formatage des chaines (f-strings)

Définition : f-string

Une f-string (chaine formatée) est une chaine précédée de £ dans laquelle on peut insérer des expressions
Python entre accolades {...}:
1|x = 3.14159
2 | print (£"x vaut {x}") # © vaut 3.14159
3 |print (£"x arrondi : {x:.2f}") # = arrondi : 3.1/
4 |print(£"2 + 2 = {2 + 2}") # 2+ 2 =4
Le spécificateur de format (aprés :) controle affichage :
f"{x:.3f}" flottant avec 3 décimales
f"{x:.2e}" notation scientifique
£"{n:54}" entier sur 5 caractéres (aligné a droite)
f£"{s:>10}" chaine alignée a droite sur 10 caractéres
1 'n = 42
> pi = 3.14159265
s print(£"n = {n}, pi = {pi:.4£}") # n = 42, pi = 3.1416
4

5 # Sans f-string, equivalent avec print

6 print("'n =", n, , pi =", round(pi, 4))

1.7 Fonctions natives

Python fournit un ensemble de fonctions natives (built-in functions) disponibles sans importation. En plus de
print et input (section 5) et des fonctions numeériques abs, round, max, min (section 3), voici les principales :

Conversion de type :

int (x) convertit x en entier  (int(3.7) — 3, int("42") — 42)
float(x) convertit x en flottant (float("3.14") — 3.14)
str(x) convertit x en chaine (str(42) — "42")

bool(x) convertit x en booléen  (bool(0) — False)
type (x) renvoie le type de x  (type(3) — <class ’int’>)

Fonctions sur les séquences :

len(s) longueur de la séquence s

sum(s) somme des éléments de s

sorted(s) renvoie une nouvelle liste triée
reversed(s) itérateur parcourant s en sens inverse
range (n) entiers de 0 a n-1 (voir chapitre 3)

enumerate(s) produit des paires (indice, valeur)
zip(sl, s2) produit des paires d’éléments correspondants

L = [3, 1, 4, 1, 5, 9, 2]

2 print(len(L)) # 7

3 print (sum (L)) # 25

4+ | print (sorted (L)) # [1, 1, 2, 3, 4, 5, 9]
¢ for i, x in enumerate(["a", "b", "c"]):

7 print (i, x) # 0a / 10b /2 c

o L1 = [1, 2, 3]

10 |[L2 = ["un", "deux", "trois"]

11 for x, y in zip(L1l, L2):

12 print(x, y) # 1 un / 2 deuz / 3 trois
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Ces fonctions natives couvrent les opérations générales les plus courantes. Pour définir ses propres fonc-
tions adaptées & un probléme, voir le chapitre 4.
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2.1 L’instruction if

En Python, une instruction conditionnelle permet d’exécuter un bloc de code uniquement si une condition est

vérifiée.

Définition : Instruction if / else

1 |if condition:

2 instruction_1 # executee si condition est True
3 instruction_2

4 .

5 | else:

6 instruction_3 # executee si condition est False
7 instruction_4

La clause else est facultative : on peut écrire un if sans else.

Remarque fondamentale — l’indentation : En Python, le bloc d’instructions associé & un if (ou else) est
délimité par l'indentation (décalage vers la droite), et non par des accolades comme dans d’autres langages.
L’indentation standard est de 4 espaces. Une indentation incorrecte provoque une erreur.

1 'x = b

2 if x > 0:

3 print("x est positif") # dans le bloc <f
4 print ("et non nul") # dans le bloc if

5 | print ("fin du programme") # hors du bloc tf, toujours exzecute
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Définition : Instruction if / elif / else

Lorsqu’il y a plusieurs cas a distinguer, on utilise elif (contraction de else if) :

1|if condition_1:

2 e # st condition_1 est True

3 |elif condition_2:

4 e # si condition_1 est False et condition_2 est True

5 |elif condition_3:

6 Ce # si les deux precedentes sont False et condition_3 est True
7| else:

8 500 # si toutes les conditions precedentes sont False

Les conditions sont testées dans 1’ordre. Dés qu'une condition est vraie, le bloc correspondant est exécuté
et les suivants sont ignorés.

Remarque : on peut enchainer autant de elif que nécessaire. La clause else finale est facultative, mais recom-
mandée pour traiter tous les cas.

2.2 Conditions composées

Les conditions utilisées dans un if sont des expressions booléennes. On peut les combiner avec les opérateurs and,
or et not vus au chapitre 1.

1| x = 3
2 if x > 0 and x < 10:
3 print ("x est compris entre O et 10 (exclus)")

5 if x < 0 or x > 100:

6 print ("x est hors de [0, 100]")
¢ if not (x == 0):
9 print("x est non nul")

Remarque : Python autorise les comparaisons enchainées. La condition 0 < x < 10 est équivalente & x > 0 and
X < 10 et s’écrit de facon plus lisible.

2.3 Imbrication de conditions

On peut placer un if a 'intérieur d’un autre if : on parle de conditions imbriquées. Chaque niveau d’imbrication
ajoute un niveau d’indentation.

1 =5

2 if x >= 0:

3 if x == 0:

4 print ("x est nul")

5 else:

6 print("x est strictement positif")
7 else:

8 print ("x est strictement negatif")

Propriété : elif vs imbrication

Lorsque les cas sont mutuellement exclusifs et forment une liste de situations distinctes, elif est
préférable a 'imbrication : le code est plus lisible et plus facile & maintenir.

L’imbrication est réservée aux situations ou une condition dépend du résultat d’une autre.
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Remarque — limite des elif : Le nombre de branches elif est fixé & ’écriture du programme : on ne
peut pas en générer dynamiquement. Si le nombre de cas a traiter dépend des données (par exemple, tester une
condition sur chacun des éléments d’une liste), il faudra utiliser une boucle, notion qui sera introduite au chapitre

suivant.

2.4 Exemples algorithmiques
2.4.1 Parité d’un entier

1 |n = int (input ("Entrer un entier
2> if n % 2 == 0:

3 print(n, "est pair")

4 else:

5 print(n, "est impair")

2.4.2 Signe d’un nombre

1|x = float(input ("Entrer un nombre
2 if x > O:

3 print("x est positif")

4 elif x < O:

5 print ("x est negatif")

6 else:

7 print ("x est nul")

2.4.3 Maximum de deux valeurs

1 |a = float (input ("Entrer a : "))
2 b = float(input ("Entrer b : "))
s if a >= b:

4 m = a

5 else:

6 m = b

7| print ("Le maximum est", m)

Remarque : Python dispose de la fonction native max(a, b) qui réalise la méme chose.

2.4.4 Maximum de trois valeurs

On illustre deux approches pour calculer le maximum de trois valeurs a, b, c.

1 a = float (input ("Entrer a : "))

2 b = float (input ("Entrer b : "))

3 ¢ = float (input ("Entrer ¢ : "))

4

5 | # Approche 1 : comparaisons successives
6 m = a

7 if b > m:

8 m =>

o if ¢ > m:
10 m = c
11 | print ("Le maximum est", m)

1| # Approche 2 : conditions combind@es avec elif

2 if a >= b and a >= c:
3 m = a

u))

||))
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4

elif b >= c:

]
o’

m

else:

m = C

print ("Le maximum est", m)

2.4.5 Discriminant d’un trindéme

Etant donné un trindéme ax? + bz + ¢ avec a # 0, on détermine le nombre de racines réelles & partir du discriminant

A = b? — 4ac.
1 a = float(input ("Entrer a
2 b = float (input ("Entrer b
3/c = float (input ("Entrer c

delta = b**2 - 4xaxc
if delta > O:

print ("Deux racines :",

elif delta == 0:

print ("Une racine double

else:
print ("Pas de racine reelle")

n))
u))
|l))

(-b
(-b

- deltax*0.5)/(2%*a),
+ delta*x0.5)/(2*xa))

-b/(2%a))
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Une boucle permet de répéter un bloc d’instructions plusieurs fois. Python dispose de deux structures de boucle :
while et for.

3.1 La boucle while

Définition : Boucle while

1 |while condition:
instruction_1
instruction_2

NN

Tant que condition est True, le bloc d’instructions est exécuté. La condition est testée avant chaque
itération; si elle est fausse dés le départ, le bloc n’est jamais exécuté.

Exemple : afficher les entiers de 1 a 5.

11 =1

2 'while i <= 5:

3 print (i)

4 i=1i+1 # sans cette ligne, boucle infinie !

Propriété : Condition d’arrét

Pour qu’une boucle while se termine, il faut que la condition devienne False & un moment. Cela nécessite
que le bloc modifie au moins une variable intervenant dans la condition.

Si la condition reste toujours vraie, la boucle ne s’arréte jamais : on parle de boucle infinie. Il faut alors
interrompre le programme manuellement (Ctrl+C).

Remarque : la variable qui controle la progression de la boucle s’appelle le compteur. On l'initialise avant la
boucle et on la met & jour a l'intérieur.
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Propriété : Terminaison d’une boucle while

Pour prouver qu'une boucle while se termine, on identifie un variant de boucle : une grandeur qui
diminue strictement & chaque itération et qui est bornée inférieurement. Comme elle ne peut pas
décroitre indéfiniment, la boucle s’arréte nécessairement.

e Si le variant est un entier positif (ex. n — 7), la preuve est immédiate : un entier positif qui diminue
strictement atteint 0 en un nombre fini d’étapes.

e Si le variant est réel (ex. d — g en dichotomie), on peut majorer le nombre d’itérations par une
formule.
Démarche pratique : avant d’écrire une boucle while, se poser la question : quelle grandeur progresse

vers la condition de sortie a chaque tour ?

Exemples de variants courants :

Situation Variant

while i < n: i += 1 n — i, entier qui diminue de 1 & chaque tour
while d - g > eps: ... (dichotomie) d — g réel qui est divisé par 2 & chaque tour
while abs(f(u)) >= eps: ... (Newton) nombre d’itérations restantes (majoré par n_max)

3.2 La boucle for

Définition : Boucle for et range

N

for variable in range(...):
instruction_1
instruction_2

La variable prend successivement chaque valeur produite par range.

Les trois formes de range sont :
range (n) entiersde 0 an —1 range(5) — 0, 1, 2, 3
range(a, b) entiersdea ab—1 range(2, 6) — 2, 3, 4,
range(a, b, p) entiersdea ab—1parpasp range(0, 10, 3) -0, 3, 6, 9

Le pas p peut étre négatif : range(5, 0, -1) — 5, 4, 3, 2, 1.

, 4
5

Exemples :

1

2
3
4

o N o o

for i in range (4):
print (i) # affiche 0, 1, 2, 3

for i in range(1l, 6):
print (i) # affiche 1, 2, 3, 4, &

for i in range (0, 11, 2):
print (i) # affiche 0, 2, 4, 6, 8, 10

Propriété : Itération sur une chaine de caractéres

.

Une boucle for peut parcourir directement une chaine de caractéres : la variable prend successivement
la valeur de chaque caractére.

for ¢ in "Python":
print (c) # affiche P, y, t, h, o, n (un par ligne)
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3.3 Comparaison while / for

for while
Nombre d’itérations connu a ’avance inconnu a l'avance
Usage typique parcourir une séquence attendre qu’une condition soit atteinte
Risque de boucle infinie non oui
Reégle pratique : si on sait combien de fois répéter, on utilise for. Sinon, on utilise while.

3.4 Algorithmes classiques

3.4.1 Somme et produit
Somme des entiers de 1 a n :

1/n = int (input ("Entrer n : "))
2|s =0

3 for i in range(l, n + 1):

4 s = s + i

5 | print ("La somme vaut", s)

Produit des entiers de 1 a n (factorielle) :

1/n = int (input ("Entrer n : "))
2 p =1

3 for i in range(l, n + 1):

4 Pp=p %1

5 print("an! =", p)

Remarque : le calcul de somme et de produit suit toujours le méme schéma : initialiser un accumulateur (s = 0
pour une somme, p = 1 pour un produit), puis le mettre a jour a chaque itération.

3.4.2 Suites récurrentes

Une suite définie par ug = a et up41 = f(uy,) se calcule facilement avec une boucle for.

Exemple : calculer les 10 premiers termes de la suite ugp = 1, up11 = 4 + 1.

1u =1.0
2 for i in range (10):
3 print ("u_", i, "=", u)

4 u=u/2+1

3.4.3 Recherche du premier entier vérifiant une propriété

Lorsqu’on cherche le premier entier n vérifiant une condition, on utilise while car on ne sait pas a4 ’avance combien
d’itérations seront nécessaires.

Exemple : trouver le plus petit entier n tel que 2™ > 1000.

1 'n =0
>  while 2%*n <= 1000:
3 n =mn+ 1

4 |print("Le plus petit n tel que 2**n > 1000 est", n)
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3.4.4 Algorithme d’Euclide

Le PGCD de deux entiers a et b (a = b > 0) peut étre calculé par 'algorithme d’Euclide : on remplace (a,b) par

(b,a

mod b) jusqu'a ce que le reste soit nul.

a = int(input("Entrer a : "))
b = int(input ("Entrer b : "))
while b != O0:
a, b=>b, a%b
print ("PGCD =", a)
% Complément — hors programme des concours

Instructions break et continue

break interrompt immédiatement la boucle en cours, quelle que soit la condition.
continue passe directement a l'itération suivante sans exécuter la fin du bloc.

# Trouver le premier multiple de 7 superieur a 50

i = 51
while True: # boucle a priori infince
if i % 7 == 0:
print (i)
break # on sort des qu’on a trouve
i=1i+1

Exemple avec continue :

# Afficher les entiers de 1 a 10 en sautant les multiples de 3
for i in range(1l, 11):

if i % 3 == 0:
continue # on passe directement a 1 suivant
print (i) # affiche 1, 2, 4, &5, 7, 8, 10

Ces instructions rendent parfois le code plus lisible, mais peuvent aussi le rendre difficile a analyser.
On les utilise avec parcimonie.
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Une fonction est un bloc de code auquel on donne un nom, que ’on peut appeler autant de fois que nécessaire
avec des données différentes. Les fonctions permettent de structurer un programme, d’éviter les répétitions et
de rendre le code lisible. Python propose également des fonctions natives (len, sum, sorted, int, float...)
présentées au chapitre 1, section 6; ce chapitre explique comment définir ses propres fonctions.

4.1 Définir et appeler une fonction

Définition : Syntaxe d’une fonction

def nom_fonction(parametre_l, parametre_2, D I
instruction_1
instruction_2

1< S

return valeur

e def introduit la définition de la fonction. e Les paramétres sont les données regues par la fonction
(entre parenthéses). e Le corps de la fonction est indenté (comme pour if et while). e return renvoie
une valeur et termine immeédiatement la fonction.

Exemple :

1 def maximum(a, b):
2 if a >= b:
return a

3

4 return b

6 m = maximum(3, 7) # appel : a wvaut 3, b wvaut 7
7 print (m) # affiche 7

s  print (maximum (10, 2)) # affiche 10

Remarques :
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e Définir une fonction n’exécute pas son corps : il faut 'appeler pour cela.

e A Tappel, les arguments (valeurs fournies) sont associés aux paramétres dans l'ordre.

e Une fonction peut étre appelée depuis n’importe quel endroit du programme, y compris dans une autre
fonction.

4.2 Valeur de retour

-

Propriété : Instruction return

e return expr renvoie la valeur de expr et termine immédiatement la fonction : aucune instruction
suivante n’est exécutée.

e Une fonction peut contenir plusieurs return (dans des branches différentes).

e Si 'exécution atteint la fin du corps sans rencontrer de return, la fonction renvoie None.

e return sans expression renvoie également None.

Conséquence : lorsque la branche if se termine par return, le else est inutile — si la condition était
vraie, la fonction s’est déja arrétée; le code qui suit ne s’exécute que si la condition était fausse. On
préféere donc écrire :

def valeur_absolue(x):
if x < 0:
return -x
return x # atteint seulement si z >= 0

def signe(x):
if x > 0:
return "positif"
if x < 0O:
return "negatif"
return "nul"

print (signe (-3)) # affiche negatif
print (signe (0)) # affiche nul

Remarque : une fonction qui se contente d’afficher un résultat (avec print) sans return ne renvoie rien d’utili-
sable. On préfére en général écrire des fonctions qui renvoient une valeur, et laisser I'affichage au code appelant.

4.3 Portée des variables

Définition : Variables locales et globales

e Une variable définie & ’intérieur d’une fonction est locale : elle n’existe que pendant I’exécution
de la fonction et disparait ensuite.

e Une variable définie en dehors de toute fonction est globale : elle est accessible en lecture depuis
I'intérieur d’une fonction.

x = 10 # variable globale

def £(Q):
x =5 # variable locale : ne modifie pas le z global
print (x) # affiche &

£0O

print (x) # affiche 10 (z global inchange)
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Remarque :
mais c’est une mauvaise pratique a éviter

toujours passer les données en paramétres et récupérer le résultat avec return.

4.4 Paramétres par défaut

Propriété : Valeurs par défaut

[ O U CE

<

On peut donner une valeur par défaut & un paramétre. Si 'argument correspondant est omis lors de
I’appel, la valeur par défaut est utilisée.

def puissance(x, n=2):
p =1
for i in range(n):
P =p*x
return p

print (puissance (3)) # n vaut 2 par defaut : affiche 9
print (puissance (3, 4)) # n wvaut 4 : affiche 81

Les parameétres avec valeur par défaut doivent étre placés apreés les paramétres sans valeur par défaut.

4.5 Spécification d’une fonction

Définition : Spécification (docstring)

La spécification d’une fonction décrit ce qu’elle fait, ses paramétres et ce qu’elle renvoie, sans entrer
dans les détails de 'implémentation. En Python, elle s’écrit sous forme d’'une docstring : une chaine de
caractéres placée immédiatement apres la ligne def.

def pgcd(a, Db):
"""penvoie le PGCD de deuxz entiers a et b (a, b > 0)."""

il existe linstruction global x qui permet de modifier une variable globale depuis une fonction,
: elle rend le programme difficile & lire et & déboguer. On préfére

3 while b != O0:
4 a, b=">b, ajb
5 return a
Remarque : écrire une spécification est une bonne habitude. Cela force a réfléchir a ce que doit faire la fonction

avant de ’écrire, et aide les autres (et soi-méme) a la comprendre et a l'utiliser correctement.

4.6 Exemples

4.6.1 Parité

def est_pair(mn):
"""Renvoie True si l’entier n est pair, False sinon. """
return n % 2 == 0

print (est_pair (4)) # True
print (est_pair (7)) # False
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4.6.2 Factorielle

def factorielle(n):
"""Renvoie n! pour un entier n >= (0."""

p=1
for i in range(l, n + 1):
p=p*i

return p

print (factorielle (5)) # 120

4.6.3 PGCD (algorithme d’Euclide)

1

2

3

4

5

6

7

def pgcd(a, b):
"""Renvoie le PGCD de deuxz entiers strictement positifs a et b."""
while b != 0:
a, b =D>b, a i b
return a

print (pgecd (48, 18)) t 6

4.6.4 Test de primalité

Un entier n > 2 est premier si et seulement s’il n’est divisible par aucun entier compris entre 2 et [/n].

1

9

10

11

def est_premier(m):

"""Renvotie True si nm est premier, False sinon (n entier >= 2)."""
if n < 2:

return False
for d in range (2, int(n**0.5) + 1):

if n % == 0:

return False

return True

print (est_premier (17)) # True
print (est_premier (15)) # False

% Complément — hors programme des concours
Effets de bord

On dit qu’une fonction a un effet de bord lorsqu’elle modifie quelque chose en dehors d’elle-méme :
afficher & ’écran, modifier une variable globale, ou modifier un objet regu en paramétre.

Une fonction pure n’a aucun effet de bord : elle se contente de calculer et de renvoyer une valeur.
C’est le modele a privilégier.

# Fonction pure : pas d’effet de bord
def double(x):
return 2 * x

# Fonction avec effet de bord (affichage)
def double_affiche(x):
print (2 * x) # effet de bord : affichage

Les effets de bord liés a la modification d’objets regus en paramétre (listes, etc.) seront abordés dans
le chapitre sur la mutabilité.
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Une liste est une suite ordonnée d’éléments, éventuellement de types différents. C’est la structure de données la
plus utilisée en Python pour regrouper plusieurs valeurs.

5.1 Création d’une liste

Définition : Liste

S

Une liste se crée en plagant ses éléments entre crochets, séparés par des virgules :

L =[3, 1, 4, 1, 5] # liste de 5 entiers

M = ["chat", "chien", "oiseau" # liste de chaines
N = [1, 3.14, True, "abc"] # types melanges

vide = [] # liste wide

La fonction 1ist(s) convertit une séquence s (chaine, range, etc.) en liste :

list("abc") # [’a’, b7, ’c’]
list (range (5)) # [0, 1, 2, 3, 4]
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5.2 Accés aux éléments

Propriété : Indexation

e W on e

Pour une liste L de longueur n :

e L[i] désigne I’élément d’indice i, les indices commencant a 0.
e Les indices négatifs permettent de compter depuis la fin :
I’avant-dernier, etc.

L[-1] est le dernier élément, L[-2]

e Un indice hors de [0,n — 1] provoque une erreur (IndexError).

L = [10, 20, 30, 40, 50]
print (L[0]1) # 10
print (L[2]) # 30
print (L[-1]) # 50
print (L[-2]1) # 40

Propriété : Tranches (slices)

L[i:j] renvoie une nouvelle liste contenant les éléments d’indice ¢ & j — 1 :

L = [10, 20, 30, 40, 50]

print (L[1:4]1) [20, 30, 40]

print (L[:3]) [10, 20, 30] (depuis le debut)
print (L[2:]) [30, 40, 50] (jusqu’a la fin)
print (L[:1) [10, 20, 30, 40, 50] (copie)
print (L[::2])
print (L[::-1])

HOR O R R R

[10, 30, 50] (un element sur deuzx)
[50, 40, 30, 20, 10] (liste inversee)

5.3 Modification d’une liste

Les listes sont modifiables :

Définition : Opérations de modification

on peut changer, ajouter ou supprimer des éléments aprés la création.

L[i] = v modifie I’élément d’indice ¢

L.append (x) ajoute x en fin de liste

L.pop() supprime et renvoie le dernier élément
L.pop(i) supprime et renvoie ’élément d’indice ¢
L.insert(i, x) insére x a l'indice 7

L.remove (x) supprime la premiére occurrence de x
del L[i] supprime ’élément d’indice 4

L = [1, 2, 3]

L[0] = 10 # L waut [10, 2, 3]

L.append (4) # L waut [10, 2, 3, 4]

L.pop () # renvoie 4, L waut [10, 2, 3]
L.insert (1, 99) # L waut [10, 99, 2, 3]

del L[2] # L waut [10, 99, 3]
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5.4 Opérations sur les listes

Propriété : Opérations courantes

len(L) longueur de la liste len([1,2,3]) — 3

L+ M concaténation [1,2]1+[3,4] — [1,2,3,4]
L *n répétition [0]1*3 — [0,0,0]

x in L appartenance (True/False) 3 in [1,2,3] — True

x not in L non-appartenance 5 not in [1,2,3] — True
min (L) plus petit élément

max (L) plus grand élément

sum (L) somme des éléments

5.5 Parcours d’une liste

Il existe deux facons de parcourir une liste avec une boucle for.

Propriété : Parcours par valeur et par indice

Parcours par valeur — on accéde directement a chaque élément :

L = [10, 20, 30]
for x in L:
print (x) # affiche 10, puis 20, puis 30

w N

Parcours par indice — utile quand on a besoin de la position :

L = [10, 20, 30]
for i in range(len(L)):
print (i, L[i]) # affiche 0 10, puis 1 20, puis 2 30

w N e

Le parcours par indice est indispensable lorsqu’on veut modifier les éléments de la liste ou accéder a
plusieurs indices simultanément.

5.6 Compréhension de liste

Définition : Liste en compréhension

La compréhension de liste permet de construire une liste en une seule ligne a partir d’'une séquence :

1| [expression for variable in sequence]

On peut ajouter une condition pour filtrer les éléments :

1| [expression for variable in sequence if condition]

Exemples :

carres = [x**2 for x in range(1l, 6)]
# [1, 4, 9, 16, 25]

# [0, 2, 4, 6, 8]

longueurs = [len(mot) for mot in ["chat", "chien", "oiseau"]]

# [4, 5, 6]

1
2
3
1+ pairs = [x for x in range(10) if x % 2 == 0]
6
8
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Remarque : une compréhension de liste est équivalente & une boucle for avec append, mais plus concise et
souvent plus lisible :

1| # Ces deux codes produisent le meme resultat
> carres = [x**2 for x in range(1l, 6)]

1 carres = []
5 for x in range(1l, 6):
6 carres.append (x**2)

Double boucle : une compréhension peut contenir plusieurs clauses for, ce qui revient & imbriquer des boucles.
La clause la plus & gauche est la boucle externe.

1| # Toutes les paires (z, y) avec z dans L1 et y dans L2
2 L1 = [1, 2, 3]

s L2 = [10, 20]

1+ paires = [(x, y) for x in L1 for y in L2]

s # [(1,10),(1,20),(2,10),(2,20),(3,10),(3,20)]

7| # Equivalent avec des boucles for wimbriquees

s paires = []

o for x imn L1:

10 for y in L2:

11 paires.append ((x, y))

1 | # Aplatir une liste de listes

> M = [[1, 2, 3], [4, 5], [6, 7, 8]]

3 plat = [x for ligne in M for x in ligne]
2 # [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]

Expressions génératrices : en remplagant les crochets par des parenthéses dans sum, min, max, on obtient une
expression génératrice qui calcule le résultat sans construire la liste intermédiaire :

1| # Compri@hension de liste (construit toute la liste, puis la somme)
2 s = sum([x**2 for x in range (1000)1])

14| # Ezpression generatrice (calcule element par element, plus ecomomique)
5 s = sum(x**2 for x in range (1000))

7| # Avec condition : compter les elements wverifiant un critere
s 'nb_pairs = sum(l for x in range (100) if x % 2 == 0) # 50

5.7 Copie d’une liste

Attention : I'affectation M = L ne crée pas une copie de la liste L — les deux noms désignent alors la méme
liste. Toute modification de M affecte aussi L.

+ L = [1, 2, 3]

2| M =L # M et L designent la meme liste
s M[0] = 99
4 print (L) # [99, 2, 3] L est modifiee !

Pour obtenir une copie indépendante, on utilise une tranche compléte ou list () :

1 L= [1, 2, 3]

> M = L[:] # copie independante

s M[0] = 99

4+ | print (L) # [1, 2, 3] L est inchangee
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% Complément — hors programme des concours

Le comportement de M = L s’explique par la notion de mutabilité : les listes sont des objets modi-
fiables, et une affectation ne copie pas 'objet mais crée un second nom pointant vers le méme objet
en mémoire. Ce mécanisme, ainsi que ses conséquences dans les fonctions (effets de bord), est étudié
dans le chapitre 13.

5.8 P-uplets (tuples)

Définition : Tuple

Un tuple (ou p-uplet) est une suite ordonnée d’éléments, comme une liste, mais immuable : on ne
peut pas modifier ses éléments aprés sa création. On le crée avec des parenthéses (ou simplement des
virgules) :

t = (1, 2, 3) # tuple de 3 entiers

t=1, 2, 3 # les parentheses sont optionnelles

t = ("chat", 3.14) # types melanges

t = (42,) # tuple a un seul element (la virgule est obligatoire)

L’accés aux éléments se fait comme pour une liste : t[0], t[-1], t[1:3].

5.8.1 Déballage de tuple

Une opération trés courante est le déballage (unpacking) : affecter les éléments d’un tuple a plusieurs variables
en une seule ligne.

a, b =1t # a vaut 3, b wvaut 7

# Echange de deuz variables (sans wariable temporaire)
a, b =D5b, a

5.8.2 Renvoi de plusieurs valeurs par une fonction

Lorsqu’une fonction renvoie plusieurs valeurs avec return a, b, elle renvoie en réalité un tuple. On récupére
les valeurs par déballage :

1

2

3

4

5

6

def min_max (L) :
"""Renvoie le minimum et le maximum de la liste L."""
return min(L), max (L)

m, M = min_max([3, 1, 4, 1, 5, 9])
print (m, M) # 1 9

5.8.3 Tuples dans les boucles for

On rencontre souvent des listes de tuples (coordonnées, paires clé/valeur, mesures). La boucle for permet de
déballer chaque tuple directement :

1

points = [(0, 0), (1, 2), (3, -1)]
for x, y in points:
print (£"x={x}, y={y}")

# Autre exemple : liste de patires (temps, wvaleur)
mesures = [(0.0, 20.1), (0.5, 21.3), (1.0, 22.8)]
for t, temp in mesures:

print (t, temp)
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Listes vs tuples :

Liste Tuple
Syntaxe [1, 2, 3] (1, 2, 3
Modifiable oul non

Utilisation typique collection de données valeur composite fixe

En pratique, on utilise les tuples pour regrouper des valeurs qui vont naturellement ensemble (coordon-
nées, résultat d’une fonction a deux sorties, ligne d’une base de données) et les listes pour des collections
qu’on modifie.

5.9 Ensembles (set)

Définition : Type set

Un set (ensemble) est une collection non ordonnée d’éléments uniques. Il se crée avec des accolades
ou set() :
1 |ls = {1, 2, 3, 2, 1} # {1, 2, 3} (doublons supprimes automatiquement)
2|t = set([3, 4, 5]) # depuis une liste
3 |vide = set() # set vide -- attention : {} creerait un dict vide
X in s test d’appartenance
s.add (x) ajout d’un élément
s.remove(x) suppression (erreur si x absent)
Opérations courantes : s | t union
s &t intersection
s -t différence
len(s) nombre d’éléments
1 a={1,2, 3, 4}
> b = {3, 4, 5, 6%}
3 print(a | b) # {1, 2, 3, 4, 5, 6}
4+ print(a & b) # {3, 4}
5 print(a - b) # {1, 2}
6 print (3 in a) # True

Remarque : les éléments d’un set doivent étre immuables (entiers, flottants, chaines, tuples) — on ne peut pas
mettre de listes dans un set.

Cas d’usage typiques :
¢ Eliminer les doublons d’une liste : valeurs_uniques = list(set(L))

e Tester ’appartenance a une grande collection : x in s est trés rapide, indépendamment du nombre
d’éléments.
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Algorithmes sur les listes
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Ce chapitre présente les algorithmes fondamentaux sur les listes. On y apprend a calculer des valeurs a partir d’une
liste (somme, maximum, comptage), & tester des propriétés (palindrome, présence d’un élément), et & construire de
nouvelles listes. On aborde aussi les listes de listes, qui permettent de représenter des tableaux a4 deux dimensions.

6.1 Calculs sur une liste

Le schéma de base est celui de 'accumulateur : on initialise une variable avant la boucle, puis on la met & jour
a chaque étape.

6.1.1 Somme et produit

1 def somme (L) :

2 "u"penvoie la somme des elements de L (L liste de mombres)."""

3 s =0

4 for x in L:

5 s = s + X

6 return s

7

s def produit(L):

9 """Renvote le produtit des elements de L (L liste mon vide de nombres)."""

10 p=1
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for x in L:
P =P *X
return p

Remarque : les fonctions natives sum(L), min(L), max (L) existent, mais savoir les programmer reste essentiel
pour les adapter.

6.1.2 Recherche du maximum

Sans utiliser max, on peut chercher le maximum en maintenant le meilleur candidat rencontré :

1

def

maximum (L) :
"""Renvoie le plus grand element de L (L liste mon wvide)."""
m = L[O] # meilleur candidat courant

for x in L:
if x > m:
m = X
return m

Variante : trouver en méme temps le maximum et son indice.

1

def

indice_max (L) :
"""Renvoie l’indice du plus grand element de L (L liste mon wide)."""
i_max = 0
for i in range(len(L)):
if L[i] > L[i_max]:
i_max = i
return i_max

6.1.3 Comptage d’occurrences

def

compte (L, v):
"""Renvoie le mombre de fois que v apparait dans la liste L."""
c =20

Remarque : la méthode L. count (v) fait la méme chose.

6.2 Recherche dans une liste

6.2.1 Présence d’un élément vérifiant une propriété

Le schéma consiste & parcourir la liste et a renvoyer True dés qu’on trouve un élément satisfaisant, ou False aprés
avoir tout parcouru sans succes.

Exemple : tester si une liste contient un entier pair.

1

def

contient_pair (L):
"""Renvoie True si L contient au moins un entier pazir."""
for x in L:
if x % 2 == 0:
return True
return False
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Propriété : Schéma de recherche

Pour tester si au moins un élément vérifie une propriété P :

1 | for x in L:

2 if P(x):

3 return True
1| return False

Pour tester si tous les éléments vérifient une propriété P :

1 |for x in L:

2 if not P(x):

3 return False
4 | return True

6.2.2 Appartenance a une liste

1 def appartient (v, L):

2 """Renvoie True si v est dans la liste L."""
3 for x in L:

4 if x == v:

5 return True

6 return False

Remarque : l'opérateur in fait exactement cela (v in L), mais savoir I’écrire est important pour les adaptations.

6.3 Tests sur les listes

6.3.1 Palindrome
Une liste (ou une chaine) est un palindrome si elle se lit de la méme fagon dans les deux sens.

1 def est_palindrome (L):
2 """Renvoie True si la liste L est un palindrome. """

3 n = len(L)

4 for i in range(n // 2):

5 if L[i] '= L[n - 1 - i]:
6 return False

7 return True

o print(est_palindrome ([1, 2, 3, 2, 1]1)) # True
10 print(est_palindrome ([1, 2, 3])) # False

Remarque : pour une chaine de caractéres, on utilise exactement le méme algorithme (ou s == s[::-1]).

6.3.2 Listes distinctes et doublons
Tester si tous les éléments sont distincts :

1 def tous_distincts(L):

2 """Renvoie True si tous les elements de L sont distincts."""
3 for i in range(len(L)):

4 for j in range(i + 1, len(L)):

; if L[4l == L[j]:

6 return False

7 return True

Construire la liste sans doublons :
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1 def sans_doublon(L):

2 """Renvoie une liste contenant les elements de L sans repetition. """
3 R = []

4 for x in L:

5 if x not in R:

6 R.append(x)

7 return R

o print (sans_doublon([1, 3, 2, 1, 4, 3]1)) # [1, 3, 2, 4]

6.3.3 Anagrammes

Deux mots sont anagrammes s’ils contiennent les mémes lettres, avec les mémes multiplicités. On peut les
comparer en triant leurs lettres.

1 def sont_anagrammes (motl, mot2):

2 """Renvoie True si motl et mot2 sont des anmagrammes. """
3 return sorted(motl) == sorted(mot2)

4

5 print(sont_anagrammes ("chien", "niche")) # True

¢ print(sont_anagrammes ("chat", "tache")) # False

6.4 Construction de listes

6.4.1 Filtrage
Construire une liste en ne gardant que les éléments vérifiant une condition.

1 def multiples(L, k):

2 """Renvoie la liste des elements de L divistibles par k."""
3 R = [1]

4 for x in L:

5 if x % k ==

0:
6 R.append(x)
7 return R

o | # equivalent en comprehension

10 def multiples_comp (L, k):
11 return [x for x in L if x % k == 0]

6.4.2 Transformation
Appliquer une opération a chaque élément.
1 def carres(L):

2 """Renvoie la liste des carres des elements de L."""
3 return [x**2 for x in L]

6.5 Listes de listes (tableaux 2D)

Une liste de listes permet de représenter un tableau & deux dimensions, comme une matrice.
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Définition : Tableau 2D

On représente un tableau de n lignes et p colonnes par une liste de n listes, chacune de longueur p :

M= [[1, 2, 3],
2 [4, 5, 61,
(7, 8, 91l

w

e M[i] désigne la ligne d’indice ¢ (une liste). e M[i] [j] désigne 1’élément a la ligne i, colonne j. e
len(M) donne le nombre de lignes, 1len(M[0]) le nombre de colonnes.

Création d’un tableau de zéros (n lignes, p colonnes) :

1 | def zeros(n, p):
2 """Renvoie un tableau n lignes T p colonnes rempl: de zeros."""
3 return [[0] * p for i in range(n)]

Attention a la copie : ne pas écrire [[0]*p]*n — toutes les lignes seraient le méme objet en mémoire.

1 | # CORRECT : chaque ligne est un objet distinct
M = [[0] * 3 for i in range (2)]
M[0][1] = 99

Bow N

print (M) # [[o, 99, 0], [0, 0, 0]] correct
6 # INCORRECT : toutes les lignes partagent la meme liste
7 M = [[0] * 3] * 2
s M[0][1] = 99
o | print (M) # [[0, 99, 0], [0, 99, 0]] FAUX !

6.5.1 Parcours d’un tableau 2D

1 def somme_tableau(M):

2 """Renvoie la somme de tous les elements du tableau M. """
3 s =0

4 for i in range(len(M)):

5 for j in range(len(M[il)):

6 s = s + M[i] [J]
7 return s

6.5.2 Transposée d’une matrice

La transposée d’une matrice M & n lignes et p colonnes est la matrice M7 & p lignes et n colonnes telle que
MT 5[} = MIi[5].

1 def transposee(M):
2 """Renvoie la transposee de la matrice M."""

3 n = len(M)

4 p = len(M[O])

5 T = [[0] * n for j in range(p)]
6 for i in range(mn):

7 for j in range(p):

8 TLj10i] = M[il[;]

9 return T

6.5.3 Produit de matrices

Le produit de deux matrices A (n x p) et B (p X ¢) est la matrice C' (n x ¢) définie par :

p—1

Clil[k] = ) Alillj] x Bjl[k]

=0
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def

produit_matrices (A, B):
"""Renvoie le produtt matriciel A4 * B.
4 : n lignes = p colonnes, B : p lignes = q colonnes.
= len(A)
= len(B)
= len(B[0])
[[0] * q for i in range (n)]
or i in range(n):

for k in range(q):

for j in range(p):
Clil[x] = C[il[k]l + A[i1[j] = B[j][k]

"o

H QQ v B

return C

Remarque : le module numpy propose des fonctions optimisées pour le calcul matriciel (np.dot, @) ; il sera présenté
au chapitre 8.

6.6 Application : nombres parfaits

Un entier n > 1 est parfait s’il est égal & la somme de ses diviseurs stricts (c’est-a-dire tous ses diviseurs sauf
lui-méme). Par exemple, 6 = 1 4+ 2 + 3 est parfait.

1

2

9

10

=

1

def

def

diviseurs_stricts(n):
"""Renvoie la liste des dtviseurs stricts de n."""
return [d for d in range(l, n) if n % == 0]

est_parfait(n):
"""Renvoie True si n est un nombre parfait.
return sum(diviseurs_stricts(n)) ==

"wmn

# Liste des mombres parfatits inferieurs a 1000
parfaits = [n for n in range(l, 1001) if est_parfait(n)]
print (parfaits) # [6, 28, 496]
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Fichiers texte
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En sciences, les données sont souvent stockées dans des fichiers texte : résultats de mesures, relevés biologiques,
séquences génétiques, etc. Python permet de lire et d’écrire ces fichiers facilement. Ce chapitre présente les outils
essentiels pour travailler avec des fichiers.

7.1 Ouvrir et fermer un fichier

Définition : La fonction open

open(nom, mode) ouvre le fichier nom et renvoie un objet fichier. Le paramétre mode précise 'opération
souhaitée :

’r>  lecture (read) le fichier doit exister

'w?  écriture (write) crée ou écrase le fichier

’a’ ajout (append)  crée ou ajoute a la fin

Il faut toujours fermer le fichier aprés utilisation avec f.close().

Propriété : Instruction with

L’instruction with ouvre le fichier et le ferme automatiquement a la fin du bloc, méme en cas d’erreur.
C’est la fagon recommandée de travailler avec des fichiers.

1 |with open("donnees.txt", "r") as f:
2 # travatller avec f ic1t

3 contenu = f.read()

4| # f est automatiquement ferme %ct

7.2 Lire un fichier

Il existe plusieurs fagons de lire le contenu d’un fichier ouvert en lecture.
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Définition : Méthodes de lecture

f.read() renvoie tout le contenu sous forme d’une chaine
f.readline()  renvoie la prochaine ligne (avec le *\n’ final)
f.readlines() renvoie la liste de toutes les lignes

On peut aussi itérer directement sur le fichier, ligne par ligne :

1 |with open("donnees.txt", "r") as f:
2 for ligne in f£:
3 print (ligne)

Remarque : chaque ligne lue contient le caractére de fin de ligne *\n’. On l’enléve avec ligne.strip().

Exemple : supposons que le fichier temperatures.txt contienne :

115.2
2 17.8
3 14.5
4 19.1
5 16.3

Pour lire toutes les valeurs et les stocker dans une liste :

1 | temperatures = []

2 |with open("temperatures.txt", "r") as f:

3 for ligne in f£:

4 t = float(ligne.strip()) # convertir la chaine en flottant
5 temperatures.append (t)

7 print (temperatures) # [15.2, 17.8, 14.5, 19.1, 16.3]

s print ("Moyenne :", sum(temperatures) / len(temperatures))

7.3 Ecrire dans un fichier

Définition : Méthode write

f.write(chaine) écrit la chaine chaine dans le fichier. Contrairement & print, write n’ajoute pas de
retour & la ligne : il faut 'inclure explicitement avec >\n’.

Exemple : écrire les carrés de 1 4 5 dans un fichier.
1 with open("carres.txt", "w") as f:

2 for i in range(1l, 6):
3 f.write(str(i) + "72 = " + str(ix*2) + "\n")

Le fichier carres.txt contiendra :

1]
= O =

Remarque : write n’accepte que des chaines de caractéres. Pour écrire un nombre x, il faut écrire str(x).
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7.4 Fichiers CSV

Le format CSV (Comma-Separated Values) est un format texte trés courant pour stocker des données tabulaires :
chaque ligne représente un enregistrement, et les valeurs sont séparées par un délimiteur (virgule, point-virgule ou
espace).

Exemple de fichier mesures.csv :

1 temps;temperature;pression
2 0;15.2;1013.2

3 10;16.1;1012.8
420;17.3;1011.9

5 30;18.0;1012.5

7.4.1 Lire un fichier CSV
On lit le fichier ligne par ligne, puis on découpe chaque ligne avec split(’;?) :

1 | temps = []

> | temperature = []

3

4+ with open("mesures.csv", "r") as f:

5 f.readline () # ignorer la ligne d’en-tete
6 for ligne in f£:

7 valeurs = ligne.strip().split(";")

8 temps .append (int (valeurs [0]))

9 temperature.append (float (valeurs [1]))

10

11 | print (temps) # [0, 10, 20, 30]

12  print (temperature) # [15.2, 16.1, 17.3, 18.0]

7.4.2 Ecrire un fichier CSV

1 | resultats = [(0, 15.2), (10, 16.1), (20, 17.3), (30, 18.0)]

3 with open("sortie.csv", "w") as f:

4 f.write("temps;temperature\n") # en-tete
5 for t, temp in resultats:
6 f.write(str(t) + ";" + str(temp) + "\n")

7.5 Exemple complet : analyse d’une série de mesures

On dispose d’un fichier donnees.csv contenant des mesures d’absorbance :

1 longueur_onde; absorbance
2 400;0.12
3 450;0.34
4.500;0.87
5 550;1.23
6 600;0.56

On veut trouver la longueur d’onde correspondant a 1’absorbance maximale.

1 longueurs = []

2 absorbances = []

3

1 with open("donnees.csv", "r") as f:

5 f.readline () # en-tete

6 for ligne in f:

7 vals = ligne.strip().split(";")

8 longueurs.append (int (vals [0]))
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absorbances.append (float(vals[1]))

# Trouver l’indice du maximum
i_max = 0
for i in range(len(absorbances)):
if absorbances[i] > absorbances[i_max]:

i_max = i
print ("Absorbance maximale :", absorbances[i_max])
print ("Longueur d’onde :", longueurs[i_max], "nm"
% Complément — hors programme des concours

Lecture avec numpy
Le module numpy propose np.loadtxt et np.genfromtxt pour lire des fichiers numériques directement
sous forme de tableau :

import numpy as np
data = np.loadtxt("mesures.csv", delimiter=";", skiprows=1)

longueurs = datal[:, 0] # premiere colonne
absorbances = datal:, 1] # deuzieme colonne

print ("Maximum :", np.max(absorbances))

Ces fonctions sont trés pratiques pour les fichiers purement numériques, mais nécessitent le module
numpy. La lecture ligne par ligne reste indispensable pour les fichiers mixtes (texte et nombres) ou de
format non standard.
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Modules et bibliothéques

Plan du chapitre

8.1 Importer un module . . . . . .. oL 43
8.2 Lemodulemath . . . . . .. .. L 43
8.3 Le module random . . . . . . ..o 44

8.3.1 Exemple : simulation d’une expérience aléatoire . . . . . . .. .. ..o 45
8.4 Lemodule numpy . . . . . . . .. L 45
8.5 Le module matplotlib.pyplot . . . . . . . . ... e 46

8.5.1 Tracer sans numpy : avec math et des listes . . . . . . . .. ... ... .. ... ... .. 47
8.6 Exemple synthétique : intégration graphique . . . . . . . . . .. .. ... L. 47

Python est livré avec de nombreuses bibliothéques (aussi appelées modules) qui étendent ses capacités. En
sciences, quatre modules sont particuliérement importants : math pour les fonctions mathématiques, random pour
les simulations aléatoires, numpy pour le calcul numérique sur des tableaux, et matplotlib pour les représentations
graphiques.

8.1 Importer un module

Définition : Importation

11 existe plusieurs fagons d’importer un module :
import math importe le module ; accés via math.sqrt(2)
from math import sqrt importe une seule fonction; accés via sqrt(2)
from math import * importe tout ; accés direct sqrt(2), pi, ...
import numpy as np importe avec alias; accés via np.array([...])

Remarque : aux concours, la ligne d’importation est fournie dans I’énoncé et n’est pas & mémoriser. Il faut en
revanche savoir utiliser les fonctions du module.

8.2 Le module math

Le module math fournit les fonctions et constantes mathématiques de base.
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Propriété : Fonctions et constantes du module math

Constantes :
math.pi 7~ 3,14159...
math.e e~ 2,71828. ..

Fonctions :
math.sqrt (x) VT racine carrée
math.exp(x) e’ exponentielle
math.log(x) In(z) logarithme naturel
math.log(x, b) log, () logarithme en base b
math.sin(x) sin(z) (z en radians)
math. cos(x) cos(x)
math.tan(x) tan(x)
math.floor(x) |x] partie entiére inférieure
math.ceil (x) [z] partie entiére supérieure
math.factorial(n) n! factorielle
math.gcd(a, b) PGCD(a,b)

from math import *

1

2

3 print(sqrt(2)) # 1.41421356237309561

4+ print (pi) # 3.141592653589793

5 print (exp (1)) # 2.718281828459045

6 print (log(exp(3))) # 3.0

7 print(sin(pi / 6)) # 0.4999999999999999 (- 0.5)
s print(floor (3.7)) # 3

o print(factorial(5)) # 120

8.3 Le module random

Le module random permet de générer des nombres aléatoires et de simuler des expériences probabilistes.

Définition : Fonctions principales de random

random.random() flottant aléatoire dans [0, 1]
random.uniform(a, b) flottant aléatoire dans [a, b]
random.randint(a, b) entier aléatoire dans [a, b] (bornes incluses)
random. choice (L) élément choisi au hasard dans la liste L
random.shuffle (L) mélange la liste L en place
random.sample(L, k)  liste de k éléments distincts tirés de L

import random as rd

print (rd.random()) # ex : 0.7342... (dans [0,1[)
print (rd.randint (1, 6)) # ec : 4 (de de siz faces)
5 print(rd.choice([10, 20, 30, 40])) # ex : 20

/L =1[1, 2, 3, 4, 5]
¢ rd.shuffle (L)
9 print (L) # ec : [3, 1, &5, 2, 4]

Remarque : reproductibilité avec rd.seed. Par défaut, chaque exécution donne des résultats différents. Pour
obtenir la méme séquence aléatoire (utile pour déboguer ou comparer des résultats), on fixe la graine (seed) avant

les tirages :
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1  import random as rd

3 rd.seed (42) # graine fizee : resultats identiques a chaque

4+ print(rd.randint (1, 6)) # toujours le meme resultat
5  print (rd.random()) # didem

8.3.1 Exemple : simulation d’une expérience aléatoire

Estimer la probabilité d’obtenir au moins un 6 en lancant deux dés :

1  import random as rd

3 def simul_deux_des ():

4 """Renvoie True si au moins un des deux des wvaut 6."""
5 dli = rd.randint (1, 6)

6 d2 = rd.randint (1, 6)

7 return dl1 == 6 or d2 == 6

9 [N = 100000

10 favorables = 0

11 for k in range(N):

12 if simul_deux_des ():

13 favorables = favorables + 1

14

15 print ("Probabilite estimee :", favorables / N)

16 | # Valeur theorique : 1 - (5/6)°2 = 11/36 ~ 0.306

8.4 Le module numpy

ecrecution

numpy (abrégé np) est la bibliothéque centrale du calcul numérique en Python. Elle introduit le type tableau
(array), qui permet d’effectuer des opérations mathématiques sur des listes entiéres de nombres, de fagon efficace.

Définition : Tableaux numpy

s’appliquent élément par élément.
1 | import numpy as np

3|a = np.array([1, 2, 3, 4, 5])

4+ | print (a * 2) # [2 4 6 8 10]
5 | print(a **x 2) # [ 1 4 9 16 25]
¢ |print(a + 10) # [11 12 13 14 15]

Un tableau numpy est une séquence de nombres du méme type, sur laquelle les opérations arithmétiques

Ce comportement est différent des listes Python, ou [1,2,3] * 2 donne [1,2,3,1,2,3].

Propriété : Création de tableaux

np.array([a, b, c]) tableau & partir d’une liste

np.linspace(a, b, n) n valeurs réguliérement espacées entre a et b
np.zeros (n) tableau de n zéros

np.ones(n) tableau de n uns

np.arange(a, b, pas) valeurs de a a b (exclu) par pas

1|x = np.linspace(0, 1, 5) # [0. 0.25 0.5 0.75 1.
2|z = np.zeros (4) # [0. 0. 0. 0.]
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Propriété : Fonctions mathématiques sur un tableau

d’un tableau :
np.sqrt(a), np.exp(a), np.log(a) fonctions usuelles

np.sum(a), np.min(a), np.max(a) réductions
np.mean(a) moyenne

1|x = np.linspace (0, np.pi, 5)

N

np.sin(a), np.cos(a), np.tan(a) fonctions trigonométriques

print (np.sin(x)) # [ 0. 0.707 1. 0.707

numpy fournit des versions vectorisées des fonctions mathématiques, qui s’appliquent a chaque élément

(approz)

Remarque : les fonctions de math (math.sin, etc.) ne s’appliquent qu’a un seul nombre. Pour traiter un tableau,

il faut utiliser les versions numpy.

8.5 Le module matplotlib.pyplot

matplotlib.pyplot (abrégé plt) permet de tracer des courbes et des graphiques. C’est loutil standard de visua-

lisation en Python scientifique.

Définition : Tracer une courbe

Le principe est toujours le méme :

® Créer des tableaux de valeurs x et y.
@ Appeler plt.plot(x, y) pour tracer la courbe.
® Appeler plt.show() pour afficher la fenétre graphique.

Exemple minimal : tracer y = sin(x) sur [0, 27].

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

1
3
4 /x = np.linspace(0, 2 * np.pi, 200)
5 y = np.sin(x)

6

7 plt.plot(x, y)
s ' plt.show()

Propriété : Personnalisation du graphique

plt.xlabel("texte") légende de I’axe des abscisses
plt.ylabel("texte") légende de I’axe des ordonnées
plt.title("texte") titre du graphique
plt.grid() ajoute une grille

plt.axis([a,b,c,d]) fixe les limites des axes

Le troisieme argument de plot fixe couleur et style :
"b" bleu "r" rouge, "g" vert, "k" noir
"_" trait "-" tirets, "o" points, "o-" points reliés

plt.legend() affiche la légende (nécessite label= dans plot)

Exemple complet : tracer sin(x) et cos(x) sur [0, 27].

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt
3

4

x = np.linspace(0, 2 * np.pi, 300)
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6 plt.plot(x, np.sin(x), "b-", label="sin(x)")
7 plt.plot(x, np.cos(x), "r--", label="cos(x)")
s plt.xlabel("x"

o plt.ylabel("y")

10 | plt.title("Fonctions trigonometriques")

11 plt.legend ()

12 plt.grid()

13 plt.show ()

8.5.1 Tracer sans numpy : avec math et des listes

Lorsque numpy n’est pas disponible, on peut construire les valeurs a la main avec une boucle :

1 from math import sin, pi
2 import matplotlib.pyplot as plt

4 'n = 200
5 ' x = [2 * pi * k / n for k in range(n + 1)]
6 y = [sin(xi) for xi in x]

s plt.plot(x, y)
o plt.show()

Remarque : cette approche produit le méme résultat mais est plus verbeuse. numpy est préférable dés que possible.

8.6 Exemple synthétique : intégration graphique

On trace une fonction et son approximation par la méthode des rectangles (qui sera présentée au chapitre 19) :

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt

1+ def f(x):
5 return x*%*2

7| # Courbe exacte
s x = np.linspace(0, 2, 200)
o plt.plot(x, f(x), "b-", label="f(x) = x~2")

11| # Rectangles (n = 6 sous-intervalles)
12 n = 6

13 a, b =0, 2

1a h = (b - a) / n

15 for k in range(n):

16 xk = a + k x h
17 plt.bar(xk, f(xk), width=h, align="edge",
18 edgecolor="k", facecolor="lightblue",

20 plt.xlabel("x"

21 | plt.title("Methode des rectangles a gauche, n
22 | plt.legend ()

23 plt.grid ()

24 | plt.show ()

alpha=0.5)

6")
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% Complément — hors programme des concours
Tableaux 2D avec numpy

numpy permet aussi de manipuler des matrices (tableaux a deux dimensions) :

1 | import numpy as np

s |A = np.array ([[1, 2], [3, 411)

4+ |B = np.array([[5, 61, [7, 811)

¢ |print (A + B) # addition terme a terme
7 |print (A @ B) # produit matriciel

s | print (np.transpose(A)) # transposee

10 | print (np.linalg.det (A)) # determinant
11 | print (np.linalg.inv (A)) # inverse
12 | print (np.linalg.eig(A)) # valeurs et vecteurs propres

Ces fonctions sont utilisées dans les exercices de 1'oral du concours Agro.
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Une fonction est dite récursive lorsqu’elle s’appelle elle-méme dans son propre corps. C’est une technique puissante
qui traduit directement les définitions mathématiques par récurrence, et qui s’avére naturelle pour de nombreux
algorithmes.

9.1 Principe de la récursion

Définition : Fonction récursive

Une fonction récursive comporte obligatoirement deux parties :

e Un cas de base (ou condition d’arrét) : une situation simple qui se traite directement, sans appel
récursif.

e Un appel récursif : la fonction se rappelle elle-méme sur un probléme strictement plus petit,
qui se rapproche du cas de base.

Sans cas de base, la récursion ne s’arréte jamais (analogue a la boucle infinie).

Exemple : la définition mathématique de la factorielle est 0! = 1 et n! =n x (n —1)! pour n > 1. On la
traduit directement :

def factorielle(n):
"""Renvoie n! pour un entier n >= (0."""
if n == : # cas de base
return 1
return n * factorielle(m - 1)

oA W N R

7 | print (factorielle (5)) # 120
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9.1.1 Déroulement des appels

Pour comprendre comment Python exécute un appel récursif, on peut tracer I’arbre des appels. Par exemple,
factorielle(4) se déroule ainsi :

1 | factorielle (4)

2 = 4 % factorielle(3)

3 = 4 x (3 * factorielle(2))

4 =4 x (3 * (2 * factorielle(1)))

5 =4 % (3 * (2 * (1 * factorielle(0))))
6 =4 % (3 % (2 x (1 % 1)))

7 =4 x (3 *x (2 x 1))

8 =4 x (3 * 2)

9 =4 *x 6

10 = 24

Remarque : Python empile les appels en mémoire jusqu’a atteindre le cas de base, puis remonte en calculant. Cela
consomme de la mémoire proportionnellement a la profondeur des appels. Python impose une limite (généralement
1000 appels imbriqués) au-dela de laquelle une erreur RecursionError est déclenchée.

9.2 Exemples classiques

9.2.1 Suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci est définie par Fy =0, Fy =1et F,, = F,,_1 + F,,_5 pour n > 2.

1 def fibomacci(mn):

2 """Renvoie le m-ieme terme de la suite de Fibomacci (n >= 0)."""
3 if == 0:

4 return O

5 if n == 1:

6 return 1

7 return fibonacci(n - 1) + fibonacci(m - 2)

o print(fibonacci (10)) # 55

Attention : cette version est trés inefficace car elle recalcule de nombreuses fois les mémes valeurs. Par exemple,
fibonacci(5) provoque deux appels & fibonacci(3), qui provoquent chacun deux appels & fibonacci(2), etc.
La version itérative est ici nettement préférable :

1 def fibonacci_iter(n):

2 """Jerstion titerative : calcule F_nm sans recalculs tnutiles. """
3 if n == 0:

4 return O

5 a, b =0, 1

6 for i in range(n - 1):

7 a, b =b, a + b

8 return b

9.2.2 PGCD (algorithme d’Euclide)
L’algorithme d’Euclide se préte naturellement & une formulation récursive :
PGCD(a,0) =a et PGCD(a,b) = PGCD(b, @ mod b) pour b >0
1 def pgcd(a, b):
2 """Renvoie le PGCD de a et b (a, b entiers positifs)."""
3 if == 0: # cas de base

4 return a
5 return pgcd(b, a % b) # appel recursif

7  print (pgcd (48, 18)) # 6
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9.2.3 Exponentiation rapide

Calculer ™ naivement nécessite n — 1 multiplications. L’algorithme suivant utilise la remarque :

1

© ® N o A A W W

0

1 sin=0
a" = (z™/?)2  sin est pair
z x "1 sin est impair

def puissance(x, n):

"""Renvoie z**n pour un entier n >= 0."""

if n ==
return 1

if n % 2 ==
moitie = puissance(x, n // 2)
return moitie * moitie

return x * puissance(x, n - 1)

print (puissance (2, 10)) # 1024

Intérét : au lieu de n multiplications, on n’en effectue que de l'ordre de log, n. Pour n = 10°, cela représente
environ 20 multiplications au lieu d’un million.

9.2.4 Somme récursive d’une liste

1
2
3
4

5

def somme (L) :
"""Renvoie la somme des elements de la liste L."""

if len(L) == O0: # cas de base : liste wvide
return O
return L[0] + somme(L[1:]) # premier + somme du reste

9.3 Reécursion et itération

Tout algorithme récursif peut étre réécrit de fagon itérative, et vice versa. Le choix dépend de la lisibilité et de
lefficacité.

Récursion Itération
Lisibilité proche de la définition math. parfois plus explicite
Mémoire pile d’appels (limitée) pas de surcofit
Risque RecursionError boucle infinie
Usage naturel arbres, diviser pour régner boucles simples

Régle pratique : préférer itération pour les suites simples (factorielle, Fibonacci); la récursion est
naturelle quand le probléme se découpe en sous-problémes de méme nature (recherche dichotomique, tris
avances).

9.4 Condition de terminaison

Propriété : Terminaison d’une fonction récursive

Pour garantir qu’une fonction récursive termine, il faut montrer qu’il existe une quantité entiére po-
sitive qui décroit strictement a chaque appel récursif et qui atteint le cas de base.

Pour factorielle(n) : la quantité est n, qui décroit de 1 & chaque appel, et le cas de base est n = 0.
Pour pgcd(a, b) : la quantité est b, qui décroit strictement (le reste a mod b est strictement inférieur a
b), et le cas de base est b = 0.
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9.5 Application : processus de branchement

9.5.1 Modéle

On modélise une lignée génétique : a chaque génération, une lignée s’éteint avec probabilité % (aucun descendant),

ou se divise en deux lignées indépendantes avec probabilité % (deux descendants). On cherche & simuler le temps

d’extinction, c’est-a-dire la génération a laquelle la totalité des descendants disparait.

1 import random as rd

3 def temps_extinction():

4 """Renvoie le temps d’extinction d’une lignee.

5 4 chaque generation : extinction (proba 1/2) ou deux descendants (proba 1/2)
6 if rd.random() < 0.5:

7 return 1 # extinction des la generation suivante

8 tl = temps_extinction () # temps d’exztinction de la premiere lignee
9 t2 = temps_extinction() # temps d’exztinction de la seconde lignee
10 return 1 + max(tl, t2)

Lecture de la récursion :

e Si rd.random() < 0.5 : la lignée ne se propage pas — on renvoie 1 (la génération courante est la
derniére).

e Sinon : deux lignées indépendantes se développent. Le temps d’extinction global est 1 + max(t1,t2) :
on attend que la plus longue des deux sous-lignées s’éteigne.

L’arbre des appels récursifs est exactement ’arbre généalogique de la population : chaque appel cor-
respond & un individu, ses deux appels récursifs & ses deux descendants.

9.5.2 Terminaison probabiliste

Cette fonction ne vérifie pas le critére habituel de terminaison (pas de variant entier décroissant) : a chaque appel,
la fonction peut encore se ramifier. Pourtant, elle se termine presque stirement : la probabilité que la lignée
survive indéfiniment est nulle (résultat classique des processus de branchement).

Estimation par simulation :

1 N = 10000

2 resultats = [temps_extinction() for _ in range(N)]

3 | print (£"Temps moyen d’extinction : {sum(resultats) / N:.2f}")
4 | print (f"Temps maximal observe : {max(resultats)}")
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% Complément — hors programme des concours

Récursion croisée et mémoisation

parité :

1| def est_pair(m):

2 if n == 0:
3 return True
1 return est_impair(an - 1)

6 |def est_impair(n):

7 if n == 0:
8 return False
9 return est_pair(n - 1)

Pour remédier a 'inefficacité de fibonacci récursif, on peut mémoriser les résultats déja calculés
(mémoisation) :

1 |memo = {}

3 |def fib_memo (n):

4 if n in memo:

5 return memo [n]

6 if n <= 1:

7 return n

8 memo [n] = fib_memo(n - 1) + fib_memo(n - 2)
9 return memo [n]

Cette technique (aussi appelée programmation dynamique) rend I’algorithme linéaire en temps.

Deux fonctions peuvent s’appeler mutuellement (récursion croisée). Par exemple, pour tester la
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La recherche dichotomique (ou recherche par bissection) est un algorithme qui permet de trouver efficacement
un élément dans une liste triée, ou une valeur particuliére d’une fonction monotone. Son principe est de diviser

par deux l’espace de recherche a chaque étape.

10.1 Recherche dans une liste triée

10.1.1 Recherche linéaire : rappel

Pour trouver si une valeur v est dans une liste quelconque, on la parcourt entiérement :

1 def recherche_lineaire(L, v):

2 """Renvoie True si v est dans la liste L."""
3 for x in L:

4 if x == v:

5 return True

6 return False

Dans le pire cas, on examine tous les n éléments. Si la liste est triée, on peut faire beaucoup mieux.
Dans la suite de ce paragraphe la liste L est triée.

10.1.2 Principe de la dichotomie

Propriété : Recherche dichotomique

On maintient deux indices g (gauche) et d (droite) encadrant la zone de recherche. A chaque étape :

® On calcule I'indice du milieu :m = (g + d) // 2.
@ On compare L[m] a la valeur cherchée v :
— si L[m] == v : trouvé, on s’arréte;

— siL[m] < v : v est dans la moitié droite, on pose g = m + 1;
— si L[m] > v : v est dans la moitié gauche, on posed = m - 1.

On s’arréte dés que v est trouvé ou que g > d (zone vide : v absent).

comparaisons pour une liste de n éléments.

A chaque étape, la taille de la zone de recherche est divisée par 2 : on effectue au plus |log, n| + 1
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10.1.3 Version itérative

1 def recherche_dicho (L, v):
2 """Renvoie True st v est dans la liste triee L, False sinon. """

3 g =0

4 d = len(L) - 1

5 while g <= d:

6 m= (g +d) // 2
7 if L[m] ==

8 return True
9 if L[m] < v:

10 g =m + 1
11 else:

12 d=m -1
13 return False

s L = [1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15]
16 print(recherche_dicho(L, 7)) # True
17 print (recherche_dicho (L, 6)) # False

Remarque : la dichotomie exige que la liste soit triée. Sur une liste non triée, le résultat est incorrect.

10.1.4 Version récursive

1 def recherche_dicho_rec(L, v, g, d):

2 """Renvote True st v est dans L[g:d+1] (liste triee)."""
3 if g > d: # zone wide : v absent

4 return False

5 m= (g + d) // 2

6 if L[m] == v:

7 return True

8 if L[m] < v:

9 return recherche_dicho_rec(L, v, m + 1, d)

10 return recherche_dicho_rec(L, v, g, m - 1)

2 L = [1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15]
13 print(recherche_dicho_rec(L, 7, 0, len(L) - 1)) # True

10.1.5 Comparaison des performances

Pour une liste de n éléments :

Recherche linéaire Recherche dichotomique
Nombre de comparaisons (pire cas) au plus n au plus [log, n]
Condition liste quelconque liste triée

Pour n = 10° : la recherche linéaire examine jusqu’a 1 000 000 éléments, la dichotomie au plus 20.

Remarque (hors programme) : en informatique, on résume ce constat par la notation O(-) : on dit que
la recherche linéaire est en O(n) et la dichotomie en O(logn), ce qui signifie que le nombre d’opérations croit
respectivement proportionnellement & n et & logn. Cette notation n’est pas exigible aux concours, mais elle
apparait dans la littérature et dans les tableaux comparatifs — on la lit comme un ordre de grandeur du cofit.

10.2 Reésolution approchée d’une équation

La dichotomie s’applique aussi pour trouver une solution approchée de f(z) = 0 sur un intervalle [a, b], lorsque f
est continue et que f(a) et f(b) sont de signes opposés (théoréme des valeurs intermédiaires).
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Propriété : Méthode de dichotomie pour f(z) =0

On dispose d’une fonction f continue sur [a,b] avec f(a) - f(b) < 0.
On maintient un encadrement [g, d] de la racine. A chaque étape :

d
® On calcule le milieu m = &

2
@ Si f(g) - f(m) <0 : la racine est dans [g, m], on pose d = m.
® Sinon : la racine est dans [m, d], on pose g = m.
g+d

On s’arréte lorsque d — g < e (précision souhaitée). La racine approchée est alors

A chaque étape, la longueur de lintervalle est divisée par 2 : aprés n étapes, Uerreur est inférieure
b—a
mw -

racine \/

AN
~N-

[a, b]

AN
N

[g, m1]

Exemple : trouver une valeur approchée de v/2, racine de f(z) = 2 — 2 sur [1, 2].

1 def f(x):

2 return x**2 - 2

3

1+ def dichotomie(f, a, b, eps):

5 """Renvoie une valeur approchee a eps/2 pres de la racine de f sur [a,b].
6 Condition : f(a) et f(b) de signes opposes."""

7 g, d = a, b

8 while d - g > eps:

9 m = (g +d) / 2

10 if £(g) * £f(m) < O:
11 d = m
12 else:

13 g = m
14 return (g + d) / 2
15

16 racine = dichotomie(f, 1, 2, 1e-6)
17 print (racine) # 1.4142136. .. (valeur approchee de sqrt(2))

g+d

Remarque : la boucle s’arréte dés que d — g < ¢, donc la valeur renvoyée 5= est a au plus 5 de la racine. Le

€
b—a
nombre d’itérations nécessaires est [bgz ( -‘ .Pour b—a=1et e = 1075, cela donne environ 20 itérations.
€
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10.2.1 Exemple : recherche d’un zéro sur plusieurs intervalles

Pour trouver toutes les racines de f(x) = 23 — 3z + 1 sur [~2,2], on commence par localiser les changements de
signe, puis on affine par dichotomie :

1 def f(x):
2 return x**3 - 3*%xx + 1
3

1 def dichotomie(f, a, b, eps):

5 g, d = a, b

6 while d - g > eps:

7 m= (g + d) / 2

8 if £(g) * f(m) < O:
9 d =m

10 else:

11 g = m

12 return (g + d) / 2

14 # Localisation des changements de signe par pas de 0.1

15 n = 40

6 pas = 4 / n

17 racines = []

18 for k in range(n):

19 a = -2 + k * pas

20 b = a + pas

21 if f(a) * f(b) < 0:

22 racines.append(dichotomie(f, a, b, 1e-9))

24 | print (racines) # trois racines approchees
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Trier une liste, c’est réorganiser ses éléments dans un ordre croissant (ou décroissant). Le tri est une opération
fondamentale en informatique : il conditionne efficacité de nombreux algorithmes, dont la recherche dichotomique.
Python dispose de la fonction native sorted(L) (qui renvoie une nouvelle liste triée) et de la méthode L.sort ()
(qui trie L en place). Ce chapitre présente comment construire soi-méme des algorithmes de tri.

Définition : Tri en place

Un tri est dit en place lorsqu’il réorganise les éléments de la liste L sans créer de liste auxiliaire de taille
comparable. La liste est modifiée directement.

L’opération d’échange de deux éléments s’écrit en Python :

(|LIi], L[j]1 = L[j], L[il

11.1 Tri par sélection

11.1.1 Principe
Pour trier L = [L[0], ..., L[n-111:
— Pour k£ allant de 0 & n — 2 : trouver 'indice du minimum de L[k:], puis I’échanger avec L[k].

Aprés I'étape k, les k + 1 premiers éléments sont a leur place définitive.

11.1.2 Mise en ceuvre

1 def indice_min(L, k):

2 "m""penyoie l’indice du minimum de L[k:]."""
3 i_min = k

4 for i in range(k + 1, len(L)):
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if L[i] < L[i_min]:
i_min = i
return i_min

"nnn

o def tri_selection(L):

10 """Trie la liste L en place par selection.

11 n = len(L)

12 for k in range(n - 1):

13 i_min = indice_min (L, k)

14 L[k], L[i_min] = L[i_min], LI[k]

15

w L =[5, 3, 8, 1, 9, 2]

17 tri_selection (L)

15 print (L) # [1, 2, 3, 5, 8, 9]

Déroulement sur [5, 3, 8, 1, 9, 2]
k=0 1[1, 3, 8, 5, 9, 21 (échange 5 et 1)
k=1 [1, 2, 8, 5, 9, 3] (échange 3 et 2)
k=2 1[1, 2, 3, 5, 9, 8] (échange 8 et 3)
k=3 I[1, 2, 3, 5, 9, 8] (déja en place)
k=4 [1, 2, 3, 5, 8, 9] (échange 9 et 8)

11.2 Tri par insertion

11.2.1 Principe

Pour trier L = [L[0], ., L[n-111:

— Pour j allant de 1 & n — 1 : insérer L[j] a sa place dans la sous-liste L[0: j] déja triée.

C’est le tri qu’on effectue naturellement lorsqu’on range des cartes dans sa main.

11.2.2 Mise en ceuvre

1 def insere(L, j):

2 """Insere L[j] dans L[0:j] supposee triee,
mmnn

3 val = L[j]

4 i=7j

5 while i > 0 and L[i - 1] > val:

6 L[i] = L[i - 1]

7 i=1i-1

8 L[i] = val

9

10 def tri_insertion(L):

11 """Trie la liste L en place par wnsertion.”""

12 for j in range (1, len(L)):

13 insere (L, j)

14

s L =[5, 3, 8, 1, 9, 2]

16 tri_insertion (L)

17 print (L) # [1, 2, 3, 5, 8, 9]

Déroulement sur [5, 3, 8, 1, 9, 2] :

de sorte que L[0:j+1] soit triee.

j=1 13,5, 8, 1, 9, 21 (insertion de 3)
j=2 1[3,5,8, 1, 9, 21 (8 déja en place)
j=3 1[1,3,5,8, 9, 2] (insertion de 1)
j=4 1[1,3,5,8,9, 21 (9 déja en place)
j=5 11,2,3,5,8, 9] (insertion de 2)
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11.3 Tri par comptage

11.3.1 Principe

Le tri par comptage s’applique lorsque les valeurs de L sont des entiers dans un intervalle connu [0,k — 1]. Il ne
procéde pas par comparaisons mais par dénombrement :

1. Compter combien de fois chaque valeur de [0,k — 1] apparait dans L.

2. Reconstruire la liste triée en plagant chaque valeur autant de fois que nécessaire.

11.3.2 Mise en ceuvre

def occurrences (L, k):
"""Renvoie la liste des occurrences des entiters 0, 1, ..., k-1 dans L."""
occ = [0] * k
for x in L:

5 occl[x] = occl[x] + 1

6 return occ

S N

s def tri_comptage (L, k):

9 """Trie en place la liste L dont les waleurs sont dans [[0, k-1]]."""
10 occ = occurrences (L, k)

11 i=20

12 for v in range (k):

13 for ¢ in range(occl[v]):

14 L[i] = v

15 i=1i+1

v L= [3, 1, 4, 1, 5, 2, 3, 2]
1s  tri_comptage (L, 6)
1o print (L) # [1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 5]

Exemple de déroulement pour L = [3, 1, 4, 1, 5, 2, 3, 2],k = 6:

Occurrences : occ = [0, 2, 2, 2, 1, 1]
(0 apparait 0 fois, 1 apparait 2 fois, 2 apparait 2 fois, etc.)

Reconstruction: 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 5

11.4 Comparaison des algorithmes

Sélection Insertion Comptage
Comparaisons (pire cas) ~n?/2 ~ n* /2 aucune
En place oui oui oui (mém. aux. k cases)
Condition aucune aucune valeurs entiéres bornées
Cas favorable aucun liste presque triée valeurs dans [0,k — 1], k petit

Remarque : le tri par insertion est particuliérement efficace lorsque la liste est déja presque triée. En
pratique, sorted() et L.sort () utilisent un algorithme hybride (Timsort) dont le nombre de comparai-
sons croit comme nlogn — bien plus rapide que n?/2 pour les grandes listes (notation hors programme :
O(nlogn)).
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% Complément — hors programme des concours
Tri rapide (quicksort)
Le tri rapide est un algorithme récursif en O(nlogn) en moyenne. Son principe est de choisir un

pivot, de réorganiser la liste pour placer le pivot a sa position définitive (tous les éléments plus petits
a gauche, tous les plus grands a droite), puis de trier récursivement les deux parties.

def segmente(L, i, j):

"ntplace L[j-1] (pivot) a sa position definitive dans L[Z:7].

Renvoie l’indice final du pivot. """

pivot = L[j - 1]

place = i

for k in range(i, j - 1):

if L[k] < pivot:

Llplace], L[k] = L[k], L[placel
place = place + 1

Llplacel, L[j - 11 = L[j - 11, Llplacel

return place

def tri_rapide(L, i, j):
"""Trie L[i:7] en place par tri rapide. """
if j - i <= 1:
return
place = segmente(L, i, j)
tri_rapide(L, i, place)
tri_rapide (L, place + 1, j)

L =[5, 3, 8, 1, 9, 2]
tri_rapide(L, 0, len(L))
print (L) # [1, 2, 3, 5, 8, 9]

Dans le pire cas (liste déja triée avec ce choix de pivot), la complexité est O(n?). En pratique, le tri
rapide est 'un des algorithmes les plus utilisés.
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% Ce chapitre est entiérement hors programme des concours.

Il présente des algorithmes de tri plus efficaces que les tris élémentaires du chapitre précédent,
et permet de comprendre pourquoi Python utilise un algorithme sophistiqué pour sorted() et
L.sort().

12.1 Limites des tris élémentaires

Les tris par sélection et par insertion effectuent de l'ordre de "("2_1) comparaisons pour une liste de n éléments,

soit une complexité O(n?). Pour n = 10° éléments, cela représente environ 5 x 10! opérations — bien trop lent
en pratique.

On peut montrer qu’'un algorithme de tri par comparaisons ne peut pas faire mieux que O(nlogn) comparaisons
dans le pire cas. Le tri fusion atteint cette borne.

12.2 Tri fusion (mergesort)

12.2.1 Principe
Le tri fusion est un algorithme récursif fondé sur le paradigme diviser pour régner :

1. Diviser : couper la liste en deux moitiés de taille égale.
2. Régner : trier récursivement chaque moitié.

3. Combiner : fusionner les deux moitiés triées en une seule liste triée.

L’opération clé est la fusion de deux listes déja triées : on compare les premiéres valeurs de chaque liste et on
prend la plus petite, en avangant dans la liste correspondante.
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12.2.2 Fusion de deux listes triées

1 def fusion(L1l, L2):

2 """Fustonne deux listes triees, renvoie une nouvelle liste triee. """
3 res = []

4 i, j =0, 0

5 while i < len(L1) and j < len(L2):

; if L1[i] <= L2[j]:

7 res.append (L1[i])

8 i=1i+1

9 else:

10 res.append (L2[j])

11 j =3 +1

12 return res + L1[i:] + L2[j:]

14 print (fusion([1, 3, 5], [2, 4, 6])) # [1, 2, 3, 4, 5, 6]

La fusion de deux listes de longueurs p et g s’effectue en O(p + ¢) comparaisons.

12.2.3 Tri fusion récursif

def tri_fusion(L):

1

2 """Renvoie une nouvelle liste triee contenant les elements de L."""
3 n = len(L)

4 if n <= 1:

5 return L[:]

6 m=mn // 2

7 gauche = tri_fusion(L[:m])

8 droite = tri_fusion(L[m:])

©

return fusion(gauche, droite)
nw L =[5, 3, 8, 1, 9, 2]

12 print(tri_fusion(L)) # [1, 2, 3, b5, 8, 9]
13 print (L) # [5, 3, 8, 1, 9, 2] (L non modifiee)

Remarque : contrairement aux tris par sélection et insertion, tri_fusion ne trie pas en place : il renvoie une
nouvelle liste et ne modifie pas L.

12.2.4 Déroulement sur un exemple

Entrée : [5, 3, 8, 1]

Division [5, 3] et [8, 1]
Division [5] et [3], puis [8] et [1]
Fusion [5] + [3] — [3, 5]
Fusion (8] + [1] — [1, 8]

Fusion finale [3, 5] + [1, 8] — [1, 3, 5, 8]

12.2.5 Complexité

A chaque niveau de récursion, on traite n éléments au total (pour les fusions). Il y a [log, n] niveaux de récursion.
La complexité totale est donc O(nlogn).
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12.3 Comparaison des algorithmes de tri

Sélection Insertion Fusion Rapide
Complexité (moyen) O(n?) O(n?) O(nlogn) O(nlogn)
Complexité (pire) O(n?) O(n?) O(nlogn) O(n?)
En place oui oui non oui
Stable non oui oui non

Un tri est dit stable s’il préserve 'ordre relatif des éléments égaux.

En pratique : Python utilise Timsort, un algorithme hybride combinant le tri par insertion (sur les
petites séquences) et le tri fusion (pour les grandes), avec une complexité garantie en O(nlogn).
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% Ce chapitre est entiérement hors programme des concours.

En Python, toutes les valeurs sont des objets. Une variable n’est pas une case mémoire contenant directement une
valeur, mais une étiquette qui pointe vers un objet. Cette distinction, invisible pour les types simples, devient
cruciale avec les listes.

13.1 Types mutables et immuables

Définition : Mutabilité

Un objet est dit immuable si son contenu ne peut pas étre modifié aprés sa création. Il est dit mutable
s’il peut étre modifié en place.

Types immuables int, float, bool, str, tuple

Types mutables list, dict

Pour les types immuables, toute opération qui semble « modifier » la valeur crée en réalité un nouvel objet :

1/s = "bonjour"
2|8 = s + " monde" # cree un nouvel objet str, s pointe dessus
3 'n = 3
4/n =mn + 1 # cree un nouvel objet int (4), n pointe dessus
Pour les listes (type mutable), les opérations comme append, sort, ou 'affectation par indice L[i] = ... modifient

I’objet existant sans en créer un nouveau.

13.2 Aliasing

13.2.1 Deux variables, un seul objet

Lorsqu’on écrit L2 = L1, on ne copie pas la liste : les deux variables L1 et L2 pointent vers le méme objet.
Modifier 'un modifie I'autre.
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L1 = [1, 2, 3]

L2 = L1 # L2 et L1 designent le meme objet
L2[0] = 99

print (L1) # [99, 2, 3] -- L1 est modifiee !
print (L2) # [99, 2, 3]

Propriété : Aliasing

N

Lorsque deux variables désignent le méme objet mutable, toute modification via 1'une est visible depuis

lautre. On parle d’alias (ou aliasing).
Pour tester si deux variables désignent le méme objet, on utilise is (et non ==) :
L1 = [1, 2, 3]

L2 = L1
L3 = [1, 2, 3] # meme contenu, objet different

print (L1 is L2) # True -- meme objet
print (L1 is L3) # False -- objets distincts
print (L1 == L3) # True -- meme contenu

13.2.2 Copier une liste

Pour obtenir une copie indépendante d’une liste, on utilise le slicing ou la fonction list :

1

NN N

L1 = [1, 2, 3]

L2 = L1[:] # copie superficielle

L3 = list(L1) # copie superficielle

L2[0] = 99

print (L1) # [1, 2, 3] -- L1 n’est pas modifiee

print (L2) # [99, 2, 3]

Attention : listes de listes

[ S)

L1[:] et 1ist(L1) effectuent une copie superficielle : les éléments eux-mémes ne sont pas copiés. Pour

une liste de listes, les sous-listes restent partagées :

M1
M2

(f1, 21, [3, 411
M1[:] # copie superficielle

M2 [0] [0] = 99
print (M1) # [[99, 2], [3, 4]] -- M1 modifiee !

Pour une copie compléte (indépendante & tous les niveaux), utiliser copy.deepcopy :

import copy
M2 = copy.deepcopy (M1)

13.3 Effets de bord dans les fonctions

13.3.1 Passage par objet

En Python, lorsqu’on passe une liste & une fonction, la fonction recoit une référence vers le méme objet. La
fonction peut donc modifier la liste originale.
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def ajoute_zero(L):
"rhpjoute un zero en fin de L (modifie L en place)."""
L.append (0)

L = [1, 2, 3]
ajoute_zero (L)
print (L) # [1, 2, 3, 0] -- L a ete modifiee

Propriété : Fonctions avec effet de bord

Une fonction qui modifie une liste passée en argument produit un effet de bord. Elle agit sur
lobjet original, ce qui peut étre voulu (tri en place) ou inattendu (bug).
Reégle : indiquer clairement dans la docstring si la fonction modifie ses arguments.
Fonction en place modifie L, ne renvoie rien (ou None)
Fonction pure ne modifie pas L, renvoie un nouveau résultat
Exemples :

# Fonction en place (effet de bord)
tri_selection (L) # modifie L, rTenvoie None
L.sort () # idem

# Fonction pure (pas d’effet de bord)
L_triee = tri_fusion (L) # L inchangee, Tenvotie une nouvelle liste
L_triee = sorted (L) # didem

13.3.2 Exemple : erreur classique

La confusion entre effet de bord et valeur de retour est une source fréquente d’erreurs :

B W

L = [3, 1, 2]

L2 = L.sort () # sort() modifie L et renvoie None
print (L2) # None -- erreur classique !
print (L) # [1, 2, 3]

L.sort() trie L en place et renvoie None. Si I'on veut une nouvelle liste triée sans toucher & L, il faut utiliser
sorted(L).

13.4 Conséquences pratiques

Reégles a retenir :

e L2 = L1 crée un alias, pas une copie. Toute modification de L2 affecte L1.
e Pour copier une liste simple : L2 = L1[:] ou L2 = list(L1).

e Pour copier une liste de listes : import copy; L2 = copy.deepcopy(L1).

e Une fonction peut modifier une liste passée en argument (effet de bord). Le documenter dans la docs-
tring.

e Ne pas affecter le résultat de L.sort () ou L.append() : ces méthodes renvoient None.
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% Complément — hors programme des concours
Le modéle objet de Python : id et is

Chaque objet en Python posséde un identifiant unique renvoyé par id(). L’opérateur is teste si
deux variables pointent vers le méme objet (méme id), tandis que == teste 1’égalité de contenu.

a = [1, 2, 3]
b = a
c = [1, 29 3]

print (id(a), id(b), id(c)) # id(a) == id(b) != id(c)
print(a is b) # True
print(a is c¢) # False
print(a == c¢) # True

Pour les petits entiers (de —5 a 256), Python réutilise les mémes objets pour des raisons
d’optimisation, ce qui peut donner des résultats surprenants avec is :

a = b

b =25

print(a is b) # True (optimisation interne)

a = 1000

b = 1000

print (a is b) # False (en dehors de la plage optimisee)

En pratique : utiliser == pour comparer des valeurs, et réserver is au test x is None.
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% Ce chapitre est entiérement hors programme des concours.

Un dictionnaire est une structure de données qui associe des clés a des valeurs. Contrairement aux listes
(indexées par des entiers), les clés peuvent étre de n’importe quel type immuable : entier, chaine de caractéres,

tuple, etc.

14.1 Créer et accéder a un dictionnaire

Définition : Dictionnaire

& une valeur se fait par sa clé entre crochets.

1ld = "nom": "Alice", "age": 20, "note": 17.5}
2

3 | print (d["nom"]) # Adlice

1 |print(d["age"]) # 20

quel type. @ Un dictionnaire est mutable : on peut modifier, ajouter ou supprimer des entrées.

Un dictionnaire se note avec des accolades {} et des paires c1é: valeur séparées par des virgules. L’accés

e Les clés doivent étre de type immuable (str, int, tuple, ...). ® Les valeurs peuvent étre de n’importe

Créer un dictionnaire vide :

10d = {} # dictionnaire wvide
dict () # equivalent

N
Q.
1
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14.2 Modifier un dictionnaire

1ld = {"a": 1, "b": 2}

3 /d["c"] = 3 # ajout d’une mnouvelle entree
4 d["a"] = 10 # modification d’une entree ezxistante
5 del d["b"] # suppression d’une entree

7 print (d) # {"a": 10, "c": 3}

Si on accéde a une clé absente avec d[clé], Python léve une erreur KeyError. Pour éviter cela, on utilise la
méthode get :

1d = {"a": 1}
2 print(d.get("a", 0)) # 1 (cle presente : renvoie la valeur)
3 print(d.get("b", 0)) # 0 (cle absente : renvote la valeur par defaut)

14.3 Tester ’appartenance

Propriété : Opérateur in

L’opérateur in teste si une clé est présente dans le dictionnaire :

1ld = {"x": 10, "y": 20}

3 |print ("x" in 4) # True
4 | print("z" in d) # False

Remarque : in porte sur les clés, pas sur les valeurs.

14.4 Parcourir un dictionnaire

1 d = {llall: 1’ "b": 2, "C": 3}

3 | # Parcours des cles
4 for cle in d:
5 print (cle, dlclel)

7| # Parcours des cles et waleurs stimultanement
¢ for cle, val in d.items():

9 print (cle, "->", val)

11 | # Listes des cles, waleurs, paires

12 print (list(d.keys())) # ["a", "b", "c"]
13 print (list (d.values())) # [1, 2, 3]
14 print(list(d.items ())) # [("a", 1), ("b", 2), ("c", 3)]

Remarque : depuis Python 3.7, les dictionnaires préservent l'ordre d’insertion.

14.5 Applications

14.5.1 Comptage de fréquences

Un dictionnaire est idéal pour compter les occurrences d’éléments. La logique est la suivante : si la valeur est déja
une clé du dictionnaire, on incrémente son compteur ; sinon, on 'initialise & 1.
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1 |liste = ["chat", "chien", "chat", "oiseau", "chien", "chat"]
2

3 occurrences = {}

12| for valeur in liste:

5 if valeur in occurrences:

6 occurrences [valeur] = occurrences[valeur] + 1

7 else:

8 occurrences [valeur] = 1

9

10 print (occurrences) # {’chat’: 3, ’chien’: 2, ’oiseau’: 1}

La méthode .get(cle, defaut) permet de condenser ce if/else en une seule ligne : occurrences.get(valeur,
0) renvoie le compteur actuel s’il existe, ou 0 sinon — ce qui correspond exactement au test explicite ci-dessus. Il

n’y a pas de logique nouvelle, seulement une écriture plus compacte.

1 | liste = ["chat", "chien", "chat", "oiseau", "chien", "chat"]
2

3 occurrences = {}

4+ for valeur in liste:

5 occurrences [valeur] = occurrences.get(valeur, 0) + 1

6

7  print (occurrences) # {’chat’: 3, ’chien’: 2, ’oiseau’: 1}

14.5.2 Représentation de données structurées

Un dictionnaire permet de regrouper des informations hétérogénes sous un méme objet :

1  etudiant = {

2 "nom": "Dupont",

3 "prenom": "Marie",

4 "notes": [14, 16, 12, 18],

5 "absent": False

6|}

s moyenne = sum(etudiant["notes"]) / len(etudiant["notes"])
o print(etudiant["nom"], ":", moyenne) # Dupont : 15.0

14.5.3 Mémoisation

La mémoisation consiste a stocker les résultats déja calculés pour éviter de les recalculer. C’est particuliérement

utile pour les fonctions récursives cotiteuses :

1 memo = {}

3 def fibomnacci(n):

4 """BRenvoie le n-ieme terme de Fibonacci (avec memorisation). """
5 if n in memo:

6 return memo [n]

7 if n == 0:

8 memo [0] = O

9 return O

10 if n == 1:

11 memo [1] = 1

12 return 1

13 resultat = fibonacci(n - 1) + fibonacci(n - 2)
14 memo [n] = resultat

15 return resultat

16

17 | print (fibonacci (50)) # calcul instantane

Sans mémoisation, fibonacci(50) effectue plus de 10'° appels récursifs. Avec mémoisation, chaque valeur est

calculée une seule fois : la complexité passe de O(2™) a O(n).
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14.6 Résumé des opérations

Opération Syntaxe

Acceés d[clel

Acces sécurisé d.get(cle, defaut)

Ajout / modification d[cle] = valeur
Suppression del dlcle]

Test d’appartenance cle in d

Parcours des clés for cle in d

Parcours clés + valeurs for cle, val in d.items()
Liste des clés list(d.keys())

Liste des valeurs list(d.values())

% Complément — hors programme des concours

Complexité des opérations sur un dictionnaire

En Python, les dictionnaires sont implémentés par une table de hachage. La clé est transformée par
une fonction de hachage en un indice, permettant un accés direct.

Opération Dictionnaire Liste
Accés par clé/indice  O(1) moyen 0(1)
Test d’appartenance  O(1) moyen O(n)
Insertion O(1) moyen  O(1) en fin, O(n) en milieu

Le test x in d pour un dictionnaire est en O(1), contre O(n) pour une liste. Pour un grand nombre
d’éléments, cette différence est décisive.




Chapitre 15. Bases de données et SQL 75

15

Bases de données et SQL

Plan du chapitre

15.1  Comment tester les exemples . . . . . . . . ..o 75
15.2  Modeéle relationnel . . . . . . . .. L e e e 76
15.3  Requétes de base : SELECT . . . . . . . . . . . e 76
15.3.1 Sélectionner des colonnes . . . . . . .. L e e e 76
15.3.2 Filtrer avec WHERE . . . . . . . . . o 76
15.3.3 Trier et limiter les résultats . . . . . . . . . . . .. 77
15.4  Fonctions d’agrégation . . . . . . . . ... Lo 77
15.4.1 Grouper avec GROUP BY . . . . . . . . . o s
15.5  Jointures . . . . . . . e e 78
15.6  Utilisation avec Python . . . . . . . . . . . Lo 78

% Ce chapitre est entiérement hors programme des concours.

Une base de données permet de stocker et d’interroger de grandes quantités de données structurées. Le langage
SQL (Structured Query Language) est le langage standard pour interagir avec une base de données relationnelle.

15.1 Comment tester les exemples

Plusieurs outils permettent d’exécuter les requétes SQL de ce chapitre et du suivant.

DB Browser for SQLite

DB Browser for SQLite est un logiciel graphique gratuit (Windows, Mac, Linux) qui permet de créer
une base de données, d’écrire des requétes et de visualiser les résultats sans écrire de Python.

@ Télécharger et installer DB Browser for SQLite (rechercher « DB Browser SQLite » sur le Web).
@ Ouvrir le logiciel, créer une nouvelle base (New Database).

® Dans 'onglet Ezecute SQL, saisir les requétes CREATE TABLE et INSERT pour construire les tables, puis
tester les SELECT.

En ligne de commande

SQLite est souvent disponible directement dans le terminal. Sous Windows (avec Python installé), on peut lancer
I'interpréteur SQLite via Python :

1| # Depuis Python : creer une base en memoire et tester des requetes
2 import sqlite3

3 conn = sqglite3.connect(":memory:") # base temporaire en memoire
4+ | curseur = conn.cursor ()

5

# ... CREATE TABLE, INSERT, SELECT
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L’option ":memory:" crée une base temporaire qui disparait a la fin du script — pratique pour tester sans créer
de fichier.

Services en ligne

Des services en ligne permettent d’exécuter du SQL directement dans le navigateur sans installation (rechercher
« SQLite online » ou « SQL sandbox »). Ils sont utiles pour tester rapidement une requéte isolée.

15.2 Modéle relationnel

Définition : Table, attribut, enregistrement

Une table est un tableau ou :

e chaque colonne (ou attribut) porte un nom et a un type fixé;

e chaque ligne (ou enregistrement) représente un individu ou une observation.

La clé primaire est un attribut (ou un ensemble d’attributs) qui identifie de fagon unique chaque
enregistrement.

Exemple : table especes

id | nom famille masse kg
1 | Lion Felidae 190
2 | Eléphant | Elephantidae 5000
3 | Guépard | Felidae 55
4 | Girafe Giraffidae 900
5 | Tigre Felidae 220

15.3 Requétes de base : SELECT
15.3.1 Sélectionner des colonnes

1| -- Toutes les colonnes
SELECT * FROM especes;

NN N

-- Colonnes choisies
5 | SELECT nom, masse_kg FROM especes;

15.3.2 Filtrer avec WHERE

1| -- Especes de masse superieure a 500 kg
2 SELECT nom, masse_kg FROM especes
3 | WHERE masse_kg > 500;

-- Especes de la famille Feltidae
SELECT nom FROM especes
WHERE famille = ’Felidae’;

-- Conditions combind@es
10 SELECT nom FROM especes
11 WHERE famille = ’Felidae’ AND masse_kg > 100;
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Propriété : Opérateurs de filtrage

Opérateur Signification

= <> égal, différent

<, <=, >, >= comparaisons numériques

AND, OR, NOT opérateurs logiques

BETWEEN a AND b valeur dans [a, b]

IN (v1, v2, ...) valeur dans une liste

LIKE ’motif’ correspondance de chaine (% = n’importe quels caractéres)
IS NULL / IS NOT NULL valeur absente / présente

1| -- Masse entre 100 et 500 kg
2 SELECT nom FROM especes WHERE masse_kg BETWEEN 100 AND 500;

4| -- Nom commen[§ant par ’G’
5 SELECT nom FROM especes WHERE nom LIKE ’G7’;

7| -- Famille Felidae ou Giraffidae
s | SELECT nom FROM especes WHERE famille IN (’Felidae’, ’Giraffidae’);

15.3.3 Trier et limiter les résultats

1| -- Trier par masse decroissante
> SELECT nom, masse_kg FROM especes
3 ORDER BY masse_kg DESC;

5 -- Les 3 plus legeres

¢ SELECT nom, masse_kg FROM especes
7 ORDER BY masse_kg ASC

s | LIMIT 3;

15.4 Fonctions d’agrégation

1| -- Nombre total d’especes
2 SELECT COUNT (*) FROM especes;

4| -- Masse moyenne
5 SELECT AVG(masse_kg) FROM especes;

7| -- Masse minimale et maximale
s SELECT MIN(masse_kg), MAX(masse_kg) FROM especes;

15.4.1 Grouper avec GROUP BY

GROUP BY regroupe les enregistrements par valeur d’un attribut et applique une fonction d’agrégation & chaque
groupe :

1| -- Nombre d’especes par famille
2 SELECT famille, COUNT(*) FROM especes
3 | GROUP BY famille;

5| -- Masse moyenne par famille, uniquement si le groupe a au moins 2 especes
¢ SELECT famille, AVG(masse_kg) FROM especes

7 GROUP BY famille

s | HAVING COUNT (%) >= 2;

Résultat pour la premiére requéte :
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famille COUNT(*)
Elephantidae 1
Felidae 3
Giraffidae 1

15.5 Jointures

Souvent, les données sont réparties sur plusieurs tables reliées entre elles par des clés. Une jointure combine les
lignes de deux tables selon une condition.

Exemple : table observations(id, espece_id, lieu, annee, nombre)

id | espece id | lieu annee | nombre
1 1 Serengeti | 2020 12

2 3 Serengeti | 2020 5

3 2 Amboseli 2021 3

4 1 Kruger 2021 8

5 3 Amboseli | 2022 2

-- Noms des especes observees au Serenget?

SELECT especes.nom, observations.annee, observations.nombre
FROM especes

JOIN observations ON especes.id = observations.espece_id
WHERE observations.lieu = ’Serengeti’;

-- Nombre total d’individus observes par espece

SELECT especes.nom, SUM(observations.nombre) AS total
FROM especes

JOIN observations ON especes.id = observations.espece_id
GROUP BY especes.nom;

Propriété : JOIN

JOIN ... ON condition combine chaque ligne de la premiére table avec chaque ligne de la seconde table

pour lesquelles la condition est vraie.

Type de jointure Lignes conservées
JOIN (ou INNER JOIN) uniquement les paires vérifiant la condition
LEFT JOIN toutes les lignes de la table de gauche

15.6 Utilisation avec Python

Python intégre le module sqlite3 qui permet de créer et d’interroger une base de données SQLite directement
depuis un script.

1

import sqlite3

# Connezion (cri@e le fichier si inezistant)
conn = sqlite3.connect("animaux.db")
curseur = conn.cursor ()

# Creation de la table
curseur.execute ("""
CREATE TABLE IF NOT EXISTS especes (
©d INTEGER PRIMARY KEY,
nom TEXT,
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20

21

22

23

24

26

27

28

famille TEXT,
masse_kg REAL

)
"nn u)
# Insertion de donnees
curseur.execute ("INSERT INTO especes VALUES (1, ’Lion’, ’Felidae’, 190)")
curseur.execute ("INSERT INTO especes VALUES (2, ’Elephant’, ’Elephantidae’,
5000) ")

conn.commit ()

# Requete
curseur.execute ("SELECT nom, masse_kg FROM especes WHERE masse_kg > 500")
resultats = curseur.fetchall ()
for ligne in resultats:
print (ligne) # (’Elephant’, 5000.0)

conn.close ()

# Requete avec parametre (eviter les injections S@L)
espece_cherchee = "Felidae"
curseur.execute (
"SELECT nom FROM especes WHERE famille = 7",
(espece_cherchee ,)
)

resultats = curseur.fetchall ()

Meéthodes du curseur :

e execute(requete) : exécute une requéte SQL.

e fetchall() : renvoie tous les résultats sous forme de liste de tuples.

e fetchone() : renvoie le premier résultat.

e conn.commit () : valide les modifications (INSERT, UPDATE, DELETE).
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% Ce chapitre est entiérement hors programme des concours.

Ce chapitre approfondit le SQL introduit au chapitre précédent. On utilise les mémes tables especes et observations
comme fil conducteur.

16.1 Alias

Les alias permettent de renommer temporairement une table ou une colonne dans une requéte, pour la lisibilité
ou pour éviter les ambiguités.

1| -- Alias de colonne (4S)
2 SELECT nom AS espece, masse_kg AS masse
3 FROM especes

4+ ORDER BY masse DESC;

6| -- Adlias de table (utile pour les jointures)
SELECT e.nom, o.lieu, o.annee

& FROM especes AS e

9 JOIN observations AS o ON e.id = o.espece_id

10 WHERE o.annee = 2021;

16.2 Sous-requétes

Une sous-requéte est une requéte imbriquée dans une autre. Elle peut apparaitre dans WHERE, FROM ou SELECT.
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16.2.1 Sous-requéte dans WHERE

1| -- Especes dont la masse est superieure a la moyenne
2 SELECT nom, masse_kg FROM especes
3 WHERE masse_kg > (SELECT AVG(masse_kg) FROM especes);

5| -- Especes qui ont ete observees au moins une fois
¢ SELECT nom FROM especes
7 WHERE id IN (SELECT espece_id FROM observations);

9| -- Especes qut n’ont jamats ete obserwvees
10 SELECT nom FROM especes
11 WHERE id NOT IN (SELECT espece_id FROM observations);

16.2.2 Sous-requéte dans FROM
On peut utiliser une sous-requéte comme table temporaire (il faut alors lui donner un alias) :

1| -- Nombre moyen d’individus par observation, par espece
> SELECT e.nom, stats.moy
3 | FROM especes AS e

4+ JOIN (

5 SELECT espece_id, AVG(nombre) AS moy
6 FROM observations

7 GROUP BY espece_id

s ) AS stats ON e.id = stats.espece_id;

16.3 LEFT JOIN

Un JOIN ordinaire (INNER JOIN) n’affiche que les lignes ayant une correspondance dans les deux tables. Un LEFT
JOIN conserve toutes les lignes de la table de gauche, méme sans correspondance dans la table de droite (les
colonnes manquantes valent alors NULL).

1| -- Toutes les especes, avec leur nombre total d’observations
2| -- (0 st aucune observation)

3 SELECT e.nom, COALESCE(SUM(o.nombre), 0) AS total

4+ FROM especes AS e

5 LEFT JOIN observations AS o ON e.id = o.espece_id

6  GROUP BY e.nom;

COALESCE(val, defaut) renvoie val si elle est non nulle, defaut sinon — ici, 0 & la place de NULL.

16.4 Modifier les données
16.4.1 Insérer : INSERT

1 INSERT INTO especes (id, nom, famille, masse_kg)
2 | VALUES (6, ’Leopard’, ’Felidae’, 60);

4| -- Insertion multiple
5 | INSERT INTO especes (id, nom, famille, masse_kg) VALUES
6 (7, ’Zebre’, ’Equidae’, 350),

7 (8, ’Hyene’, ’Hyaenidae’, 70);
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16.4.2 Modifier : UPDATE

1| -- Corriger la masse du lion

> UPDATE especes

3 SET masse_kg = 200

4+ WHERE nom = ’Lion’;

6| -- Augmenter de 10 / la masse de tous les Felidae
7 UPDATE especes

¢ SET masse_kg = masse_kg * 1.1
o | WHERE famille = ’Felidae’;

Attention : un UPDATE sans WHERE modifie toutes les lignes.

16.4.3 Supprimer : DELETE

1| -- Supprimer une espece
2 DELETE FROM especes WHERE nom = ’Hyene’;

4| -- Supprimer toutes les observations avant 2020
5 DELETE FROM observations WHERE annee < 2020;

16.5 Définir le schéma
16.5.1 Créer une table

1 | CREATE TABLE especes (

2 id INTEGER PRIMARY KEY,
3 nom TEXT NOT NULL,

4 famille TEXT NOT NULL,

5 masse_kg REAL

6 1)

¢ CREATE TABLE observations (

9 id INTEGER PRIMARY KEY,

10 espece_id INTEGER NOT NULL REFERENCES especes(id),
11 lieu TEXT,

12 annee INTEGER ,

13 nombre INTEGER DEFAULT 1

Propriété : Contraintes

Contrainte Signification

PRIMARY KEY identifiant unique, non nul, par table

NOT NULL la colonne ne peut pas étre vide

UNIQUE toutes les valeurs de la colonne sont distinctes
DEFAULT val valeur utilisée si aucune n’est fournie

REFERENCES t(col) clé étrangére : référence une clé primaire d’une autre table

La clé étrangeére (foreign key) garantit 'intégrité référentielle : on ne peut pas insérer une observation
pour une espéce inexistante.
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16.5.2 Supprimer une table

1

DROP TABLE observations; -- supprime la table et ses donnees

% Complément — hors programme des concours
Vues et index

Vue : une vue est une requéte nommée et stockée, utilisable comme une table virtuelle.

CREATE VIEW felins AS
SELECT nom, masse_kg FROM especes WHERE famille = ’Felidae’;

SELECT * FROM felins; -- uttlisation de la vue

Index : un index accélére les recherches sur une colonne fréquemment utilisée dans WHERE ou JOIN,
au prix d’un espace de stockage supplémentaire.

CREATE INDEX idx_famille ON especes(famille);

Sans index, une recherche par famille nécessite de parcourir toute la table (O(n)). Avec un index
B-arbre, la complexité devient O(logn).
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% Ce chapitre est entiérement hors programme des concours.

Les graphes sont une structure mathématique fondamentale pour modéliser des relations : réseaux routiers,
réseaux alimentaires, molécules, réseaux sociaux, etc. Ce chapitre présente les bases et leur implémentation en
Python.

17.1 Définitions

Définition : Graphe

Un graphe G = (S, A) est composé de :
e un ensemble de sommets S (ou neeuds, vertices);
e un ensemble d’arétes A (ou edges), chaque aréte reliant deux sommets.

Graphe non orienté les arétes n’ont pas de sens ({u,v} = {v,u})
Graphe orienté les arcs ont un sens (u — v # v — u)
Graphe pondéré chaque aréte porte un poids (distance, cofit...)

Vocabulaire courant :

Voisins de u sommets reliés & u par une aréte

Degré de u nombre de voisins de u

Chemin suite de sommets consécutivement reliés
Cycle chemin qui revient a son point de départ

Graphe connexe tout sommet est accessible depuis tout autre sommet
Arbre graphe connexe sans cycle
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Exemple de graphe :

17.2 Représentations en Python

17.2.1 Dictionnaire de listes de voisins

C’est la représentation la plus naturelle et la plus utilisée en pratique. Chaque sommet est une clé du dictionnaire ;
sa valeur est la liste de ses voisins.

1| # Graphe de l’exemple ci-dessus (non oriente)
2 graphe = {

3 7A7: [7B7’ 7C7],

4 7B7: [7A7’ 7D7, 7E7]’

5 Y0, [’A’, ’E’],

6 7D7: [7B7’ 7E7],

7 7E7: [7c7’ 7D7, 7B7]

s |}

9

10 print (graphe[’A’]) # [’B’, °C’] -- woisins de 4
11 print (len(graphe[’B’])) t 3 -- degre de B

Pour un graphe orienté, on n’ajoute la relation que dans un sens :

1 graphe_oriente = {

o 7A7: [7B7’ 7C7],
3 YB [7D7],

4 27628 [?D?],

5 ’D>: [1

6 ¥

17.2.2 Matrice d’adjacence

On numérote les sommets de 0 & n — 1. La matrice d’adjacence M est telle que M[i][j] = 1 ¢’il existe une aréte
entre 7 et j, 0 sinon.

1| # Graphe a 4 sommets : 0-1, 0-2, 1-3, 2-3
2 'n = 4

3 ' M = [[0]*n for _ in range(n)]

5 def ajoute_arete(M, i, j):

6 "rnpjoute l’arete {i, j} dans la matrice M (graphe mnon oriente)."""

7 MIi1[j] = 1

8 M[jI1[i] = 1

9

10 ajoute_arete(M, 0, 1)
11 ajoute_arete(M, 0, 2)
12  ajoute_arete(M, 1, 3)
13 ajoute_arete(M, 2, 3)
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# Voisins du sommet 0
voisins_0 = [j for j in range(n) if M[0][j]
print(voisins_0) # [1, 2]

1]

Comparaison des deux représentations :
Dict. de voisins Matrice d’adjacence

Espace mémoire O(|S| + 14|) EIR)
Test d’adjacence O(degreé) 0O(1)
Liste des voisins O(degre) O(]S))
Adapté pour graphes creux graphes denses

17.3 Parcours d’un graphe

Un parcours visite tous les sommets accessibles depuis un sommet de départ, sans en visiter deux fois. On

maintient une liste des sommets déja visités.

17.3.1 Parcours en largeur (BFS)

Le parcours en largeur (Breadth-First Search) visite d’abord les voisins immédiats, puis les voisins des voisins,
etc.

11 utilise une file (premier entré, premier sorti).

def bfs(graphe, depart):
"""Renvoie la liste des sommets wisites deputs depart en largeur d’abord. """
visites = [depart]
file = [depart]
while file:
sommet = file.pop (0)
for voisin in graphe[sommet]:
if voisin not in visites:
visites.append(voisin)
file.append(voisin)
return visites

print (bfs (graphe, ’A’)) # [°4°, °B’, °’C’, °’D’, ’E’]

Propriété clé : le BFS visite les sommets par ordre croissant de distance (en nombre d’arétes) depuis le sommet
de départ.

17.3.2 Parcours en profondeur (DFS)

Le parcours en profondeur (Depth-First Search) explore le plus loin possible avant de revenir en arriére. La
version récursive est naturelle.

1

2

11

def dfs(graphe, depart, visites=None):
"""Renvoie la liste des sommets wvisites deputrs depart en profondeur d’abord.
wn
if visites is Nomne:
visites = []
visites.append (depart)
for voisin in graphe[depart]:
if voisin not in visites:
dfs (graphe, voisin, visites)
return visites

print (dfs (graphe, ’A’)) # [°4°, °B°’, °’D°’, ’E’, ’C’] (ordre possible)
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Remarque : Pargument visites=None avec le test if visites is Nome: visites = [] est le schéma correct
pour un argument mutable par défaut dans une fonction récursive (cf. chapitre sur la mutabilité).

17.3.3 Connexité

On peut tester si un graphe est connexe : il suffit de lancer un parcours depuis n’importe quel sommet et de vérifier
que tous les sommets ont été visités.

1 def est_connexe(graphe):

2 """Renvoie True si le graphe est connexze. """

3 if len(graphe) == 0:

4 return True

5 depart = next(iter (graphe)) # premier sommet du dictionmnaire
6 visites = bfs(graphe, depart)

7 return len(visites) == len(graphe)

8

o print(est_connexe (graphe)) # True

17.4 Application : distance entre sommets

Le BFS permet de calculer la distance minimale (en nombre d’arétes) entre deux sommets :

1 def distance(graphe, depart, arrivee):
2 """Renvoie la distance (nb d’aretes) entre depart et arrivee, ou -1 s%
inaccessible. """

3 dist = {depart: 0}

4 file = [depart]

5 while file:

6 sommet = file.pop (0)

7 if sommet == arrivee:

8 return dist[sommet]

9 for voisin in graphe[sommet]:

10 if voisin not in dist:

11 dist[voisin] = dist[sommet] + 1
12 file.append(voisin)

13 return -1

14

15 print(distance (graphe, ’A’, ’E’)) # 2
16 print(distance (graphe, ’A’, ’D’)) # 2

17.5 Enumeération : exploration d’un arbre de recherche

17.5.1 Arbre de recherche

Nombreux problémes consistent & générer toutes les séquences vérifiant une propriété. Ces algorithmes ont
tous la méme structure : & chaque étape, on choisit un élément & ajouter & la séquence en cours. L’ensemble des
choix possibles forme un arbre de recherche.

Définition : Arbre de recherche

Un arbre de recherche est un arbre dont :
— la racine est la séquence vide [];

— chaque nceud & profondeur k représente une séquence partielle de longueur & ;
— les fils d’un neeud sont obtenus en ajoutant un élément valide ;

— les feuilles (profondeur p) sont les séquences complétes cherchées.

Exemple : arbre de recherche pour toutes les listes de 2 éléments dans {1, 2, 3}.
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1] (@) 3]

(@) (&) () (B0) (B2) (B9) (&1) (B (9)

17.5.2 Suites avec répétition

La fonction suivante génére toutes les suites de p entiers dans {1, ...,n} (chaque entier pouvant apparaitre plusieurs
fois). La version itérative construit 'arbre niveau par niveau (parcours en largeur) ; la version récursive ’explore
en profondeur.

1

# Version iterative (parcours en largeur de l’arbre)

def

suites(p, n):

"""Renvote la liste de toutes les suites de p entiers dans {1,...,n}."""
L = [[]]
for i in range(p):

S = [1

for x in L:
for k in range(l1, n + 1):
S.append(x + [k])
L =S8
return L

print (suites (2, 3)) # [[1,1],[1,2],[1,3],[2,1],[2,2],([2,3],[3,1],[3,2],[3,3]]
print (len(suites (3, 5))) # 125 (= 5°3)

ou encore avec des listes en compréhension

1

2

# Version iterative (parcours en largeur de l’arbre)

def

suites (p, n):
"""Renvoie la liste de toutes les suites de p entiers dans Al g ooonBe 0D
L = [[]]
for i in range(p):
L = [x + [k] for x in L for k in range(l, n + 1)]
return L

# Version recursive (parcours en profondeur de l’arbre)

def

suites(p, n):

"""Renvoie la liste de toutes les suites de p entiers dans Al o oo Blre DOW
if == 0:

return [[]]
return [x + [k] for x in suites(p - 1, n) for k in range(l, n + 1)]

Correspondance arbre / code :
Racine [] L = [[1] (initialisation)
Un niveau de ’arbre une itération de la boucle for i in range(p)
Fils d’un nceud boucle for k in range(1l, n+1)
Cas de base p =0 feuille atteinte, on renvoie [[]]

17.5.3 Elagage de I’arbre

On peut élaguer l'arbre de recherche en ajoutant une condition sur k. Seules les branches vérifiant la contrainte
sont développées.
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Listes (arrangements sans répétition)

1 def listes(p, n):

2 """Renvote la liste de toutes les listes de p entiers distincts dans {1,...,
nt."nn

3 L = [[]]

4 for i in range(p):

5 s = [1

6 for x in L:

7 for k in range(l, n + 1):

8 if k not in x: # elagage : k deja present -> branche

coupee

0 S.append(x + [k])

10 L =S8

11 return L

13 print (len(listes (2, 4))) # 12 (= 4 * 3)

Suites strictement croissantes (combinaisons)

1 def strict_croissantes(p, n):

2 """Renvoie la liste de toutes les suites strictement croissantes
3 de p entiers dans {1,...,n}."""

4 L = [[k] for k in range(l, n + 1)]

5 for i in range(p - 1):

6 L = [x + [k] for x in L for k in range(x[-1] + 1, n + 1)]

7 return L

o print(len(strict_croissantes (4, 30))) # 27405 (= C(30,4))

Remarque : les feuilles de cet arbre sont exactement les combinaisons de p éléments parmi n, et leur nombre est
(Z) On peut vérifier :

1 def parmi(p, n):

2 """Renvoie le mombre de combinaisons de p elements parmi n (C(n,p))."""
3 if not (0 <= p <= n):

4 return O

5 num, den = 1, 1

6 for i in range(p):

7 num, den = num * (n - i), den * (i + 1)

8 return num // den

10 print (parmi (4, 30)) # 27405

Anagrammes

La génération de tous les anagrammes d’un mot suit la méme structure : & chaque niveau, on choisit une lettre
non encore « épuisée » dans le mot.

1 def occurrences(c, mot):
2 """Renvoie le mombre d’occurrences de c dans mot."""
3 return sum(1 for t in mot if t == c)

5 def lettres_distinctes (mot):
6 "m"n"penyoie la liste des lettres distinctes de mot (sans doublon). """

7 s = [1

8 for t in mot:

9 if t not in S:
10 S.append (t)

11 return S

13 def anagrammes (mot) :
14 """Renvoie la liste de tous les anagrammes de mot."""
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15 L =[]

16 for in range(len(mot)):

17 s = []

18 for x in L:

19 for k in lettres_distinctes (mot):

20 if occurrences(k, x) < occurrences(k, mot): # lettre encore
disponible

21 S.append(x + k)

22 L =S

23 return L

24

25 print (len(anagrammes (’sarah’))) # 60

26  print (len(anagrammes (’thimothe’))) # 10080

Synthése — pattern général de I’énumération par arbre :
1| L= [[1] # racine sequence wide

2| for i in range(profondeur):
3 s =[]

4 for x in L:

5 for k in candidats:

6 if valide(x, k):

7 S.append(x + [k])
8 L =S

o | return L

# pour chaque noeud courant
# pour chaque fils possible
# elagage on ne suit que les branches walides

# feuilles = solutions
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% Ce chapitre est entiérement hors programme des concours.

18.1 Graphes pondérés

Un graphe pondéré associe un poids (distance, cotit, durée) a chaque aréte. On représente un tel graphe par
un dictionnaire dont les valeurs sont des listes de paires (voisin, poids) :

# Graphe pondere mnon oriente

1

2| # Chaque entree : sommet -> [(woisin, poids), ...]
3  graphe = {

4 A’ [(°B?, 4), (°Cc’, 2)],

5 ’B’: [(°A°, 4), (°c’, 1), (°D’, B)],

6 °c’: [(’A’, 2), (B’, 1), (’D’, 8), (’E’, 10)1],
7 'D’: [(’B’, 5), (°C’, 8), (’E’, 2)],

8 ’E’: [(°C?, 10), (°D’, 2)]

o |}

18.2 Algorithme de Dijkstra

18.2.1 Probléme du plus court chemin

Le probléme du plus court chemin consiste & trouver, dans un graphe pondéré a poids positifs, le chemin de
colit minimal entre un sommet source et tous les autres sommets.
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Propriété : Algorithme de Dijkstra

On maintient pour chaque sommet une distance provisoire dist [s], initialement +o0o sauf pour le sommet
de départ (distance 0). A chaque étape :

@ Choisir le sommet non encore traité de distance minimale.
@ Le marquer comme traité.
® Mettre a jour la distance de ses voisins : si passer par lui est plus court, on améliore.

L’algorithme se termine quand tous les sommets sont traités.

18.2.2 Implémentation

1 def dijkstra(graphe, depart):

2 """Renvoie un dictionnaire des distances minimales depuis depart.
3 graphe : dict {sommet: [(voisin, poids), ...J}

4 Les potds doivent etre postitifs ou nuls. """

5 dist = {s: float(’inf’) for s in graphel}

6 dist [depart] = 0
7 non_traites = list(graphe.keys())

9 while non_traites:

10 # Sommet mnon traite de distance minimale
11 u = min(non_traites, key=lambda s: dist[s])
12 if dist[u] == float(’inf’):

13 break

14 non_traites.remove (u)

15 for voisin, poids in graphe[u]:

16 nouvelle_dist = dist[u] + poids

17 if nouvelle_dist < dist[voisin]:

18 dist[voisin] = nouvelle_dist

19

20 return dist

22 print (dijkstra(graphe, ’A’))
23 | # {’47: 0, ’B’: 3, ’C’: 2, ’D’: 8, ’E’: 10}

float (?inf’) représente +oo en Python : toute valeur finie lui est inférieure.

18.2.3 Déroulement sur ’exemple

Départ : A. Distances initiales : A = 0, autres = +o0.
Etape Sommet traité dist[A] dist[B] dist[C] dist[D] dist[E]

0 — 0 00 00 00 00
1 A 0 4 2 0 0
2 C 0 3 2 10 12
3 B 0 3 2 8 12
4 D 0 3 2 8 10
5 E 0 3 2 8 10

Le chemin le plus court de A 4 E est A— C — B — D — E, de longueur 10.

Remarque : cette implémentation est en O(|S]?). En utilisant une file de priorité (heapq), on peut atteindre

O((IS] + |A]) log |S])-

18.2.4 Reconstruction du chemin

Pour retrouver le chemin optimal (et pas seulement sa longueur), on mémorise le prédécesseur de chaque sommet :
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1 def dijkstra_chemin(graphe, depart, arrivee):

2 """Renvoie (distance, chemin) du plus court chemin de depart a arrivee. """
3 dist = {s: float(’inf’) for s in graphel}

4 pred = {s: None for s in graphe}

5 dist [depart] = 0

6 non_traites = list(graphe.keys())

8 while non_traites:

9 u = min(non_traites, key=lambda s: dist[s])
10 if dist[u] == float(’inf’):

11 break

12 non_traites.remove (u)

13 for voisin, poids in graphe[u]:

14 if dist[u] + poids < dist[voisin]:
15 dist[voisin] = dist[u] + poids
16 pred[voisin] = u

17

18 # Reconstitution du chemin

19 chemin = []

20 s = arrivee

21 while s is not None:

22 chemin . append (s)

23 s = pred[s]

24 chemin.reverse ()

25 return dist[arrivee], chemin

26

27 'd, ¢ = dijkstra_chemin(graphe, ’A’, ’E’)

os | print(d, c) # 10 [’4’, °C’, ’B’, ’D’, ’E’]

18.3 Détection de cycles

Pour un graphe orienté, on détecte un cycle avec un DFS en distinguant trois états pour chaque sommet :
— non visité : pas encore atteint;
— en cours : dans la pile d’appels récursifs en cours;
— terminé : entiérement exploré.

Un cycle existe si et seulement si on rencontre un sommet en cours lors de ’exploration.

1 def a_cycle(graphe):

2 """Renvoie True si le graphe oriente contient un cycle."""
3 visites = []

4 en_cours = []

6 def explore (sommet):

7 en_cours.append (sommet)

8 for voisin in graphe[sommet]:
9 if voisin in en_cours:

10 return True

11 if voisin not in visites:
12 if explore(voisin):
13 return True

14 en_cours.remove (sommet)

15 visites.append (sommet)

16 return False

17

18 for sommet in graphe:

19 if sommet not in visites:

20 if explore(sommet):

21 return True

22 return False

{7A7: [7B7]’ 7B7: [7C7], 7c7: []}
{JA’: [7B7]’ 7B7: [7C7], 7c7: [JAJ]}

24 g_sans_cycle
25  g_avec_cycle
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26

27

print (a_cycle(g_sans_cycle)) # False
print (a_cycle(g_avec_cycle)) # True

% Complément — hors programme des concours
Arbre couvrant minimal — algorithme de Kruskal

Un arbre couvrant minimal d’un graphe connexe pondéré est un arbre qui relie tous les sommets
avec le colit total minimal. L’algorithme de Kruskal trie les arétes par poids croissant et les ajoute
une & une, en rejetant celles qui créeraient un cycle.

def kruskal (sommets, aretes):
"""Renvoie les aretes de l’arbre couvrant minimal.

aretes : liste de (poids, u, w)"""
aretes_triees = sorted(aretes)
parent = {s: s for s in sommets}

def trouve(s):
if parent[s] != s:
parent [s] = trouve(parent[s])
return parent [s]

def union(u, v):
parent [trouve(u)] = trouve (v)

acm = []
for poids, u, v in aretes_triees:
if trouve(u) != trouve(v):
union (u, v)
acm.append ((poids, u, v))
return acm

sommets = [’A’, °B’, °C’, °’D’, ’E’]

aretes = [(4,’A°,°B?),(2,’A°,°C?),(1,’B?,°C?),(5,’B?,’D?),
(8’7CJ’JD7)’(10,7c7’7E7),(2,)D7))E))]

print (kruskal (sommets, aretes))

# [(1,°’B’,’C’), (2,’4°,°C’), (2,°D’,’E’), (5,’B’,’D’)] -- cout total 10

La structure Union-Find (ou Disjoint Set Union) utilisée ici permet de tester efficacement si deux
sommets sont dans la méme composante connexe.
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Les méthodes numériques permettent d’obtenir des valeurs approchées de quantités qui n’ont pas d’expres-
sion analytique simple. Ce chapitre traite de l'intégration numeérique; la résolution approchée d’équations par

dichotomie a été vue au chapitre 10.

19.1 Intégration numérique

19.1.1 Principe

b
On cherche & approcher I = / f(z)dx lorsque f n’a pas de primitive explicite ou que l'on ne dispose que de
a

valeurs discrétes de f. L’idée est de découper [a, b] en n sous-intervalles de largeur h =

chaque sous-intervalle par une forme simple.

Les points de subdivision sont 2z = a+ kh pour k=0,1,...,n.

b—a

et d’approcher f sur
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19.1.2 Meéthode des rectangles

Py

Propriété : Méthode des rectangles

On approche f sur [z, xg4+1] par sa valeur en un point choisi :
n—1
Point gauche f(zy) Ry=nh Z f(zr)
k;O
Point droit fl@ps1) Ry = hz flxg)
T+ knz_ll h
. - k k+1 _
Point milieu f(Q) R, =nh Z f(xk + 2)
k=0
Y
N ¢
T
a T T2 T3 Ty b

Rectangles (point gauche), n =5

1 def integrale_rect_gauche(f, a, b, n):

2 """Approzimation de l’integrale de f sur [a,b] par n rectangles
gauche) . """

3 h=«(b -a) /n

4 somme = 0

5 for k in range(n):

6 somme = somme + f(a + k * h)

7 return h * somme

9 def integrale_rect_milieu(f, a, b, n):

10 """Approzimation de l’integrale de f sur [a,b] par m rectangles
milieu). """

11 h= (b -a)/n

12 somme = 0

13 for k in range(n):

14 somme = somme + f(a + (k + 0.5) * h)

15 return h * somme

17 def integrale_rect_droit(f, a, b, n):

18 "niApprozimation de l’integrale de f sur [a,b] par n rectangles
19 h= (b -a) /n

20 somme = O

21 for k in range(l, n + 1):

22 somme = somme + f(a + k * h)

23 return h * somme

1
Exemple : approximation de / e~ dz (pas de primitive élémentaire).
0

1 from math import exp
2

3 def f(x):

(point

(point

(point drott
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4

5

6

return exp (-x**2)

print (integrale_rect_milieu(f, 0, 1, 1000)) # 0.7468241...

19.1.3 Meéthode des trapézes

Propriété : Méthode des trapézes

On approche f sur [zy, xx+1] par le segment reliant (x, f(zx)) & (Tx+1, f(xk+1)). L'aire du trapéze vaut
h. f(@r) + f(@r41)

5 .
En sommant sur tous les sous-intervalles, on obtient :

S (f(a);rf(b) 5 f(wk)>

k=1

a I T2 I3 Ty b

Meéthode des trapézes, n =5

def integrale_trapezes(f, a, b, n):
"t pprozimation de l’integrale de f sur [a,b] par la methode des trapezes.
h= (b -a) /n
somme = (f(a) + f(b)) / 2
for k in range(1l, n):
somme = somme + f(a + k * h)
return h * somme

print (integrale_trapezes(f, 0, 1, 1000)) # 0.7468241...

19.1.4 Erreur et convergence

Meéthode Erreur (n sous-intervalles) Ordre
1
Rectangles gauche/droit (0] () 1
n
1
Rectangles milieu O\ = 2
n
1
Trapézes O pm 2
n

Doubler n divise erreur par 2 (ordre 1) ou par 4 (ordre 2). En pratique, la méthode des trapézes est
préférable aux rectangles gauche/droit.
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1
1
Vérification sur / 22dx = 3 :
0

1 | def g(x):
2 return x**2

4 for m in [10, 100, 1000]:

5 rg = integrale_rect_gauche(g, 0, 1, n)

6 tr = integrale_trapezes(g, 0, 1, n)

7 print (£f"n={n:5d} rect_gauche={rg:.6f} trapezes={tr:.6f}")

# n= 10 rect_gauche=0.285000 trapezes=0.335000
10 # n= 100 rect_gauche=0.328500 trapezes=0.333350
# n= 1000 rect_gauche=0.332850 trapezes=0.333334

11

19.2 Intégration & partir de données discrétes

En pratique (expériences, mesures biologiques), on ne dispose pas de la fonction f mais d’un tableau de valeurs
(x;,9;). La méthode des trapézes s’adapte directement :

1 def integrale_trapezes_discret(X, Y):
2 " ppprozimation de l’integrale a partir de points (X[<], Y[i]).
3 X doit etre trie par ordre croissant."""

4 somme = 0

5 for i in range(len(X) - 1):

6 somme = somme + (X[i+1] - X[i]) =* (Y[il + Y[i+1]) / 2
7 return somme

8

o | # Exzemple : absorbance mesuree a differentes longueurs d’onde

10 longueurs = [400, 420, 450, 500, 550, 600]
11 absorbances = [0.1, 0.3, 0.8, 1.2, 0.6, 0.2]

13 print(integrale_trapezes_discret (longueurs, absorbances)) # 92.5

Remarque : cette version fonctionne méme si les x; ne sont pas réguliérement espacés.

19.3 Méthode de Newton

19.3.1 Principe

La méthode de Newton (ou méthode de Newton-Raphson) est une autre méthode pour résoudre f(z) = 0
lorsque f est dérivable. Elle est en général beaucoup plus rapide que la dichotomie.

Propriété : Méthode de Newton

On part d’une valeur initiale ug proche de la racine. A chaque étape, on remplace f par sa tangente en
Uy et on prend son zéro comme nouvelle approximation :

Un+1 = Un — f’(U )
n

On s’arréte lorsque | f(uy,)| < €.

Interprétation géométrique : la tangente a la courbe de f en (uy,, f(uy,)) coupe 'axe des abscisses en 1.
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Cy tangente

SL____ =
S

xT
—— 7
racine
19.3.2 Implémentation
1 def newton(f, fprime, u0, eps, n_max=100):
2 """Renvoie une valeur approchee d’un zero de f par la methode de Newton.
3 f : fonction dont on cherche wun zero
4 fprime : derivee de f
5 u0 : valeur initiale (doit etre proche de la racine)
6 eps : precision souhaitee (arret quand [f(u)/ < eps)
7 n_max : nmombre maxzimal d’iterations (securite contre la divergence)”””
8 u = uo
9 for _ in range(n_max):
10 if abs(f(u)) < eps:
11 return u
12 u=u - f(u) / fprime(u)
13 return u # renvoie la metlleure approximation apres n_max iterations

Exemple : /2, racine de f(z) = 2% — 2, f'(z) = 2z.

1 def f(x):
2 return x*x*2 - 2

1 def fprime(x):
5 return 2 * x

7 print(newton(f, fprime, 2.0, 1e-10)) # 1.4142135623730951

19.3.3 Convergence

la dichotomie.

Dichotomie Newton
Conditions fla)- f(b) <0 f'(uo) # 0, ug proche de la racine
Convergence linéaire : ~ log, — itérations quadratique : trés rapide
Robustesse toujours converge peut diverger si ug mal choisi
Dérivée requise non i

La convergence quadratique signifie que le nombre de décimales correctes double & chaque itération.
En pratique, 10 itérations de Newton donnent souvent une précision de 107! contre 60 itérations pour

Comparaison sur f(z) = 2% — 2, ug = 2, précision 1071 :

1| # Newton : affichage des iterees

2 u = 2.0

3 for k in range (5):

1 u=u - f(u) / fprime (u)

5 print (£"k={k} wu={u:.15f} [f(uw) |={abs(f(u))

7 # k=0 w=1.500000000000000 [f(u)/=2.50e-01
s # k=1 wu=1./16666666666667 |f(u)/=6.94{e-03

t.2e}")
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o | # k=2 w=1.414215686274510 [f(u)/[=6.01e-06
w | # k=3 w=1.414213562374690 [f(u)/=4.51e-12
| # k=4 w=1.414213562373095 [f(u)[=0.00e+00

19.4 Méthode d’Euler

19.4.1 Equations différentielles du premier ordre

On cherche a résoudre numériquement une équation différentielle de la forme :

y'(t) = ft, y(t),  y(to) =vo

ou f est une fonction donnée et yg la condition initiale. Sauf cas particuliers, y n’a pas d’expression analytique
simple.

Propriété : Méthode d’Euler explicite

— 1

On subdivise [tg, 7] en n pas de taille h = , et on pose t =ty + k h.

y(tet1) — y(te)

W , on obtient le schéma d’Euler :

En approchant y'(tx) par

Yk+1 = Yk + h f(tr, yr)

Géométriquement : & chaque pas, on suit la tangente a la courbe solution pendant une durée h.

19.4.2 Implémentation

1 | def euler(f, tO0, yO, T, n):
"""Resolution approchee de y’ = f(t, y), y(t0) = y0, par la methode d’Euler.

3 Renvoie deux listes (temps, waleurs) sur [t0O, T] avec n pas."""
4 h = (T - t0) / n

5 t = to0

6 y = yo

7 temps = [t]

8 valeurs = [yl

9 for k in range(n):

10 y =y + h *x £(t, y)
11 t =t +h

12 temps .append (t)

13 valeurs.append (y)
14 return temps, valeurs

19.4.3 Exemples

Décroissance exponentielle : y' = —y, y(0) =1

La solution exacte est y(t) = e~

1 from math import exp

3 def f(t, y):

4 return -y

¢ temps, valeurs = euler(f, 0, 1, 3, 100)

7

s | # Comparaison avec la solution exzacte en t = 3

o print(valeurs[-1]) # 0.0476. .. (Euler, n=100)

10 print (exp(-3)) # 0.0498... -- wvaleur ezacte
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12 | # Avec plus de pas
13 temps, valeurs = euler(f, 0, 1, 3, 1000)
14 print(valeurs[-1]) # 0.0496. .. (encore plus proche)

Croissance logistique : 3’ = ry(l - %)

Ce modele (équation de Verhulst) décrit une population limitée par la capacité d’accueil K.

1  import matplotlib.pyplot as plt

s 'r = 0.5 # tauz de croissance
4+ K = 1000 # capacite d’accueil

6 def f_logistique(t, y):
7 return r x y * (1 - y / K)

9  temps, valeurs = euler(f_logistique, O, 10, 30, 500)

11 plt.plot(temps, valeurs)

12 plt.xlabel ("Temps")

13 | plt.ylabel ("Population")

14 |plt.title("Croissance logistique")
15 plt.show ()

19.4.4 Précision et pas de temps

La méthode d’Euler est d’ordre 1 : 'erreur globale est en O(h). Diviser h par 2 (doubler n) divise 'erreur
par 2.

Parameétre Effet sur la précision

h petit (grand n)  meilleure approximation, mais plus de calculs

h grand (petit n) rapide, mais peut diverger ou étre trés imprécis

Remarque : pour certaines équations dites raides, un pas h trop grand rend la méthode d’Euler instable.
Des méthodes d’ordre supérieur (Runge-Kutta) sont alors préférables.
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% Complément — hors programme des concours
Utiliser scipy.integrate.odeint

Le module scipy.integrate fournit la fonction odeint, bien plus précise que la méthode d’Euler
(elle utilise un algorithme d’ordre élevé a pas adaptatif). On ne cherche pas & comprendre la méthode
utilisée, mais & savoir 'appeler.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import scipy.integrate as si

Convention importante : odeint attend une fonction F(y, t) (y avant t, contrairement a notre
fonction euler). Equation scalaire : ¢ = f(y,t), y(to) = vo

# Ezemple : y’ = 2%y + t, wy(0) =1, sur [0, 2]
def F(y, t):
return 2*y + t

t = np.linspace (0, 2, 1000) # tableau des instants
y = si.odeint(F, [1], t) # yl[k] contient la solution en t[k]

plt.plot(t, y)
plt.xlabel ("t")
plt.ylabel ("y")
plt.show ()

odeint renvoie un tableau numpy de forme (n, 1) pour une équation scalaire. Pour tracer, on peut
utiliser y directement. Systéme d’équations : X'(t) = F(X(¢),t) avec X = (z,y)

# Modele de Lotka-Volterra (protes =, predateurs y)
# x’ = (a - b*y)*z
# y’ = -(c - d*z)*y
def F(Y, t):
a, b, c, d =0.8, 0.4, 0.9, 0.1
x Y [0]
y Y [1]
return [(a - bxy)*x, -(c - d*xx)*y]

t = np.linspace (0, 30, 2000)
Y = si.odeint(F, [5, 3], t) # Y[k] = [z_k, y_k]

x = Y[:, 0] # composante z pour tous les instants
y = Y[:, 1] # composante y pour tous les instants

plt.plot(t, x, label="proies")
plt.plot(t, y, label="predateurs")
plt.legend ()

plt.show ()

Equation d’ordre 2 : on réduit a un systéme en posant v = y/'.

# Pendule : theta’’ + w0"2 * sin(theta) = 0
# Systeme : Y = [theta, v] avec theta’ = v, v’ = -w0"2 * sin(theta)
def F(Y, t):

theta = Y[O]

v = Y[1]

w0 = 2 * np.pi

return [v, -wO**2 * np.sin(theta)]

t = np.linspace(0, 5, 1000)

Y = si.odeint(F, [0.3, 0], t) # theta (0) = 0.3 rad, theta’(0) = 0
plt.plot(t, Y[:, 0])

plt.xlabel ("t")

plt.ylabel ("theta")

plt.show ()
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AW N =

% Complément — hors programme des concours
Meéthode de Simpson

La méthode de Simpson approche f sur chaque paire de sous-intervalles [xof, Tak42] par une para-
bole passant par les trois points (zag, f(z2x)), (X2r+1, f(@2k+1))s (Tart2, f(Z2x+2)). Elle nécessite un
nombre pair de sous-intervalles.

s=2{i@+fm+a 3 fe+2z Y )

3
k impair k pair, 0<k<n

def integrale_simpson(f, a, b, n):
"t pprozimation de l’integrale de f sur [a,b] par la methode de Simpson.
n doit etre pair."""
h=«(b -a) /n
somme = f(a) + f(b)
for k in range(l, n):

if k¥ % 2 == 1:

somme = somme + 4 * f(a + k * h)
else:

somme = somme + 2 * f(a + k * h)

return (h / 3) * somme

1
La méthode de Simpson est d’ordre 4 : son erreur est en O <4>. Elle est nettement plus précise que
n

les méthodes des rectangles et des trapézes pour un méme nombre de points.
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Ce chapitre regroupe les outils Python liés aux probabilités et aux statistiques :

grandeurs par simulation, décrire une série statistique, et ajuster un modéle par régression.

20.1 Simuler des lois de probabilité

20.1.1 Rappel : fonctions du module random

Les fonctions de base du module random (vues au chapitre 8) permettent de simuler les lois usuelles :

random.random() loi uniforme sur [0, 1]
random.uniform(a, b) loi uniforme sur [a,d]
random.randint(a, b) entier aléatoire dans [a, b]
random. choice (L) élément aléatoire de L
random.shuffle (L) meélange L en place
random.sample(L, n)  tirage sans remise de n éléments

simuler des lois, estimer des
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20.1.2 Simuler une loi discréte quelconque

Pour simuler une loi donnée par un tableau de valeurs et de probabilités, on utilise la méthode des probabilités

cumulées : on tire U ~ % (]0, 1]) et on renvoie la valeur z; telle que F(z;—1) < U < F(x;).

1  import random

3 def simulation(valeurs, probabilites):

4 ""rSimule la loi qui a wvaleurs[i] associe probabilites/[i].
5 La somme des probabilites doit etre egale a 1."""

6 r = random.random ()

7 cumul = 0

8 for i in range(len(valeurs)):

9 cumul = cumul + probabilites[il]

10 if r < cumul:

11 return valeurs[i]

12 return valeurs[-1] # cas limite numerique

14 # Exzemple : X waut 1 avec p=0.3, 2 avec p=0.5, 3 avec p=0.2
15 valeurs = [1, 2, 3]

16 proba = [0.3, 0.5, 0.2]

17 print(simulation(valeurs, proba))

20.1.3 Simuler une loi a densité

Propriété : Méthode de la fonction de répartition inverse

Soit X une variable aléatoire & densité, de fonction de répartition F' strictement croissante. Si U ~
% (]0,1[), alors F~1(U) suit la méme loi que X.

Application : loi exponentielle &()\) dont la CDF est F(z) =1 — e 7.
1
On résout F(z) =U :z = 3 In(1-U).

1 | from math import log
2 import random

1 def simul_expo (lam):
5 nrnSimule la realisation d’une loi ezponentielle E(lam)."""

6 u = random.random ()
7 return -log(l - u) / lam

o | # Estimation de l’esperance (dott etre proche de 1/lam)
10 N = 100000

11 moyenne = sum(simul_expo(2) for _ in range(N)) / N

12  print (moyenne) # 70.5 (esperance de E(2) est 1/2)

20.2 Modéles d’urnes

Les modéles d’urnes sont des expériences aléatoires fondamentales en probabilités : on tire successivement des

boules dans une urne, selon des régles variées.

20.2.1 Tirages avec et sans remise

On tire un indice aléatoire avec int(rd.random() * len(urne)) pour obtenir une boule. Pour le tirage
remise, on travaille sur une copie de I'urne dont on retire chaque boule tirée.

1  import random as rd

2

3 def tirage_avec_remise (urne, n):

4 """Renvoie une liste de m tirages successifs avec remise dans urne. """

sans
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5 resultats = []

6 for _ in range(mn):

7 i = int(rd.random() * len(urne))
8 resultats.append (urne[i])

9 return resultats

11 def tirage_sans_remise(urne, n):

12 """RBenvoie une liste de m tirages successifs sans remise dans urne. """
13 copie = list (urne)

14 resultats = []

15 for _ in range(mn):

16 i = int(rd.random() * len(copie))

17 resultats.append(copie.pop(i))

18 return resultats

19

20 lurne = ["rouge"]*5 + ["verte"]*10

21 print(tirage_avec_remise (urne, 3)) # ex. [’verte’, ’rouge’, ’wverte’]
22 print(tirage_sans_remise (urne, 3)) # 3 boules distinctes

20.2.2 Tirage jusqu’a l’obtention d’une valeur

1 def tirage_jusque (urne, a):

2 """Repete des tirages avec remise jusqu’a obtenir a.
3 Renvoie la liste de tous les tirages effectues. """

4 resultats = []

5 tirage = None

6 while tirage != a:

7 i = int(rd.random() * len(urne))

8 tirage = urne[i]

9 resultats.append(tirage)

10 return resultats

11

12 urne = list(range(1l, 7)) # les 6 faces d’un de

13 tirages = tirage_jusque (urne, 6)

14 | print (£"Nombre de lancers avant le premier 6 : {len(tirages)}")

On peut estimer Pespérance du nombre de tirages par simulation :

1 N = 100000
> moyenne_attente = sum(len(tirage_jusque (urne, 6)) for _ in range(N)) / N
3 print(moyenne_attente) # 6.0 (esperance theorique : 1/p = 6)

20.2.3 Urne avec régle de remplacement

Certains modéles d’urnes ont une composition qui évolue au fil des tirages. On les simule en modifiant la liste urne
a chaque tirage.

Exemple : une urne contient 7 boules vertes et 5 boules rouges. A chaque tirage :

— si on obtient une boule verte, on la remet dans 1'urne;

— si on obtient une boule rouge, on remet deux boules rouges dans 1'urne.

1 def experience_urne_polya(nb_tirages):
2 """Simule nb_tirages dans l’urne avec regle de remplacement.

3 Renvoie la liste des boules tirees. """
4 urne = ["verte"]*7 + ["rouge"]*5

5 resultats = []

6 for _ in range(nb_tirages):

7 i = int(rd.random() * len(urne))

8 boule = urnel[i]

9 resultats.append(boule)

10 if boule == "rouge":
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11 urne.append ("rouge") # on ajoute une rTouge supplementairTe
12 return resultats

14 | # Estimation des probabilites demandees
15 N = 100000

16 tirages = [experience_urne_polya(4) for _ in range(N)]

17

18 p_toutes_rouges = sum(l for t in tirages if all(b == "rouge" for b in t)) / N
19 p_toutes_vertes = sum(l for t in tirages if all(b == "verte" for b in t)) / N
20 p_plus_rouges = sum(1 for t in tirages

21 if t.count("rouge") > t.count("verte")) / N

23 | print (£"P(toutes rouges) ~ {p_toutes_rouges:.4f}")
24 | print (£"P(toutes vertes) ~ {p_toutes_vertes:.4f}")
25 | print (£"P(plus rouges) ~ {p_plus_rouges:.4f}")

20.2.4 Fabrication d’une permutation aléatoire

Une permutation aléatoire est un mélange uniforme de la liste initiale : chaque arrangement est équiprobable.
L’algorithme de Fisher-Yates le réalise en un seul parcours de la liste : a I’étape ¢ (de la fin vers le début), on
échange ’élément d’indice ¢ avec un élément d’indice j choisi aléatoirement dans {0, 1,...,}.

1 def permutation_aleatoire(L):

2 """Renvotie une copie de L melangee aleatoirement (Fisher-Yates)."""
3 P =S llst(L)

4 n = len(p)

5 for i in range(n - 1, 0, -1):

6 j = int(rd.random() * (i + 1)) # j dans {0, 1, ..., 3}

7 plil, p[jl = pl[jl, plil

s return p

10 print(permutation_aleatoire([1, 2, 3, 4, 5]))
| # ex. [3, 1, 5, 2, 4]

Application : simuler un tirage sans remise revient a prendre les n premiers éléments d’une permutation aléatoire
de 'urne.

1 def tirage_sans_remise_v2(urne, n):

2 """Autre implementation du tirage sans rTemise via permutation. """
3 P = permutation_aleatoire (urne)
4 return pl:n]

20.3 Estimer par simulation

20.3.1 Loi des grands nombres

Propriété : Loi des grands nombres

Lorsqu’on répéte un grand nombre de fois une expérience aléatoire :
e les fréquences de réalisation des événements convergent vers leurs probabilités;
e la moyenne des réalisations d’une variable aléatoire converge vers son espérance.

C’est la base de toute estimation par simulation.

Remarque : cette approche — répéter un grand nombre de fois une expérience aléatoire pour estimer une
probabilité ou une espérance — est connue sous le nom de méthode de Monte-Carlo. En physique, elle est
utilisée notamment pour évaluer les incertitudes de type A.
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20.3.2 Estimer une probabilité

1 | import random

3 def estime_proba(experience, N):

4 """Estime par simulation la probabilite que ezperience() renvote True. """
5 succes = 0

6 for _ in range(N):

7 if experience():

8 succes = succes + 1

9 return succes / N

10

11| # Exzemple : probabilite d’obtenir deux rouges en tirant 2 boules

12 | # dans une urne de 5 rouges et 10 vertes (avec remise)

13 def experience():

14 urne = ["rouge"]*5 + ["verte"]*10

15 return random.choice(urne) == "rouge" and random.choice(urne) == "rouge"

17 print (estime_proba (experience, 100000)) # 70.111 (theorique : (5/15)°2)

20.3.3 Estimer une espérance et la loi empirique

1 def estime_esperance(simul_X, N):
2 """Estime l’esperance de X par la moyenne de N simulations."""
3 return sum(simul_X() for in range(N)) / N

5 def affiche_loi_empirique(simul_X, N):

6 """Affiche la frequence empirique de chaque wvaleur sur N simulations."""
7 resultats = [simul_X() for _ in range(N)]

8 # Valeurs distinctes (sans dictionnaire)

9 valeurs = []

10 for v in resultats:

11 if v not in valeurs:

12 valeurs.append (v)

13 valeurs.sort ()

14 for v in valeurs:

15 print (£"P(X={v}) ~ {resultats.count(v) / N:.4f}")

16

17 | # Exzemple : X = nmombre de 6 en 10 lancers de de

18 def simul_X():

19 return sum(l for _ in range(10) if random.randint(1l, 6) == 6)

21 print(estime_esperance(simul_X, 100000)) # "1.667 (theorique : 10/6)
22 | affiche_loi_empirique(simul_X, 10000)

% Complément — hors programme des concours

Avec un dictionnaire (chapitre 14), on peut renvoyer directement la loi empirique sous forme de tableau
de fréquences :

1 |def loi_empirique(simul_X, N):

2 """Renvoie le dictionnaire {valeur: frequence} sur N simulations."""
3 freq = {}

4 for _ in range(N):

5 v = simul_X()

6 freql[v] = freq.get(v, 0) + 1

7 return {v: freqlv] / N for v in freql}
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20.4 Statistiques descriptives
20.4.1 Indicateurs numériques

1 def moyenne (L) :
2 """Renvoie la moyenne de la liste L."""
3 return sum(L) / len(L)

5 def variance(L):

6 """Renvoie la wvariance de la liste L."""

7 m = moyenne (L)

8 return sum((x - m)**2 for x in L) / len(L)

10 def ecart_type(L):
11 """Renvoie l’ecart-type de la liste L."""

12 return variance (L) **0.5

14 | # Ezemple : serie de 10000 simulations de la lot N(0,1) via numpy

15 | # np.random.normal(mu, sigma, n) renvoie un tableau de n wvaleurs N(mu,

16  import numpy as np

17 L = list(np.random.normal (0, 1, 10000))

18 | print (£"Moyenne : {moyenne(L):.4£f}") # 70
19 | print (f"Ecart-type: {ecart_type(L):.4f}") # ~1

20.4.2 Meédiane et quartiles

sigma)

La meédiane est la valeur qui partage la série en deux moitiés égales. Les quartiles @)1, Q2 (médiane) et Q3

partagent la série en quatre quarts.

1 def mediane (L):
2 """Renvoie la mediane de la liste L."""

3 L_tri = sorted (L)

4 n = len(L_tri)

5 if n % 2 == 1:

6 return L_triln // 2]

7 return (L_tri[n // 2 - 1] + L_triln // 2]) / 2

o def quartiles(L):

10 "n"ipenvoie (Q1, g2, §3) de la liste L."""
11 L_tri = sorted (L)

12 n = len(L_tri)

13 Q2 = mediane(L_tri)

14 Q1 = mediane(L_tril[:n // 2])

15 Q3 = mediane(L_tril[(mn + 1) // 2:1)

16 return Q1, Q2, Q3

18 import numpy as np

19 L = list(np.random.normal (0, 1, 1000))

20 | print (f"Mediane : {mediane(L):.3f}")

21 Q1, Q2, Q3 = quartiles(L)

22 | print (£"Q1={Q1:.3f} Q2={Q2:.3f} Q3={Q3:.3f}")

20.4.3 Histogramme

Un histogramme représente la distribution des données en regroupant les valeurs par intervalles (classes). On

utilise plt.hist :

1 import matplotlib.pyplot as plt

3| # Histogramme d’une serie de donnees

4+ plt.hist(L, bins=30, edgecolor="black")
5 plt.xlabel("Valeurs")

6 plt.ylabel("Effectifs")
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7| plt.title("Histogramme")
s  plt.show()

10 # Avec density=True, l’aire totale waut 1 (histogramme de densite)

11 plt.hist(L, bins=30, density=True, edgecolor="black")
12 | plt.show ()

20.4.4 Courbe des fréquences cumulées

La courbe des fréquences cumulées (ou fonction de répartition empirique) trace, pour chaque valeur x, la
proportion de données inférieures ou égales a x.

1 import matplotlib.pyplot as plt

3 def trace_freq_cumulees (L, titre=""):

4 """Trace la courbe des frequences cumulees de la liste L."""
5 L_tri = sorted (L)

6 n = len(L_tri)

7 freq_cum = [(i + 1) / n for i in range(n)]
8 plt.plot(L_tri, freq_cum)

9 plt.xlabel("Valeurs")

10 plt.ylabel ("Frequences cumulees")

11 plt.title(titre)

12 plt.grid ()

13 plt.show ()

15 trace_freq_cumulees (L, "Loi N(O,1)")

20.4.5 Intervalle empirique a 95 %

Propriété : Intervalle [z £ 2s]

Pour une série statistique de moyenne Z et d’écart-type s, intervalle [Z — 2s, T + 25| contient en général
autour de 95 % des données (exact pour la loi normale, approximatif pour d’autres lois).

1 def proportion_dans_intervalle(L, a, b):
2 """Renvote la proportion d’elements de L dans [a, b]."""
3 return sum (1 for x in L if a <= x <= b) / len(L)

5 m = moyenne (L)
6 s = ecart_type (L)
7 p = proportion_dans_intervalle(L, m - 2%s, m + 2%s)

s |print (f"Proportion dans [m-2s, m+2s] : {p:.3f}") # 70.954

20.5 Régression linéaire

20.5.1 Droite des moindres carrés

n
On dispose de n points (z;,y;) et on cherche la droite y = ax + b qui minimise Z(yz —az; — b)%
i=1
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Propriété : Coefficients de la droite de régression

Remarque : Vous trouverez plusieurs démonstrations dans le cours de mathématiques.

Les coefficients optimaux sont :

Ty —xy cov(X,Y)
a = — =
22 — 2 var(X)

1 1 = 1
D@ ==y T = — Ly, 22 = ~ 3 af.

o1
ouzr=—
n

def regression_lineaire(X, Y):

"""Renvoie (a, b) de la droite de regression y = a*xz + b."""
n = len(X)

moy_x = sum(X) / n

moy_y = sum(Y) / n

moy_xy = sum(X[i]*Y[i] for i in range(n)) / n

moy_x2 = sum(X[i]**2 for i in range(n)) / n

a = (moy_xy - moy_x * moy_y) / (moy_x2 - moy_xx*%2)

b = moy_y - a * moy_x

return a, b

X = [2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20]

Y [8, 13, 20, 27, 32, 38, 44, 50, 56, 62]

a, b = regression_lineaire (X, Y)

print(f"y = {a:.3f} x + {b:.3f}") #y = 3.012 ¢ + 1.867

20.5.2 Avec NumPy

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X = np.array([2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20], dtype=float)
Y = np.array([8, 13, 20, 27, 32, 38, 44, 50, 56, 62], dtype=float)

# np.polyfit(X, Y, 1) renvoie [a, b] pour y = a*z + b
coeffs = np.polyfit(X, Y, 1)

a, b = coeffs[0], coeffs[1]

print(f"y = {a:.3f} x + {b:.3f}")

# Trace

plt.plot(X, Y, "o", label="donnees")

plt.plot (X, a*xX + b, label=f"y = {a:.2f}x + {b:.2f}")
plt.legend ()

plt.show ()
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% Complément — hors programme des concours

Illustration du théoréme central limite

Soit (Xj)k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi, d’espérance et de variance

o?. La moyenne empirique M,, = % > or_q X, veérifie :
M,—p <«
/i e

On illustre ce résultat par simulation : pour différentes valeurs de n, on calcule un grand nombre de
réalisations de M, et on trace I'histogramme normalisé.

A(0,1)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.stats import norm

def simul_X():
return np.random.randint (0, 3) # loi U({0,1,2})

mu
sigma

1.0 # esperance de U({0,1,2})
(2/3)*%x0.5 # ecart-type

for n in [1, 5, 30]:
Mn = [sum(simul_X() for _ in range(n)) / n for _ in range (5000)]
Zn = [(m - mu) / (sigma / n**0.5) for m in Mnl] # mormalisation
plt.figure ()
plt .hist(Zn, bins=40, density=True, label=f"n={nl}")
t = np.linspace(-4, 4, 200)
plt.plot(t, norm.pdf(t), "r-", label="N(0,1)")
plt.legend ()
plt.title(f"Distribution de la moyenne normalisee (n={n})")
plt.show ()

Pour n = 1 la distribution est uniforme, pour n = 30 elle est déja trés proche de la gaussienne —
quelle que soit la loi de départ.
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Intervalles de fluctuation et tests
statistiques

Plan du chapitre
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Ce chapitre présente les outils permettant de prendre des décisions statistiques & partir d’observations : intervalles
de fluctuation, intervalles de confiance, et tests de conformité d’une proportion. Ces notions sont illustrées par
simulation Python, en lien direct avec le chapitre précédent.

21.1 Intervalle de fluctuation d’une fréquence

21.1.1 Fréquence observée et fluctuation

Lorsqu’on répéte n fois une épreuve de Bernoulli de paramétre p (probabilité de succes), le nombre de succés X
suit une loi binomiale #(n, p). La fréquence observée f, = X/n est une variable aléatoire qui fluctue autour de

p-

Propriété : Intervalle de fluctuation a 95 %

Soit f, la fréquence de succés obtenue en répétant n fois une épreuve de Bernoulli de paramétre p. Pour
n = 30 et 0,05 < p <0,95:

1
P(l1f,—pl < —=) ~095
(192 =51 < =)

1
L’intervalle |p — —, p+ ] est I'intervalle de fluctuation de f,, au niveau 95 %.

VD
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21.1.2 Vérification par simulation

On simule N expériences de n épreuves de Bernoulli et on vérifie que f,, tombe dans l'intervalle de fluctuation

dans ~ 95 % des cas :

import random
from math import sqrt

def simule_fn(n, p):
"""Renvoie la frequence de succes sur n tirages de Bernoulls (p). """
succes = sum(1l for in range(n) if random.random() < p)

return succes / n

def verifie_fluctuation(n, p, N):
"""Estime la probabilite que fn soit dans l’intervalle de fluctuation.
borne = 1 / sqrt(n)

"

dans_intervalle = 0
for _ in range(N):
fn = simule_fn(n, p)

if abs(fn - p) <= borne:
dans_intervalle += 1
return dans_intervalle / N

, 100000)) # 70.95

print (verifie_fluctuation (100, 5
3, 100000)) # 70.95

0.
print (verifie_fluctuation (400, O.

Largeur de l’intervalle : . Elle diminue quand n augmente : plus on observe, plus la fréquence est

Sl

concentrée autour de p.
n 25 100 400 1600

Largeur 2/y/n 0,40 0,20 0,10 0,05
Pour diviser la largeur par 2, il faut multiplier n par 4.

21.2 Intervalle de confiance pour une proportion

21.2.1 Probléme inverse

En pratique, p est inconnu : on observe f,, et on cherche a encadrer p. On résout le probléme a ’envers.

Propriété : Intervalle de confiance a 95 %

A partir d’une fréquence observée f,, sur n observations, on construit 'intervalle de confiance au
niveau 95 % pour p :

1 1
:757 ﬁz+’;ﬁ§

Cet intervalle contient la vraie valeur p dans environ 95 % des expériences possibles.

L:: .ﬁl_

Interprétation correcte : ce n’est pas p qui est aléatoire, c’est l'intervalle I, (qui dépend de f,).
Affirmer que I.. contient p & 95 % signifie que, si on répétait I’expérience un grand nombre de fois, 95 %
des intervalles ainsi construits contiendraient p.
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21.2.2 Implémentation

1

def intervalle_confiance(fn, n):

"""Renvoie (borne_inf, borme_sup) de 1’IC a 95/ pour une proportion p.

fn : frequence observee / n : nombre d’observations”"""”
borne = 1 / sqrt(n)
return fn - borne, fn + borne

# Exzemple : sur 200 individus, 94 presentent un caractere

n = 200

fn = 94 / 200

ic = intervalle_confiance (fn, n)

print (f"Frequence observee : {fn:.3f}")
print (£"IC a 95% : [{ic[0]:.3f}, {ic[1]
# Frequence observee : 0.470

# IC a 957 : [0.400, 0.541]

21.2.3 Vérification par simulation

def verifie_confiance(n, p, N):

"""Estime la probabilite que 1l’IC construite contienne p.

L 3f31 M)

contient_p = 0
borne = 1 / sqrt(n)
for _ in range(N):
fn = simule_fn(n, p)
if fn - borne <= p <= fn + borne:

contient_p += 1
return contient_p / N

print (verifie_confiance (100,

0.4
print(verifie_confiance (400, 0.7

, 100000)) #
, 100000)) #

“0.95
"0.95

21.3 Test de conformité d’une proportion

21.3.1 Cadre du test

Un test de conformité permet de décider, a partir de données observées, si une valeur théorique pg est compatible
avec les observations.

Définition : Hypothéses et régle de décision

Hypothése nulle H, p=po (valeur théorique a tester)

Hypothése alternative H; p#py (test bilatéral)

Reégle de décision au niveau 5 % : on rejette Hy si f,, est hors de I'intervalle de fluctuation de py :

ﬁ1¢ Po —

1
%, p0+%

1

Propriété : Risque de premiére espéce

Le risque de premiére espéce « est la probabilité de rejeter Hy alors qu’elle est vraie :

azP(fn¢ [po—\/lﬁ, po-l—\/lﬁ] ‘p:p0>%5%

On dit que le test est au niveau 5 %. C’est une erreur inévitable : on accepte de se tromper une fois sur

vingt.
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21.3.2 Implémentation

1 def test_conformite(fn, n, p0):

2 """Teste HO : p = p0 au niveau 5/.

3 Renvoie True si on rejette HO, False sinon."""

4 borne = 1 / sqrt(mn)

5 return abs(fn - pO0) > bormne

6

7| # Ezemple : 63 succes sur 100 epreuves -- la proportion wvaut-elle 0.5 ?
s 'n = 100

o fn = 63 / 100

o p0 = 0.5

11 if test_conformite(fn, n, pO0):

12 print ("On rejette HO : la proportion semble differente de 0.5")
13 | else:

14 print ("On ne rejette pas HO")

15| # -> 0On rejette HO (0.63 est hors de [0.40, 0.60])

21.3.3 Simulation du risque de premiére espéce

1 def risque_alpha(n, pO0, N):

2 "tnEstime le risque de rejeter HO a tort (quand p = p0 est wraie)."""
3 rejets = 0

4 for _ in range(N):

5 fn = simule_fn(n, pO)

6 if test_conformite(fn, n, pO0):

7 rejets += 1

8 return rejets / N

=

o print(risque_alpha (100, 0.5, 100000)) # "0.05
print (risque_alpha (400, 0.3, 100000)) # 70.05

[
.

21.4 Applications

21.4.1 Génétique mendélienne

Dans un croisement entre deux hétérozygotes pour un caractére & dominance compléte, la loi de Mendel prédit

une proportion pg = 3/4 d’individus présentant le phénotype dominant.

1| # Observation : 740 individus dominants sur 1000
2 'n = 1000

s fn = 740 / 1000

4+ p0 =3/ 4

6 ic = intervalle_confiance(fn, n)
7 | print (£"IC a 95% : [{ic[0]:.4f}, {ic[1]:.4£f}1")
s # IC a 957 : [0.7083, 0.7717]

10 if test_conformite(fn, n, pO0):

11 print(”Les observations sont incompatibles avec la loi de Mendel.")
12 else:

13 print ("Les observations sont compatibles avec la loi de Mendel.")

14 | # -> compatibles (0.75 est dans [0.708, 0.772])

21.4.2 Estimation d’une fréquence allélique

Dans une population, on génotype n individus pour un locus biallélique (alleles A et a). On estime la fréquence

de 'alléle A et on construit un intervalle de confiance :
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# Sur 500 individus genotypes, 320 portent l’allele 4
n = 500
fn = 320 / 500

ic = intervalle_confiance (fn, n)

print (f"Frequence estimee de A : {fn:.3f}")
print (£"IC a 95% : [{ic[0]:.3f}, {ic[1]:.3£f}1")
# Frequence estimee de A4 : 0.640

# IC a 951 : [0.595, 0.685]

21.4.3 Synthése : démarche d’un test

® Formuler les hypothéses : Hy : p = pg contre Hy : p # po.
1 1

;ﬁ? p0+_;ﬁi.
® Conclure :

— sl f, est dans lintervalle : on ne rejette pas Hy (résultat compatible avec pg au niveau 5 %) ;

@ Calculer la fréquence observée f,, et 'intervalle de fluctuation |py —

— 81 f, est hors de lintervalle : on rejette Hy (résultat significativement différent de py).

Attention : ne pas rejeter Hy ne signifie pas que Hy est vraie, mais seulement que les données ne

permettent pas de la contredire au niveau 5 %.

% Complément — hors programme des concours
p-valeur

La p-valeur est la probabilité, sous Hp, d’obtenir un écart |f,, — po| au moins aussi grand que celui
observé. Plus elle est petite, plus le résultat est improbable sous Hy.

def p_valeur(fn, n, pO, N=100000) :
"""Estime par simulation la p-valeur du test bilateral HO : p = p0."""
ecart_obs = abs(fn - pO)
aussi_extreme = sum(
1 for _ in range(N) if abs(simule_fn(n, pO) - p0) >= ecart_obs
)

return aussi_extreme / N

print (p_valeur (0.63, 100, 0.5)) # 70.009 -> tres significatif
print (p_valeur (0.55, 100, 0.5)) # 70.32 -> non significatif

Convention : on rejette Hy au niveau 5% si la p-valeur est inférieure a 0,05.
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Index

affectation, 8

aliasing, 68
anagramme, 90

arbre de recherche, 88
arrangement, 90

base de données, 76
Bernoulli

épreuve de, 117
bool (type), 7
boucle

for, 20

infinie, 19

while, 19

combinaison, 90
comparaison, 10
compréhension de liste, 29

def (mot-clé), 23
dichotomie, 55

équation, 57
dictionnaire, 71
Dijkstra (algorithme), 94
diviser pour régner, 63
docstring, 25

écart-type, 112
effet de bord, 69
égalité
entre flottants, 8
élagage (arbre de recherche), 89
elif (instruction), 16
else (instruction), 15
ensemble (type), 32
enumerate (fonction), 12
énumération combinatoire, 88
équation
résolution numérique, 100
équation différentielle
résolution numérique, 102
Euler (méthode d’), 102
extinction (temps d’), 52

f-string, 12
fichier, 39
Fisher-Yates (algorithme), 110
float (type), 7
flottant
représentation, 8

fonction
définition, 23
récursive, 49

fonction de répartition inverse, 108

fonction native, 12
fréquence observée, 117

graphe, 85
aréte, 85
parcours, 87
plus court chemin, 94
sommet, 85
graphique, 46

hypothése nulle, 119

if (instruction), 15
import (instruction), 43
indentation, 15
input (fonction), 11
instruction conditionnelle, 15
int (type), 7
intégration numérique, 98
intervalle

empirique & 95%, 113
intervalle de confiance, 118
intervalle de fluctuation, 117

len (fonction), 12
liste, 27
de listes, 37
liste (combinatoire), 90
loi binomiale, 117
loi des grands nombres, 110

matplotlib (module), 46
méthode

des rectangles, 98

des trapézes, 99
module, 43
Monte-Carlo (méthode de), 110
moyenne, 112
mutabilité, 67

Newton (méthode de), 100
numpy (module), 45

objet
immuable, 67
mutable, 67
open (fonction), 39
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opérateur
arithmétique, 9
comparaison, 10
logique, 10

p-uplet, voir tuple
parametre, 23

permutation aléatoire, 110
portée (variable), 24

print (fonction), 11

processus de branchement, 52

random (module), 44
range (fonction), 20
recherche
dans une liste, 35
dichotomique, 55
récursivité, 49
aléatoire, 52
terminaison, 51
terminaison probabiliste, 52
régression linéaire, 114
return (instruction), 24
risque de premiére espéce, 119

set (type), 32
simulation
loi & densité, 108
loi de probabilité, 107
Monte-Carlo, 110
probabiliste, 44
slice, 28
sorted (fonction), 12
spécification, 25

SQL, 76
jointure, 78
SELECT, 76

sous-requéte, 81
statistiques descriptives, 112
str (type), 7
suite

strictement croissante, 90
sum (fonction), 12

table (SQL), 76
tableau
2D, 37
numpy, 45
test de conformité, 119
tirage avec remise, 108
tirage sans remise, 108
transtypage, 8
tri, 59
en place, 59
fusion, 63
par comptage, 61
par insertion, 60
par sélection, 59
tuple, 31
type, 7

urne
modéle, 108

valeur de retour, 24

variable, 8
globale, 24
locale, 24

variance, 112
variant de boucle, 20

with (instruction), 39

zip (fonction), 12
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