Calcul intégral DM2

A rendre le 16 octobre Corrigé

1. On applique la méthode des rectangles pour calculer une valeur approchée de I'intégrale F(x) :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(x):
return np.exp(1/x)

def F(x,n=100): # par défaut n = 100 rectangles
h = (x-1)/n
S=20
for k in range(n):
S+= hxf(1+kxh)
12 return S
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2. Soit f: t — €'/t et notons [ l'intervalle R*. Par définition de la notation intégrale, F est la primitive de
f € €°(I) qui s’annule en x = 1. Ainsi, F est de classe ¢ sur let:Vx € I F'(x) = e'/* > 0. Comme F’
est strictement positive sur /, F est strictement croissante sur /.

3. a) Pour o € Ry, on pose p(a) = e* — a. La fonction ¢ est dérivable en tant que somme de telles
fonctionset: Voo € R, ¢/(a) = e* — 1 > 0. Il suit que ¢ est croissante sur R,. Comme (0) = 1:
Ya € R, (o) > ¢(0) > 0, ce qui donne I'inégalité cherchée.

b) Soit x €]0, 1] fixé, et soit t € [x, 1]. Comme « = 1/t est défini et positif, on peut utiliser le résultat
de la question précédente, ce qui donne : V¢ € [x,1] e/t > n Par croissance de I'intégrale,
1
1
puisque I'on a bien x < 1: F(x) < / " dt =[—Int]] = Inx.
X

c) On peut donc utiliser le théoréme de majoration sur les limites a partir du résultat de 3)b. :

limF(x) = —oc.
x—0
4. a) Soit x > 1. Pour tout t € [1,x], le réel 1/t est défini et positif donc el/t > 1. Encore par croissance
X
de I'intégrale, puisque x > 1: F(x) > 1dt = x — 1. Par théoréme de minoration sur les limites :

1
lim F(x) = +o0.
X—+00

1
b) Soit x > 1. On pose le changement de variable s = —. Cette relation définit bien un changement de

]
variables bijectif décroissant de classe €' de t € [1,x] surs € [; 1} .
bs

1 S
e
Comme ds/dt = —1/t* = —s%, il vient : F(x) = / — ds.
1/x S
]
¢) Soit x > 1. Considérons les fonctions u, v définies par : u(s) = ——, v(s) = ¢°. Comme u et v sont de
s

1
classe €' sur [1, x] et que F(x) = /1 = U/ (s)v(s)ds, il vient par intégration par parties :
X

e’ 1 LIPS T oS
F(x) = [—} +/ Zds=xe' —e+ R(x) ou R(x)= / — ds.
S 1/x 1/x S 1/x S
d) Soit x > 1. Par croissance de la fonction exponentielle [1/x; 1], I'intégrande définissant R(x) se
1
e e
majore sur[1/x; 1] par —, il vient encore par croissance de I'intégrale : 0 < R(x) < / —ds = eln(x).
S 1/X S
e) L’encadrement obtenu de la fonction R et le résultat de I'lPP nous donnent :

e/*—e F(x) _e/*—e eln(x)
+ .

Vx > 1 xe'/* —e < F(x) < xe'/* — e + eln(x) donc < < Par
X

X X X
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1/x _

Inx e e
croissances comparées : lim —— = 0, et par opérations sur les limites ———— = o(1). Enfin par
X—+00 X X

X
théoréme des gendarmes : LS =1+ 0(1): C’est la définition de F(x) ~ x.
X X—+00

L’équation (E) est une équation différentielle linéaire du premier ordre. D’aprés le cours, les solu-
tions s’obtiennent par ajout a une solution particuliere y, n’importe solution de I’équation homo-
gene (H) associée.
Equation homogeéne associée. On considére (H) xy’ + 2y = 0. On trouve avec les formules
du cours les solutions. Ce sont les fonctions : x — z(x) = —, k € R variable libre.
X

Recherche d’une solution particuliére. Par variation de la constante : on pose pour cela y,(x) =
k(x)z1(x), ou k est ici une fonction dérivable sur R* a déterminer. Alors par définition :
yp est solution de (E) < xy}, + 2y, = e'/X & K(x) = e'/* par un calcul classique.
F(x)
2
particuliére de (E), et les solutions de I"équation différentielle sont les fonctions y =y, + z.

Ainsi, il suffit de choisir : k(x) = F(x) d’apres 2. Finalement y,(x) = est une solution

Résolution de (E). La condition initiale y(1) = 0 détermine la valeur du paramétre k dans la fonc-
tion z,. Comme F(1) = 0, on trouve finalement que z,(1) = 0, donc k = 0. Ainsi w = y, + Z) = y.

Conclusion. la solution de (E) est la fonction w donnée par :

F(x
Vx € RT  w(x) = ¥
X
In x
D’apres la majoration de 3.b) : Vx €]0,1], w(x) < —-, et d’aprés I'équivalent de 4.e), il
b%s
1
vient par quotient d’équivalents : w(x) ~ —. On en conclut deux choses : lim w(x) = —oco
X—+00 X x—0

et lim w(x)=0.
X—>+00

La tangente au point d’abscisse 1 a la courbe représentative de w a pour équation :
T :y = w(1)(x — 1) + w(1). La fonction w étant solution de (E) : w/(1) = 2w(1) + e' = e. Donc
I’équationde Test: T:y =e(x — 1).

Programme proposé et graphique (tracé des fleches non exigible!)
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plt.plot(X,Y) 01

h=
plt.arrow(1,0,1xh,exh,width=0.02, —41

plt.arrow(l,0,-1xh, -exh,width=0.02,

plt.grid(’on")
plt.show()

Tracé de la solution w

np.linspace(0.5,5)
[F(x)/x*x2 for x in X]

Tracé de la tangente (abscisse x=1)
= np.exp(l) # pente
0.5 # longueur de la demi-tangente
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