TD 17 Espaces vectoriels

Exercice 1 . Les sous-ensembles suivants de C* sont-ils des sous-espaces vectoriels ?
1. By ={(z,y,2,t) eC* z—y+2+t=0}). 3. B3={(z,y,2,t)eC* 2=0ect y=0}.
2. By={(z,y,2,t) eC* x—y+z+t=1}. 4 Ey={(z,y,2,t)eC* z=0o0uy=0}.

Exercice 2 . Dire si les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R>.
Le cas échéant, en donner une base.

L. AZ{(.’E,y,Z) ERB? |33|:|Z|} 4. D={($,y,z)eR3, nyOUI=2y}.
2. B:{(fE,y,Z)ERS, SCZ—?/:QZ}- D. E:{(aj,y,z)eR37 x—2y+3z:0}'
3. C={(z,y,2) eR? 2?+y* -2 =0}. 6. F={(z,y,2) eR3 2 =0}.

Exercice 3 . Dans R?, on consideére ’ensemble :
F={(z,y,2,t,u), +2y+3z+t-u=0 et x+2y+z+t+u=0}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R®.

2. Quelle est la dimension de F'? En donner une base.

Exercice 4 . Dans C*, on considere I’ensemble : E = {(a + 2b,~a + 3b,a,b), a,be C}.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C*.
2. En donner une base.

3. Donner un systeme d’équations cartésiennes de FE.

Exercice 5
1. La famille (u,v,w) avec v = (1,0,1), v=(2,0,1) et w = (0,-1,2) est-elle libre dans R??

2. La famille (u,v,w) avec u = (v/2,V/3), v=(1,7) et w = (V2-v2,e7!) est-elle libre dans
R??

Exercice 6 . Soit (e1, ez, e3) une famille libre de K.
Montrer que (e + €2, €1 + €3, €2 + e3) est aussi une famille libre de K".

Exercice 7 . Dans l'espace vectoriel R?, on considére les vecteurs :
up =(1,1,-1), wug=(1,0,1), et wug=(1,1,0).
1. Montrer que ces vecteurs forment une base de R3.

2. Soit v = (1,2,1). Donner les coordonnées de v dans cette base.

Exercice 8 . Dans R?, on considere la famille de vecteurs donnée par :
F=((1,1,-1),(1,2,1)).

1. Montrer que F est une famille libre de R?.

2. Compléter cette famille pour former une base de R3.

Exercice 9 . Dans l'espace vectoriel R?, on considére les vecteurs :
uy = (2737 _1)7 Uz = (17 _17_2) et v = (37 770)7 V2 = (5707 _7)

Montrer que Vect(ui,us) = Vect(vy, v2).

Exercice 10 . Dans R?, on considere les vecteurs : u = (1,2,1), v = (-1,8,1) et w = (-2,1,-1).
On pose F = Vect(u,v,w). Déterminer la dimension de F ainsi qu'une base de F.



Exercice 11 . Dans R*, on considére les vecteurs :
w=(1,1,0,-1), v=(1,0,0,-1) et w=(1,0,-1,0)
1. La famille (u,v,w) est-elle une base de R*?
2. On note E = Vect(u,v,w).
Donner une condition nécessaire et suffisante sur x, y, 2, t pour que (z,vy,2,t) € E.
3. Soit F ={(x,y,2,t)eR* 2 +y—2z+t=0}.
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R*.

4. Donner une base de En F.

Exercice 12 . Soient m € R et les vecteurs suivants de R* :
up =(m,1,1,1), wug=(1,m,1,1), wusz=(1,1,m,1) et wug=(1,1,1,m).

1. Pour quelles valeurs de m les vecteurs ui, us, us, uq sont-ils linéairement indépendants ?

2. Quand ces vecteurs sont liés, calculer la dimension de Vect(uy,uz,us, uq).

Exercice 13 . Dans R*, on considere les cing vecteurs :
)

up =(1,-1,1,-1), ws=(1,-1,2,0), wusz=(-1,2,1,-2), wug=(-2,3,1,0) et wus=(-1,3,5,3).
Montrer que ces cing vecteurs forment une partie liée.

Exercice 14 . Dans R?, soient les vecteurs : u = (1,1,1), v = (1,-2,1) et w = (1,3,0).
1. Soit F' = Vect(u,v). Déterminer la dimension de F.

Soit G = Vect(v,w). Déterminer la dimension de G.

Montrer que : Vect(v) c FnG c F.

En déduire les valeurs possibles pour la dimension de F'n G.

Montrer que u n’appartient pas a G.

AT

Conclure sur la dimension de F'n G. En déduire une base de F'n G.

Exercice 15
1. Soit F = Vect((-3,2,1),(-5,3,2)) c R3.
a. Montrer que : F' = {(z,y,2) e R3, 2 +y+2=0}.
b. Déterminer a de maniére a ce que u = (a,1,1) appartienne a F.
2. Soit G = {(x,y,2) eR3, 22—y +52=0} et H={(x,y,2) eR>, x-y+32=0}.

On admet que G et H sont des sous-espaces vectoriels de R3.

a. Vérifier que u appartient a G et a H.
r+y+2z=0
()22 -y+52=0

r-y+32=0

b. Résoudre le systeme :

c. En déduire que F n G n H est le sous-espace vectoriel de R? engendré par u.



