pour le lundi 1°7 décembre BCPST 2, 2025/2026

Devoir Maison n°5

‘Sous-espace vectoriel des solutions d’une équation différentielle

On note FE =C*(R,R) lespace vectoriel des applications de R dans R indéfiniment dérivables.
On rappelle que le vecteur nul 0 de E est la fonction nulle définie de R dans R.

On s’intéresse a I’équation différentielle linéaire homogene (£) : y®) —3y +2y=0p
et on note S l'ensemble des fonctions de E vérifiant (£).

1.

Montrer que S est un sous-espace vectoriel de F.

R-R

op Montrer que fg € S.

T e

On pose fp: {

Soit yo € S. On pose z = %, c’est-a-dire : Vo e R, z(z) = yo(x)e?®.
0

a) Donner les expressions de 2/, 2" et 20) en fonction de yo et de ses dérivées successives.
b) En déduire que z’ est solution de I'équation différentielle linéaire (£') : 4" — 6y’ + 9y = 0p.
Soit S’ ensemble des fonctions de E vérifiant (E').

Expliquer, d’apres le cours, pourquoi S’ est un sous-espace vectoriel de E.
En donner une famille génératrice (g1, g2).

a) Déterminer ’ensemble des primitives sur R de ¢; et de go.
b) En déduire I'expression de z.
c¢) Montrer que : 3(\, p,v) e R3 | Vz e R, yo(z) = Ae 2% + pe® + vawe®.

R->R R->R
On pose f1: { ~ . et fa: { ” » - On veut montrer que (fo, f1, f2) est une famille libre.
Te T~ e

Soient a,b,ce R tels que : afg+bf1 +cfo =0g.
a) Premiére méthode : en choisissant des valeurs particulieres pour la variable z, montrer que :

a+b=0

%+2b+21n(2)c:0

4a+9— cIn(2) o
SE

Résoudre ce systeme et conclure.
b) Deuziéme méthode : on pose g = afy +bf1 + cfo.

+ Etudier la limite en +oo de --. En déduire que ¢ = 0.
2

+ Etudier la limite en —oo de i, et en déduire la valeur de a.
0

* Conclure.

En déduire une base de S, et sa dimension.

R-R
Soit y € S, et soit T e R. On pose yr:
2 (o= T)

Montrer que yr € S et exprimer les coordonnées de yr dans la base trouvée a la question 7) en
fonction des coordonnées de y dans cette méme base.



