pour le jeudi 6 novembre BCPST 2, 2025/2026

Corrigé du DM n°3

‘ Suite implicite ‘

Soit n € N*. On définit la fonction f, par : Vo € R, fn(z) = nz® +n?z - 2.

1. (a)

Théoreme de la bijection

Soit n > 1. f,, est définie et dérivable sur R et : Vo e R, f!(z) = 3nz? + n? > 0.
Ainsi, f,, est continue et strictement croissante sur ’intervalle R.

Elle réalise donc une bijection de R sur f(R).

Or, xl_i)r_noo fu(z) = —00 et 3}21_1>r+n°<> frn(x) =+00 donc f(R) =] — 00, +00[=R.

Alinsi, pour tout réel «, 'équation f, (z) = « possede une unique solution réelle.

En particulier : ‘L’équation fn(x) =0 posséde une unique solution réelle a,,. ‘

Valeur de a;

fi(z) =0 < 23 +2-2=0. On repere la solution évidente 1 et on sait que c’est la seule solution
d’apres la question précédente.

Encadrement de a,,

Soit n > 2. Alors f,(0) =-2<0< f,(1) =n+n?-2.

2
Puisque f, est strictement croissante, on a : ‘ Vn=2,0<a,<1.

Approximation informatique

def suite(n)
def fn(x)
return n*x**3 + nk*x2%x - 2
a, b=20,1
while b-a > 10**(-6)
c = (at+b)/2
if fn(a)*fn(c) < 0 :
b=c
else :
a=c
return a

Approximation de as

>>> suite(2) renvoie : 0.4533967971801758 donc | as ~ 0,453 397

Monotonie de (a,)

Soit n > 1. Alors fr41(a,) = (n+1)a3 + (n+1)%a, -2
3 +n2a, -2+ad +(2n+1)a,

= fulan) +a2 + (2n+1)a, mais f,(a,) =0
=ad+(2n+1)a, >0

=na

On a donc : fri1(an) > far1(ans1) et frne1 est strictement croissante,

donc a, > ans1 : ‘la suite (ay)ns>1 est strictement décroissante. ‘

Convergence de (a,,)

On a vu que (a,) est décroissante et minorée par 0. D’apres le théoreme de limite monotone,
(an) converge. Notons ¢ sa limite : £ € [0, 1].

Montrons par ’absurde que £ =0 :

3

3 +n%a, -2 ~ In% ce qui diverge vers +oo, alors que cette quantité

n—+o00

est censée étre nulle. C’est une contradiction. Conclusion : ‘la suite (a,)n>1 converge vers 0.

Sinon ¢ > 0. Donc na




4. Pour tout entier naturel n > 1, on pose u, = n’a,.

(a)

5. Etude de {

(a)

Représentation graphique de la suite (u,)

import matplotlib.pyplot as plt

X = range(1,41) # indices n de 1 a 40

Y = [n**2xsuite(n) for n in X] # liste d’ordonnées définie en compréhension
plt.plot(X,Y,’.”) # .7 pour avoir des points non reliés
plt.ylim(1.8, 2.1)

plt.show() 2.10

La compilation de ce script 2.05 1

produit I'image ci-contre :

2.00 gseessessesssesscssnnss seecsscsscanan

On peut conjecturer que 1951

(uyn) converge vers 2. ool

1.85 4
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Equivalent de ay,

%a,, = 2 donc na,(a? +n) = 2.

2
2, ~ 2, soit : | an ~ —.

On sait que : Yn > 1, na3 +n

Mais (a,,) tend vers 0 donc a2 +n ~ n. Il vient donc : n

2

Remarque : ceci prouve la conjecture précédente car u, = na, donc u, ~ 2.

xp=1 223 + 1

avec g(z) = ———.
Vn 20, Ty =g(xn) 9(x) 322 +2

g est définie et dérivable sur R par opérations. On a :
62%(3z% +2) - 6x(22° +1)  3x(22° +4x-2) 3z fo(x)

VzeR, ¢'(z) = = =

zeR, (@) (322 + 2)2 (322 + 2)2 (322 1 2)2

3
Sur [az, 1], ﬁ >0 donc ¢'(z) a le signe de fa(z) : ¢'(z) > 0.
Conclusion : ‘ g est croissante sur [ag, 1]. ‘
223 + 1 —2%-2r+1 fa()

Si d -z -z = —r= -

« Signe de glo) —w: g(v) e = gan me = T 2(34% + 2)

donc g(z) —z <0 sur [ag, 1] et ne s’annule qu’en as.

* Intervalle stable par g et contenant xg : g(az) =as, ¢(1) = % <1 et g croit sur [as,1]
donc Uintervalle I = [ag, 1] est stable par g : Vz eI, g(z) € I.

* (x,) est décroissante et & valeurs dans I : soit n € N et Py, : "as € Tps1 <z <17
e Initialisation : ag < x1 <xg <1 car zg =1 et x1 = g(xp) € I. Py vraie.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons P, : as € Tp+1 < T < 1. On applique g,
croissante sur I : g(a2) < g(@n+1) € g(xn) < g(1) donc as € Tpo € Tps1 <1 Ppyy vraie.
e D’apres le principe de récurrence, P,, vraie pour tout n € N.
Ainsi, la suite (z,,) est décroissante, et minorée par as.

* D’aprés le théoréme de limite monotone, (x,,) converge vers X € I.

* Vn eN, x,41 = g(x,) donc par passage a la limite et par continuité de g : A = g(\).
D’apres Iétude de g(x) — z, la seule possibilité est : A = as.

Conclusion : ‘1& suite (x,) converge vers as. ‘




