pour le lundi 24 novembre BCPST 2, 2025/2026

Correction du DM 4

’Une suite de polynémes‘

Py=2
On définit les polynémes P, € R[X] par : { P, = X
VneN, Pnpo=XP,1-P,
1. PQ:XP1—P0:X2—2puisP3:XPQ—PlzX(XZ—Q)—X:XB—?)X,
etenfin: Py=XP;—Py=X(X3-3X)-(X?-2)=X*-4X?+2.
Conclusion : | Py = X2 -2, Py= X3 —3X et Py= X% —4X2+2. \

2. On factorise facilement : | Py = (X = V2)(X +v/2) et P3 = X(X - /3)(X +V3).

On pose t = X2, de sorte que Py = % — 4t? + 2. On calcule A = 8 > 0 donc on trouve deux racines
4 8
+2\/_ =242 et ty =2 -/2, toutes deux positives.
1l vient donc : Py = (X2 —11)(X2 —t3) = (X =T (X + VI (X - VE) (X + V/12).
Conclusion : | Py = (X— 2+\/§) (X+\/2+\/§) (X—\/Z—ﬂ) (X+\/2—\/§).
3. On procede par récurrence double. Pour tout n € N*, on pose :

Ppni< P,=X"+Q, ouQ,cR,1[X] >.
Cette propriété traduit le fait que P, est unitaire et de degré n.

réelles distinctes : t1 =

e Initialisation-double a partir du rang n =1 :
Py =X = X' +0 donc P; est vraie. P, = X2+ (=2) donc Py est vraie.
e Hérédité-double a partir du rang n =1 :
Soit n > 1. Supposons P,, et P, .1 vraies.
Alors : P, = X" +Q, et Poyp = X" + Qi1 avec deg(Q,) <n -1 et deg(Qns1) < n.
Onaalors: Puyo=XPu1— Py =X(X" 4+ Qi) - (X" + Q)
= X"2 4+ Qpeo en posant Qnio = XQni1 — X" = Q.
On a: deg(Qni2) <deg(Qni1)+1<n+1 donc P,io est vraie.
e D’apres le principe de récurrence, Vn > 1, P,, est vraie.

Conclusion : ‘ Vn 21, P, est unitaire et deg(P,) = n. ‘

1 1
4. Soit z un réel non nul. Pour tout n € N, on pose : 9, :<< P, (;U + 7) =z + — >
T T

1
e Initialisations pour n=0et n=1: P =2 et 29+ - = 1+1=2donc Qq est vraie.
T

1 1
P (x + 7) =z + — donc Q; est vraie.
x T

e Hérédité a partir du rang 0 : soit n > 0. On suppose Q,, et Q,,,1 vraies.

Alors P2 (;v + l) = (oc + l) P (x + l) -P, (x+ l)
T T

T T
1 1 1
=(z+=)(2"+ —(z"+ —
T xn+l xn
1 1 1 1
=22 gy —g" - — = gn*2 )
xn :17"+2 xn :17"+2

Ainsi, Q,,.2 est vraie.

e D’apres le principe de récurrence, Vn > 0, Q,, est vraie.

1 1
Conclusion : |Vz e R*, VneN, P, (m+ f) =z + —.
T zn




5. Application : On pose @ = X* - 3v/5X? +12X? - 3v/5X + 1. Soit z une racine réelle de Q.

(a) Q(0) =140 donc 0 n’est pas racine de @ :

1 1
Q(z)=0et z+0 donc L(f) =0, soit : (m2+—2) —3\/5(9c+ 7) +12=0.
T x x

1
(b) D’apres la question 4, Py(t) = 2% + e donc | Py(t) -3v/5t+12=0 (1).

(¢) (1) e (12 -2) -3Vt +12=0 < t> - 3y/5t + 10 = 0.
On calcule le discriminant : A =5 > 0 donc on trouve deux solutions réelles distinctes.

) et= 20V o Iy 5[50, (V5. 2VB),

1 - S .
(d) ¢t =2+ — donc on peut écrire deux équations d’inconnue x # 0 :
x

1 1
*m+7:\/5©x2—\/5x+1:0,A:1etx:\/5; ;

x

1 2 4
*:E+f:2\/5<:>x2—2\/5x+1:0,AzlGetx: \/zi =5+ 2.

x

1 -1

@ possede 4 racines réelles : x1 = \/S; , o = \/52 ,x3=5+2, 24=5-2.

(e) Forme factorisée de @ : ‘Q = (X -21)(X —22)(X —23)(X —24) ‘ , car @ est unitaire.

6. Traitement informatique

(a) def mult_scalaire(L,a)
M= ]
for elt in L :
M.append (a*elt)
return M

(b) def mult X(L)
return [0] + L

(c) def somme(L1, L2)

nl, n2 = len(L1l), len(L2)

N, M = max(n1,n2), []

for k in range(N)
if k >= nl : M.append(L2[k])
elif k >= n2 : M.append(L1[k])
else : M.append(L1[k]+L2[k])

return M

(d) def P(n)
Lo, L1 = [2], [0,1]
for k in range(n)
L2 = somme( mult_X(L1), mult_scalaire(L0,-1) )
L1, LO = L2, L1
return LO



