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Corrigé du DM5

‘Sous—espace vectoriel des solutions d’une équation diﬁ‘érentielle‘

On note F = C*(R,R) Pespace vectoriel des applications de R dans R indéfiniment dérivables.
Soient (€) : y®) -3y’ + 2y = 0 et S ensemble des fonctions de E vérifiant ().

1. S est un sous-espace vectoriel de F

e par définition de S, ona: ScE.
e la fonction nulle 0g vérifie (£) donc O € S : S est non vide.
e Soient f,g e S et soient A, x € R. On pose h = Af + ug. Montrons que h € S :
Par linéarité de la dérivée, on a : A’ = A\f’ + ug’ et A3 = Af®) + 119G donc :
R 3R +2h = Af®) + ug® —3(\f' + pg’) + 2(\f + pg)

= AP =31 +2f) + u(g® - 3¢" +29)

=Ax0g+ux0g =0 car f,geS

donc heS. Conclusion : ‘ S est un sous-espace vectoriel de F. ‘

2. Une solution non nulle de (&)
Vo eR, fo(z) = e donc fi(x) = -2¢72% et f$*)(2) = —8e2%. On calcule :
fég)(x) -3f5(x) +2fo(z) = -8e72* + 672 + 272 =0  donc

3. EDLH; vérifiée par une fonction auxiliaire
a) Vo e R, 2(z) = yo(z)e®® donc :
2 (x) =y (2)e®® + 2yo(z)e®®
2"(x) = yg (2)e*® + Ay (x)e*” + dyo (x)e*
2(3)(x) = y(()g)(ac)ezz + 6y (7)€ + 12y{ (2)e®® + 8y (z)e?®
b) On calcule alors : Vz € R, 283)(2) - 62" () + 92 (2)
_ (3) 2x " 2x / 2x 2x " 2x / 2x 2x / 2x 2x
=y (x)e*+6yg (x)e™ +12yy(x)e* +8yo(x)e —6(y0 (z)e* +4y{(x)e™ +4yo(x)e )+9(y0(93)6 +2yo(x)e )
=2 [yég) - 3yy(z) + 2y0(m)] =0 car yo € S.

Conclusion : ‘ z' vérifie I'équation (£') :y” -6y +9y =0p ‘

4. S8’ est un sous-espace vectoriel de F

L’équation caractéristique de (£’) est : 72 —6r +9 =0, soit : (r—3)?=0
D’apres le cours, S’ = {a: — (Az + B)e3®, (A, B) ¢ R2}

On pose : Yz € R, g1(z) = 2e3® et go(x) = 3%,

On peut donc écrire : S’ = {Ag1 +Bgs, (A,B) € RQ} = Vect(g1, g2).

‘ S’ est donc le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille (g1,92). ‘

5. Trois fonctions suffisent a engendrer S

3 xe3z 631
a) f g1 = f ze* dx = ) 3 dxr  par intégration par parties
3z 3z
ze e
=3 "9 + (7 ou C est une constante.

3x
e
f go = f 3% dx = = +Cy ou Cs est une constante.

b) On a 2z’ € S donc 2’ = Agy + Bgo pour des constantes A et B.
IeSx €3I 631
En intégrant : z(z) = A i C1|+B 5 7 Cy

3

A A B
’z(m):yxe?’””+ue3w+)\‘ en posant V=g pEmgt s et A= AC: + BCs.




c) Pour tout réel z, on a : yo(x) = fo(z)2(x) = e 2 (vae®® + pe®™ + \)

donc ‘ Vz e R, yo(x) = A2 + pe® + vre® | pour les constantes ), u, v définies en 5b)

On a montré, en définissant les fonctions f1, fo comme & la question 6), que ‘ S c Vect( fo, f1, f2) ‘

. La famille (fy, f1, f2) est libre

Soit afy + bf1 + c¢fo = 0 une combinaison linéaire nulle de fy, f1, fo.

a) Pour x = 0, on obtient : afy(0) +bf1(0) + ¢f2(0) =0 donc a + b =0.
Pour z =In2, on obtient : afo(In2) +bf1(In2) + cfo(In2) = 0 donc % +2b+2cIn2 =0.

b cln2
Pour z = —In2, on obtient : afy(~1n2) +bfi(~1n2) + cfo(-1n2) = 0 donc 4a+§-6;1 -

On résout le systéme obtenu sous forme matricielle :
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Ce systeme possede 3 pivots : il est carré de taille 3 et de rang 3 donc de Cramer.

11 possede une unique solution. Puisqu’il est homogene, (0,0,0) est solution.

C’est donc la seule solution : a =b=c=0.

Ainsi, la seule combinaison linéaire nulle de fy, f1, fo est la combinaison linéaire triviale.

Conclusion : ‘La famille ( fo, f1, f2) est libre. ‘

-3z b
b) Pour z # 0, on a : 9(x) =2 12 ¢done par opérations, lim 9(z) =c
folz) = 2 ztoo fo(x)

Mais g = 05 done Tim 2L 0. Par unicité de la limite : ¢ = 0.

T—+00 fg(.’t)
De méme, 9(x) = a + be>® + cxe®®. Par croissances comparées, ze3® — 0 donc lim 9(z) =a

fo(z) —oo z~=co fo(x)

Mais g =0g donc lim }]((x)) = 0. Par unicité de la limite : a = 0.

Tr—>—00 0 X

Il reste : g(x) = bf1(x) = be® =0 pour tout réel x, donc b = 0.
Conclusion : a =b=c=0 et la famille (fo, f1, f2) est libre.

. Base et dimension de S

On vérifie comme a la question 2) que f; et fo vérifient (£). On a donc Vect( fo, f1, f2) €S,

et on a montré question 5) I'inclusion réciproque, donc ‘ S = Vect(fo, f1, f2)- ‘

(fo, f1, f2) est génératrice de S, et est libre (question 6).
Conclusion : ‘ (fo, f1, f2) est une base de S, et dim(S) = 3. ‘

Remarque : on peut montrer que [’ensemble-solution d’une EDLH d’ordre n est un sous-espace
vectoriel de E de dimension n.

. Coordonnées de yr dans la base (fo, f1, f2)

Soit y € S et T € R. On note B la base (fo, f1, f2) de S.

Soient (a,b,c) les coordonnées de y dans la base B: y =afo+bf1 +cfa.

Alors Ve e R, yr(z) =y(a-T) =afo(x-T)+bf1(x -T) +cfo(zx-T)
=ae 2@ ) 4 pe® T 4 (- T)e* T

-T

=ae*Te ™ 1 beTe® + ce Twe® — cTe Te®
=ae*Te ™ + (b-cT)e Te® + ce Txe®
=ae®T fo(x) + (b—cT)e T fi(x) + ce™T fo(x)

ainsi, yr = ae®T fo + (b—cT)e T f1 + ce™T f, est une combinaison linéaire de fo, f1, f2 :

VT € R, yr € S et les coordonnées de yr dans la base B sont (anT, (b—-cT)e T, ce_T)




