BCPST 2, Lycée Chateaubriand Samedi 21 mars 2026
DS n°6, mathématique

Durée : 2 heures
L’énoncé est constitué de deux exercices indépendants.
1l sera tenu compte dans ’appréciation des copies de la qualité de la rédaction et de la présentation.
L’usage des calculatrices est interdit. Le sujet comporte 2 pages.

Exercice 1 : décomposition de matrices symétriques réelles

Toutes les matrices considérées dans cet exercice sont a coeflicients réels.
1. Soit f I'endomorphisme de R? défini par :
Vus=(z,y,2) e R3 f(u)=Rr+y+z, o+2y+z, x+y+2z2)

1
—(1,1,1), up=
\/g( ) 2

On note enfin I3 la matrice identité de M3(R).

1

V6

1
—(1,-1,0) et uz =

V2

Dans R?, on considere les vecteurs u; = (1,1,-2).

(a) Calculer f(u;). En déduire un vecteur propre de f et donner la valeur propre associée.
(b) Donner la matrice A de ’endomorphisme f relativement & la base canonique.

(c) Expliquer pourquoi f est diagonalisable.
)

(d) Montrer que 'ensemble des vecteurs u tels que f(u) = u est un sous-espace propre de f et
que ce sous-espace propre admet pour base orthonormée (us,us3).

(e) Déterminer une matrice P et une matrice diagonale D telles que A = PD?PT et PPT = I3.

(f) En déduire qu’il existe une matrice inversible L telle que A = LLT.

2. Soit B une matrice symétrique de M3(R).
On pose C' = Lle(Lfl)T ou L est la matrice trouvée a la question 2f).
(a) Vérifier que C' est une matrice symétrique.
(b) En déduire qu'il existe une matrice diagonale A € M3(R) et une matrice inversible
Q € Ms(R) telles que : B = LQA(LQ)" et Q' = QT
On pose R = L@, de sorte que B = RART.
(¢) Calculer RR”.

3. Soit ¢ une matrice diagonale d’ordre n > 1 dont les éléments diagonaux sont (dy, -, d,,).
£y n
(a) Soit X =[ : | une matrice colonne. Vérifier que : X70X =" d;(x;)*.
T, i=1
(b) En déduire que les coefficients diagonaux de § sont tous strictement positifs si et seulement
si XT6X >0 pour toute matrice colonne X non nulle.



Exercice 2 : endomorphisme d’un espace vectoriel de fonctions

Dans tout I’exercice, on note E 1’espace vectoriel des fonctions continues de R, dans R :
E=C(R,,R)

Soient fy, f1 et fo les fonctions définies sur R, par :

V20, folx)=1, fi(z)=x et fQ(;p):{x.gn(x) z;zg

1. (a) Rappeler la limite en 0 de z.In(zx).
(b) En déduire que f, € E.
2. Soit g la fonction définie sur R, par : Va >0, g(z) = z fo(x).

2x1 i 0
(a) Montrer que g est dérivable sur R,, et que : V2 >0, ¢'(z) = { o néx) T S% v 0

sia=
(b) En déduire que ¢’ € E.

Dans toute la suite de I’exercice, on note F' le sous-espace vectoriel de E engendré par fy, fi, fa :

F = VeCt(f07 .flvf?)
3. Prouver que la famille (fy, f1, f2) est une base de F'.

4. Pour toute fonction h de F'; on note ®(h) la fonction dérivée de la fonction x — zh(x).
(a) Montrer que : ®(fo) = fo et que ®(f1) =2f;.

(b) En utilisant la fonction g de la question 2., exprimer ®(fy) en fonction de fo, fi, fo.
(¢) Montrer que 'application ® : h — ®(h) est linéaire.
)

(d) En déduire que ® est un endomorphisme de F' et préciser sa matrice M dans la base (fo, f1, f2)
de F.

(e) L’endomorphisme ® est-il bijectif ?
Si oui, préciser la matrice de sa bijection réciproque ®-! dans la base (fo, f1, f2)-
(f) L’endomorphisme @ est-il diagonalisable 7 Justifier.
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