BCPST 2, Lycée Chateaubriand Samedi 21 mars 2026

Corrigé du DS n°6

Exercice 1 : décomposition de matrices symétriques réelles

1. (a)

(b)

()
(d)

On calcule f(uy) = %(4,4,4) =4uy. De plus, up # 0.

‘ul est vecteur propre de f, associé a la valeur propre 4. ‘

On calcule les images par f des vecteurs de la base canonique B de R3 :
f(1,0,0)=(2,1,1), f(0,1,0)=(1,2,1) et f(0,0,1)=(1,1,2).
211

Conclusion : | A=Matg(f)=]121}.
112

A est symétrique a coefficients réels donc ‘ f est diagonalisable. ‘

e On calcule f(ug) et f(us), on trouve : f(uz) =ug et f(us) = uz.

Puisque uy et ug sont non nuls, 1 est valeur propre de f, et us,uz € E1(f).

* uy et uy ne sont pas colinéaires : ils forment une famille libre, et dim (E1(f)) > 2.

e Puisque 4 est une autre valeur propre de f et que la somme des dimensions des espaces
propres de f est inférieure ou égale a 3, on en déduit que dim (El( f )) =2.

La famille (ug,u3), libre et de cardinal 2, est donc une base de Ei(f).

e On vérifie enfin que (us,u3) est orthonormale :

1 1
—I(1,-1,0)|]| = —=/12+ (-1)2 + 02 = 1 et de méme |Jus|| = 1.
V2 V2

1
(ug,us) = \/ﬁ(l x1+(-1)x1+0x(-2)) =0 donc uzLus.

[[usl| =

Conclusion : [{u e R?, f(u) =u} = E1(f) de base orthonormée (us,us).

1 1 1
VR
Ona:A:PDiag(él,l,l)P‘l avec | P = N
1 2
Y %

La matrice P est la matrice de passage de la base canonique B (orthonormée) vers la base
B’ = (u1,us,u3) constituée de vecteurs propres de f. Montrons que B’ est orthonormée :

on vérifie que ||uy|| = 1, et que ujlug et ujlug en calculant les produits scalaires (up,us) et
(u1,us). On trouve bien (uy,us) = (u1,us) = 0. Puisque la famille (ug,u3) est orthonormée, on
en déduit que B’ est une base orthonormée de R3.

La matrice P est donc orthogonale :

Enfin, on pose par exemple D = Diag(2,1,1), de sorte que D? = Diag(4,1,1).

On a finalement :

On pose Alors LLT = (PD)(PD)T = PDDTPT et D est diagonale donc DT = D.
Finalement : LLT = PD?PT donc m

P est inversible : ¢’est une matrice de passage. D est inversible car aucun de ses termes diago-
naux n’est nul. Le produit de 2 matrices inversibles est une matrice inversible : \ L est inversible. \

On calcule la transposée de C' :
€7 = (LB = (L))" B (L) = LB =C
par regle sur la transposée d’un produit, et puisque B est symétrique.

Conclusion : ‘CT = (C donc C' est symétrique. ‘




(b) C est symétrique a coefficients réels, donc elle est diagonalisable en base orthonormée (théoreme
spectral) : il existe A diagonale et @) inversible telle que C' = QAQT et QT = Q1.
On remplace C' par sa définition : L~'B(L™1)T = QAQ”T
On multiplie & gauche par L et a droite par LT : B = LQAQTLT
Enfin, QT LT = (LQ)" donc on trouve :

B = LQA(LQ)T avec A diagonale, () inversible et Q=1 = Q7.

(¢) RRT = (LQ)(LQ)T = LQQTL” et QQT =I5 donc | RRT = LLT = A| d’apres 1f).

dl.Il

3. (a) Par définition du produit matriciel : 60X =| : |eM,1(R).
dnTn

Ainsi XT(6X) est le produit scalaire ((x1--x,,), (diz1---dp2y,)).

Conclusion : | XT6X =" d;(z;).
i=1

(b) On demande de prouver une équivalence. On procede par double-implication :

e si tous les coefficients de § sont strictement positifs, alors Zdi(xi)Q est une somme de
termes positifs, donc X76X > 0. -

En supposant de plus X # 0, il existe k € [1,n] tel que zy, # 0, donc dy(z1)? > 0.

Puisque X76X > di(x)?, on en déduit que XT§X > 0.

e Réciproquement, si X79X > 0 pour toute matrice colonne X # 0, on applique ce résultat
aux matrices X, de la base canonique de M,,1(R) : (Xj); =1sii=Fk et 0 sinon.

On obtient : (X3)T6X}y = dg x 12 = dj, donc dj, > 0, et ceci pour tout k € [1,n].

Conclusion : les coefficients diagonaux de ¢ sont tous strictement positifs si et seulement si
XT5X > 0 pour toute matrice colonne X non nulle.



Exercice 2 : endomorphisme d’un espace vectoriel de fonctions

1. (a) Par croissances comparées : |lim z.In(x) = 0
pa

x>0

(b) 1l s’agit de montrer que fo est continue sur R,.
Par opérations, fy est continue sur Rx.
D’apres 1a), lir(r)l+ f2(z) = f2(0) donc fy est continue en 0.

Conclusion : f5 € CO°(R,) c’est-a-dire
2. a) Sur R}, g(z) = 221In(z) donc g est dérivable par opérations et on a :
1
V>0, ¢'(x) =2xIn(z) + 22 x — =2z 1n(z) + .
T

g9(h) - 9(0)
h-0

= hln(h) — 0 par croissances comparées.

En 0, on étudie le taux d’accroissement Ag(h) =

h21n(h)
h

si h >0, et sa limite quand h — 0.

Pour tout h >0, on a : Ag(h) =
Ainsi, g est dérivable en 0, et ¢’(0) = 0.

2xIn(x) +x six>0
0 siz=0

Conclusion : | g est dérivable sur R, et : Vx>0, ¢'(x) = {

b) ¢’ est continue par opérations sur R}.
De plus, par croissances comparées, lirgl 2zIn(z) +x=0=g'(0)
z—0F

donc ¢’ est continue en 0.  Conclusion :

3. e Par définition de F', la famille (fo, f1, f2) est génératrice de F.
e Liberté de la famille (fo, f1, f2) :
Soient a,b,c € R et supposons que : Vz e Ry, afo(z) +bfi(x) + cfa(x) =0 (*).
Montrons que : a =b=c=0. On choisit trois valeurs de x :
-pour z=0, (x) =>a+0+0=0donc a=0
-pourx =1, (x) =>a+b+0=0 donc b=0 (car a =0)
-pour x=¢, () =>a+be+ce=0donc c=0 (car a=b=0)
La famille (fy, f1, f2) est donc libre.  Conclusion : |la famille (fo, f1, f2) est une base de F.

4. (a) ®(fy) est la dérivée de la fonction z — z fo(x) = = donc | D(fy) =1 = fo.
®(f1) est la dérivée de la fonction x — xfi(z) = 22
donc Vz e R,, ®(f1)(z) =2z =2f1(x) et |P(f1) = 2f1.

(b) D’apres 2a), ¢’ = 2fo + f1 donc | D(f2) = 2f5 + f1.
(c) Soit h € F. Alors h est une combinaison linéaire des fonctions dérivables fo, f1, fo donc h est
dérivable, et Vo e Ry, ®(h)(z) = h(zx) + xh'(z).
Soient hq,hy € F' et A e R. Alors :
Ve e Ry, ®(Ahy +ho)(x) = (Ahy + ho) () + x(Ahy + he)' ()
= A(hi(z) + zh! (z)) + ho(x) + Thi ()
= AD(hy)(x) + P(hy)(x)
donc ®(\hy + hy) = A®(hy) + ®(hy).  Conclusion : | ® est linéaire. |
(d) Soit h e F':3a,b,ce R|h =afo+bfi+cfs et par linéarité de @, ®(h) = a®(fo)+bP(f1)+cP(f2).
Or d’apres 4a) et 4b), ®(fy), P(f1) et ¢(f2) € F. Donc ®(h) € F.

100
On en déduit que |® € L(F) | et M(OQ 1).
002




(e) M est triangulaire supérieure, et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls :

’M est inversible et ® est bijective.

100
On trouve facilement : | M1 =10 %
00

-1
il B
1
2

(f) M est triangulaire, donc on peut lire ses valeurs propres sur sa diagonale : Sp(M) = {1, 2}.

x T =2z
, =0
e Etude de Ey(M) : X =ly|e Ee(M) = MX =2X < {2y +2 =2y @{x 0
o

z 22 =22
0
donc Ey(M) = Vect| 1] et dim (EQ(M)) =1.
0

T r=x
, -0
e Etudede Ey(M) : X =|y|le B1(M) & MX =X < {2y+z=y @{y

< 2z =z 2=l
1
done Ey(M) = Vect | 0] et dim (B, (M)) = 1.
0
dim (E,\(M )) =2 < 3 donc ’ M, comme ®, ne sont pas diagonalisables.

AeSp(M)



