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Partie I : Analyse

1. Suites réelles
* DEFINITIONS :
e Suite (strictement) croissante, décroissante, monotone.
e Suite minorée, majorée, bornée. Majorant, minorant.
e Suite convergente, divergente vers +oco. Nature d’une suite.
e Suites adjacentes.
e Suite négligeable devant une autre, suites équivalentes.
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Unicité de la limite si elle existe.
e Théoreme de convergence monotone.
e Théoreme des gendarmes.
e Théoreme des suites adjacentes.
e Théoreme de comparaison.
e Passage a la limite dans des inégalités.
e Théoreme des suites extraites.
e Deux suites équivalentes sont de méme nature.
. Equivalents usuels en 0.
* TECHNIQUES :
e Etude de monotonie :

a) Signe de up41 — Up.-
Un+1

b) Pour une suite strictement positive : position de par rapport a 1.

n
¢) Lien avec la monotonie de f si uy,11 = f(un).

e (uy)n est bornée si et seulement si (Juy,|), est majorée.
e Etude de convergence :

a) (uy)n converge vers 0 si et seulement si (|uy,|), converge vers 0.

b) (un), converge vers ¢ si et seulement si (|u, — £|), converge vers 0.
e Etude de limites :

a) Opérations sur les limites, sinon ”forme indéterminée”.

b) Croissances comparées.

¢) Recherche d’équivalent.

d) Développement limité.

e Raisonnement par récurrence, adapté en particulier aux suites définies par une relation de

récurrence.

2. Suites usuelles

* DEFINITIONS :
e Suites arithmétiques, raison r.
e Suites géométriques, raison gq.
e Suites arithmético-géométriques.
e Suites récurrentes linéaires d’ordre 2, équation caractéristique.

* PROPRIETES, THEOREMES :
e Suite arithmétique : terme général, somme de termes consécutifs.

e Suite géométrique : terme général, somme de termes consécutifs (¢ # 1 ou ¢ = 1).

e Suite arithmético-géométrique : obtention du point-fixe ¢, suite auxiliaire géométrique.

e Expression d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 grace aux racines réelles ou complexes

de I’équation caractéristique.
e Limite de g™ selon les valeurs de gq.



3. Sommes, séries, produits
* DEFINITIONS :

e Sommes usuelles : arithmétiques, géométriques, télescopiques, du bindme.

e Produit d’entiers consécutifs : la factorielle.
e Série de terme général u,,, somme partielle de rang n.
e Série convergente ou divergente, somme d’une série convergente.
e Série absolument convergente.
e Séries usuelles :
a) géométrique, ou dérivée premiere ou seconde. Convergence ssi |g| < 1.
b) exponentielle. Convergence pour tout € R ou C.
c) télescopique. Convergence selon la nature de (uy)p.-
d) harmonique. Série divergente.

1
d) Z el Série convergente.

* PROPRIETES, THEOREMES :
e Somme des carrés d’entiers consécutifs.
e Linéarité des sommes, et des sommes de séries convergentes.

e Si E uy, converge, alors limw,, = 0. Critere de divergence grossiere.

e si u, > 0, alors E uy converge ssi les sommes partielles sont majorées.

e Théoreme de comparaison pour les séries & termes positifs.
e Théoreme d’équivalence pour les séries & termes positifs.
e La convergence absolue implique la convergence.
* TECHNIQUES :
e Changement d’indices dans une somme ou un produit.
e Inversion des sommes dans une somme double rectangulaire ou triangulaire.
e Pour montrer la convergence d’une série, se ramener a des séries usuelles, ou étudier la
convergence absolue, en utilisant les théoremes de comparaison ou d’équivalence.
e Pour le calcul d’'une somme ou de la somme d’une série convergente, se ramener & des sommes
usuelles. Eventuellement faire apparaitre un télescopage :
a) en suivant les indications de I’énoncé,
b) en écrivant en extension (avec ...),

c) en faisant jouer des ruses classiques, du type :
1 1

1
nin+1) n n+l
e Produit d’entiers pairs consécutifs :

ouln(l+ 1) =In(n+1) — In(n).

factoriser par 2 dans chaque terme et faire apparaitre 2" x n!
e Produit d’entiers impairs consécutifs :
compléter par les facteurs pairs manquants pour faire apparaitre (2n + 1)!

4. Limites, continuité
* DEFINITIONS :
e Limite finie ou infinie d’une fonction en xg € R ou 2y = £oo.

e Continuité en 29 € R. Continuité sur un intervalle réel I. Ensemble C°(I).
o Prolongement par continuité en g ¢ Dy.
o f=o0(g), f~y
0 o
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Limites des fonctions usuelles aux extrémités de leurs ensembles de définition.

e Toutes les fonctions usuelles sont continues sur leurs ensembles de définition, sauf la fonction
partie entiere.

e Opérations sur les limites, sur les fonctions continues.
e Croissances comparées.
e Unicité de la limite si elle existe.



e Théoreme de la limite monotone.
e Théoreme des gendarmes.
e Théoreme de comparaison.
e Passage a la limite dans des inégalités.
e Deux fonctions équivalentes en zy y ont le méme comportement.
° Equivalents usuels en 0, équivalents en +o0o des fonctions polynomiales.
e Théoreme des bornes.
e Théoreme des valeurs intermédiaires.
e Théoreme de la bijection continue.
* TECHNIQUES :
e Chercher d’abord a appliquer les regles d’opérations pour déterminer une limite.
e En cas de forme indéterminée, chercher a utiliser par ordre de priorité :
a) les croissances comparées,
b) un équivalent,
c) un DL.
e Se ramener en 0 pour étudier une limite problématique en xy # 0 :
en posant t =x —xg sizg € R
en posant t = % si xg = o0
g(x)siz<a

* Sifle) = {h(x) siz>a

continue par opérations sur R\ {a}. Faire I’étude de la continuité en a séparément si nécessaire.

avec g, h des fonctions usuelles (hors partie entiere), alors f est

. Dérivabilité
* DEFINITIONS :
o Dérivabilité de f en g € Dy, nombre dérivé. Dérivabilité sur un intervalle réel I.
e Classes de fonctions, ensembles C™(I), C*=(I).
e Notations : fO = f, fM = /.. f(" est la n-eme dérivée de f.
* PROPRIETES, THEOREMES :
e La dérivabilité entraine la continuité (et non le contraire!)
e Les fonctions usuelles sont dérivables (et méme de classe C*) sur leurs ensembles de définition
sauf les fonctions partie entiere, valeur absolue (en 0) et racines n-émes (en 0).
o f dérivable en z¢ ssi Cy admet une tangente non verticale en xy. Equation des tangentes.
e Opérations sur les fonctions dérivables.
e Théoreme de Rolle.
e Théoreme (égalité) des accroissements finis, inégalité des accroissements finis.
e Lien entre le signe de la dérivée et le sens de variation des fonctions.
* TECHNIQUES :
e Chercher & factoriser f’ pour étudier son signe! Tableau de signes si nécessaire.
e Si le signe de f’ ne s’obtient pas facilement, déterminer f” et en déduire les variations de f.
Un tableau de variations de f’ peut parfois donner son signe.
e Ne jamais développer le carré au dénominateur dans la dérivée d’'un quotient.

e Si les regles opératoires ne s’appliquent pas, étudier la limite du taux d’accroissement en xg
pour savoir si f est dérivable en xg.

h(z)siz >a

Faire I’étude de la dérivabilité en a séparément si nécessaire.

e Si f(x) = {g(m) ST e g, h des fonctions dérivables, alors f est dérivable sur R\{a}.

. Analyse asymptotique
* DEFINITIONS :

e Développement limité & l'ordre n (DL,,) de f en z.
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Unicité d’'un DL, s’il existe.



e Lien avec la parité des fonctions.
e f admet un DL en x ssi f est continue en xg.
e f admet un DL; en xq ssi f est dérivable en xg.
e Opérations sur les DL.
e Théoreme de Taylor-Young.
e DL usuels en 0.
x TECHNIQUES :
e Se ramener en 0 pour étudier un DL en zg # 0 :
en posant t =x —xg sizg € R
en posant t = % si kg = oo [développement asymptotique]
e Déduire d'un DL, (n > 2) en z( 'équation d’une tangente en xg, et les positions relatives
entre Cy et cette tangente.

7. Intégration sur un segment
* DEFINITIONS :

b
e Si f e C%[a,b]), alors / f = F(b) — F(a) ou F est une primitive de f sur [a, b].

e Interprétation en terme d’aire sous la courbe Cy.
e Valeur moyenne d’une fonction continue sur [a, b].
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Toute fonction continue sur un intervalle y admet des primitives.
e Théoreme fondamental de I’analyse.
e Réarrangement des bornes lorsque a > b.
e Linéarité de I'intégrale.
e Relation de Chasles.
e Croissance (positivité) de lintégrale.
e Inégalité triangulaire.
e Théoreme de la moyenne.
e Primitives usuelles.
* TECHNIQUES :
e Toujours commencer par essayer d’intégrer ”a vue”. Bien reconnaitre les primitives usuelles.
e Intégration par parties.
Par ordre de priorité : dériver In, dériver ¢™. Penser éventuellement & écrire f(t) =1 x f(t).
e Changement de variables. S’il n’est pas simple, il est donné par 1’énoncé.
e Détermination d’une limite d’une somme en reconnaissant une somme de Riemann.

8. Equations différentielles linéaires (EDL)

% DEFINITIONS :
n

o (E): Z ar(t)y™ (t) = b(t) est une EDL,, d’inconnue la fonction y de la variable réelle ¢.
k=0

Les fonctions continues ay, sont les coefficients de (E), la fonction continue b est le second-membre de (E).
e EDL homogene, EDLH associée a une EDL.
° Equation caractéristique d’'une EDLs a coefficients constants.
e Conditions initiales d’une EDL.
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Théoreme de structure pour I’ensemble-solution d’'une EDL.
e Principe de superposition pour une solution particuliere d'une EDL.
e Ensemble-solution d’'une EDL; & coefficients constants.
e Ensemble-solution d’'une EDLy & coefficients constants, obtenu grace aux racines réelles ou
complexes de son équation caractéristique.
e Théoreme de Cauchy, appliqué a une EDL,, avec conditions initiales, pour n =1 ou n = 2.
*+ TECHNIQUES :
e Bien repérer le type d’EDL. Distinguer les EDL homogenes et non homogenes.



10.

e Si le second membre est constant, chercher une solution particuliere constante.

e Penser a séparer le second membre en une somme et appliquer le principe de superposition.
e Méthode de variation de constante pour une EDL; a coefficients non constants.

e Pour une ED non linéaire, suivre les indications de 1’énoncé.

Intégrales généralisées
* DEFINITIONS :

e L’intégrale / f est généralisée (impropre) lorsque I n’est pas un segment [a, b].
I
e Intégrale faussement généralisée.

e Convergence ou divergence d’'une intégrale généralisée : limites d’une primitive F'.
f=lim F(z) — F(a) f=F(b) — lim F(a) f=lim F(z) — lim F(a)
[ T—b Ja,b] r—a Ja,b[ r—a

[a,b x—b
e Cas ou f est continue sur I sauf en un nombre fini de points.
e Intégrale généralisée absolument convergente.
o Intégrale de Gauss.
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Lindarité, croissance (positivité), relation de Chasles pour les intégrales convergentes.
e Théoreme de comparaison pour les fonctions positives.
e Théoreme d’équivalence pour les fonctions positives.
e La convergence absolue entraine la convergence.
* TECHNIQUES :
e Savoir repérer les extrémités de I en lesquels 'intégrale est généralisée.
e Sil'intégrale est généralisée aux 2 extrémités, traiter séparément les questions de convergence.
e Intégration par parties.
e Changement de variables.

e Utilisation de la parité (imparité) de f pour le calcul d’une intégrale généralisée convergente
sur un intervalle centré.

Complexes, trigonométrie
* DEFINITIONS :
e Fonctions sinus, cosinus, tangente, Arctangente. Nombres Arccos(x), Arcsin(z).

e Ensemble des nombres complexes, opérations dans C.

e Conjugué, module, arguments d’un complexe.

e Forme algébrique ou trigonométrique (exponentielle) d’un complexe, notation d’Euler.
* PROPRIETES, THEOREMES :

e |sin| <1, |cos| <1, cos® +sin® = 1

e Relations de symétrie (parité...) et périodicité de sinus, cosinus et tangente.

e Valeurs remarquables.

e Formules de trigonométrie pour cos et sin : addition, duplication, linéarisation de cos?, sin.

e Dérivées de cos, sin, tan, Arctan et composées.

° Equivalents en 0 de cos —1, sin, tan, Arctan. DL,, en 0 de cos et sin.

e Limites en 00 d’Artangente, asymptotes a sa courbe.

e Propriétés opératoires du conjugué et du module dans C.

e Inégalité triangulaire dans R ou C.

e Formules d’Euler, formule de Moivre.
* TECHNIQUES :

e Résolution d’équations du second degré dans R ou C, relations coefficients-racines.

e Résolution de 2™ = a dans C.

e Calcul de sommes trigonométriques vues comme parties réelles ou imaginaires de sommes
complexes géométriques ou du binéme.

e Lindarisation de cos? x sin?, anti-linéarisation de cos(nt), sin(nt).

e Transformation de Fresnel.



11. Polynomes

* DEFINITIONS :
e Polyndmes d’indéterminée X & coefficients dans K. Ensemble K[X].
e Degré, mondéme dominant, coefficient dominant. Ensembles K,,[X].
e Opérations sur les polynomes (somme, produit, composée, dérivée).
e Racine d’'un polynéme, ordre de multiplicité d’une racine.
e Divisibilité dans K[X].
e Polynome scindé.

* PROPRIETES, THEOREMES :
e K[X] est un espace vectoriel, K, [X] sont des sous espaces vectoriels.
e Degré d’une somme de polyndémes, d’un produit, d’'une composée, d’'une dérivée.
e « est racine de P ssi P se factorise par (X — «).
e Caractérisation d’'une racine o de multiplicité m.
e Théoreme de D’Alembert-Gauss.
e Racine complexe o d’un polynéme de R[X].

Factorisation par (X — a)(X —@) = X2 —2Re(a)X + |af*.

x TECHNIQUES :
o Identification des coefficients dans une égalité de polyndmes.
e Analyse des degrés ou des monomes dominants dans une égalité portant sur des polynomes.
e Repérer les racines évidentes pour factoriser un polynome.
e Etudier les dérivées successives d'un polynome pour trouver la multiplicité d’une racine a.
e Poser T = X2 pour factoriser un polynéme qui ne posséde que des puissances paires.
e Résoudre un systéme somme/produit & I'aide du trinéme X2 — SX + P.

12. Fonctions de 2 variables
* DEFINITIONS :
e Pavé de R?, pavé ouvert.
e Nappe d’une fonction f : R?2 — R.
e Courbes de niveau d’une nappe.

e Distance dans R2.

e Limite de f en (x9,70) € R2. Continuité.

e Dérivées partielles, d’ordre 1 ou 2. Gradient.

e Fonction de classe C!,C2.

e Extremum local. Point critique.
* PROPRIETES, THEOREMES :

e Opérations sur les dérivées partielles. Dérivées partielles de composées.

e Approximation & 'ordre 1 d’une fonction de classe C' sur un pavé ouvert de R2.

Lien avec le plan tangent a la nappe représentative.

e Le gradient s’annule en tout extremum local d’une fonction C' sur un pavé ouvert.

e Théoréme de Schwarz : si f € C2, les dérivées partielles d’ordre 2 commutent.

e Approximation & 'ordre 2 d’une fonction de classe C? sur un pavé ouvert de R2.
* TECHNIQUES :

e Déterminer des dérivées partielles.

e Déterminer un gradient.

o Déterminer I’équation d’un plan tangent & une nappe C'.

e Déterminer des points critiques.

e Etude d’un point critique par étude du signe de f(x,y) — f(z0, o).



Partie IT : Algebre

1. Systémes linéaires
* DEFINITIONS :
e Systeme linéaire, coefficients principaux, second membre, systéme homogene.

e Systeme compatible, ensemble-solution d’un systeme linéaire.
e Opérations élémentaires sur les lignes d’un systeme linéaire.
e Equations auxiliaires, variables (inconnues) libres.
e Pivot d’un systeme, rang d’un systeme. Systéme carré, systeme de Cramer.
e Déterminant d’un systeme carré de taille 2.
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Soit (S) un systeéme linéaire de taille n X p (n équations, p inconnues) et de rang r.
Alors:a) r <metr <p.
b) si r = n, alors (S) est compatible.
Sinon, il possede (n — r) équations auxiliaires.
c) sir =p et (S) compatible, alors (S) possede une unique solution.
Sir < p, il possede (p — r) variables libres.
d) si 7 =n = p, alors il est de Cramer et posseéde une unique solution.
e Un systeme homogene est toujours compatible.
e (S) de taille 2 x 2 est de Cramer ssi det(S) # 0.
* TECHNIQUES :
e Algorithme du pivot de Gauss. Utiliser en priorité des pivots égaux a 1.
Ne jamais utiliser un nombre inconnu comme pivot (il pourrait étre nul!)
Distinguer plusieurs cas pour traiter ces nombres inconnus.
e Savoir écrire convenablement ’ensemble-solution d’un systeme linéaire.

2. Matrices

* DEFINITIONS :
e Matrice de taille n x p a coeflicients réels ou complexes. Coeflicient M; ;.
e Matrices carrées, matrices colonnes, matrices lignes, matrices scalaires.
e Matrices triangulaires, diagonales. Matrice-identité I,,.
e Ensembles M, ,(K), M, (K), D,(K).
e Opérations sur les matrices : somme, produit par un scalaire, produit.
e Puissances d’une matrice carrée.
e Matrice inversible.
e Ecriture matricielle d'un systeme linéaire.
e Rang d’une matrice.
e Transposée M7 d’une matrice M.
e Matrices symétriques, anti-symétriques. Ensembles S, (K), A, (K).

* PROPRIETES, THEOREMES :
e Propriétés des opérations matricielles.
e Formule du bindéme pour des matrices qui commutent.
e Inverse d’'un produit de matrices inversibles, inverse d’une puissance d’une matrice inversible.
e M carrée de taille n est inversible ssi rg(M) = n.
e Inversibilité des matrices 2 x 2 a I’aide du déterminant, formule de I'inverse.
e Produits, puissances, inverses de matrices diagonales.
e Produits, puissances, inverses de matrices triangulaires.
e Propriétés de la transposition de matrices.

x TECHNIQUES :
e Le produit matriciel ne commute pas en général! Vérifier si les tailles sont compatibles.
e Savoir déterminer le rang d’une matrice par 'algorithme du pivot de Gauss.
e Savoir déterminer I'inverse d’une matrice inversible par la méthode de son choix.
e Apres le calcul de M~ penser & vérifier que MM~ (ou M~1M) donne bien I,,.



e Déduire d’une relation P(M) = 0 ot P est un polynéme de terme constant non nul le fait
que M est inversible, et trouver une expression de M ~! en fonction de M.

. Espaces vectoriels
* DEFINITIONS :
e Espace vectoriel (E, +,.), axiomes des opérations somme (+) et produit externe (.)

e Vocabulaire : vecteurs, scalaires. Combinaisons linéaires (CL), vecteur nul 0 ou Og ou 0.
o Espaces vectoriels usuels : K", K[X], M,, ,(K), F(I,R), C*"(I,R).
e Sous-espaces vectoriels. Exemple usuel de K, [X].
e Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs : Vect(F).
e Famille génératrice, libre (ou liée), base d’un espace vectoriel ou d’un sous-espace vectoriel.
e Dimension d’un espace vectoriel ou sous-espace vectoriel possédant une base finie.
e Coordonnées d’un vecteur dans une base.
e Bases canoniques de R", C”, R, [X], C,,[X], M, ,(K).
e Rang d’une famille finie de vecteurs.
e Matrice d’un vecteur ou d’une famille de vecteurs relativement & une base.
e Matrice de passage entre deux bases.
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Caractérisation d’un sous-espace vectoriel.
e Une intersection quelconque de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.
¢ 2 vecteurs forment une famille libre ssi ils ne sont pas colinéaires. FAUX a partir de 3 vecteurs.
e Toute famille contenant ﬁ est liée.
e Une famille de polynomes de degrés 2 a 2 distincts et ne contenant pas 0 est libre.
e Liens entre liberté, caracteur générateur, rang et cardinal d’une famille de vecteurs dans un
espace vectoriel de dimension n.
e Dimensions de sous-espaces vectoriels, lien avec l'inclusion.
e Le rang d’une famille de vecteurs est celui de sa matrice relativement a n’importe quelle base.
e F est une base ssi sa matrice dans n’importe quelle base est inversible.
e Formule de changement de bases pour un vecteur.
* TECHNIQUES :
e Connaitre dimensions et bases canoniques des espaces vectoriels usuels.
e Savoir montrer qu’une famille F est libre :
a) rg(F) = card(F)
b) F est une famille de polynémes non nuls de degrés distincts,

_>
c) F est une famille orthogonale de R™ ne contenant pas 0,

P
d) par définition : si Zaku_k) = ﬁ, alors Vk € [1,p], ar = 0.
k=1
e Savoir montrer qu’une famille B est une base de E (espace vectoriel de dimension n) :
a) si P = Mat¢(B) avec C base de E, on montre que P est inversible,
b) on montre que B est libre et card(B) = n,
c) on montre que B est génératrice et card(B) = n,
d) on montre que rg (B) = card(B) = n,
e) on montre que tout vecteur de E est une unique CL des vecteurs de B,
f) on montre que B est libre et génératrice.
e Savoir montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E :
a) F' = Vect(F) ou F est une famille de vecteurs de E,

b) FCE, 0cFetvVid,7 e€F YAeK, \T + 7 € F (stabilité par CL).

e Trouver les coordonnées d’un vecteur w dans une base B = (ey,...,e,) :
n

a) on exprime u = Z Aker : les A\, sont les coordonnées cherchées,
k=1
b) si on connait X = Matc(u), et P = Matc(B), on utilise : X' = P71 X.



4. Applications linéaires
% DEFINITIONS :

e Application linéaire (morphisme) entre deux espaces vectoriels E et F.
e Endomorphisme, isomorphisme, automorphisme.
e Ensembles L(E, F), L(E).
e Espaces vectoriels isomorphes.
e Noyau et image d’une application linéaire. Notations Ker(f), Im(f).
e Rang d’une application linéaire.
¢ En dimension finie, A = Matg ¢(f) relativement & des bases B de E et C de F.
o Application linéaire f : KP — K" canoniquement associée & M € M,, ,(K).
e Noyau, image d’'une matrice.
e Matrices semblables.
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Si f: E — F est linéaire, alors f(0g) = 0p.
e Caractérisation d’une application linéaire £ — F' :
Vu € E, f(u) € FetVu,ve E,VAeK, f(Au+v)=Af(u) + f(v).
e Somme, produit par une constante, composées d’applications linéaires.
e Si f est un isomorphisme, alors f~! est linéaire.
e Bijection réciproque de la composée de 2 isomorphismes.
e Les images directes ou réciproques de sous-espaces vectoriels par des applications linéaires
sont des sous-espaces vectoriels.
e [ est injective ssi Ker(f) = {ﬁ}, f est surjective ssi Im(f) = F.
e f est entierement déterminée par ses images des vecteurs d’une base quelconque de F.
e Théoreme du rang.
e Liens entre rg(f), les dimensions de E, F'| et I'injectivité ou la surjectivité de f.
e Si dim(FE) = dim(F), alors f injective < f surjective < f bijective.
e 1g(A) = rg(f) pour toutes bases B de E et C de F.
e Ecriture matricielle de f(u) = v : Y = AX.
e Correspondance des opérations matricielles et des opérations sur les applications linéaires.
e f bijective < A est inversible, et dans ce cas A~! est la matrice de f~! dans les mémes bases.
e Formule de changement de bases pour un endomorphisme : A’ = P~1AP.
e Deux matrices semblables représentent le méme endomorphisme dans 2 bases différentes.
* TECHNIQUES :
e Reconnaitre ’expression d’une application linéaire de RP dans R"™.
e Savoir déterminer le noyau de f, en résolvant I’équation f(u) = ﬁ
e Savoir déterminer le rang de f, en calculant le rang d’une matrice représentant f.
e Savoir utiliser le théoreme du rang pour déduire du noyau la dimension de l'image, ou
réciproquement.
e Savoir montrer que f est injective :
a) f endomorphisme en dimension finie et f est surjective,
b) rg(f) = dim(E),
c) Ker(f) ={0g} : si f(u) =0p, alors u = 0g.
e Savoir montrer que f est surjective :
a) f endomorphisme en dimension finie et f est injective,
b) rg(f) = dim(F),
)Im(f)=F:YveF, FueE|f(u)=n0o.
e Savoir montrer que f est un isomorphisme :
a) dim(F) = dim(F) et f est injective,
b) dim(F) = dim(F) et f est surjective,
¢) Ker(f) = {0g} et Im(f) = F.
d) montrer que : Vv € F, Jlu € E| f(u) = v.
L’expression de u en fonction de v donne l'expression de f~! car alors u = f~!(v).



5. Diagonalisation
* DEFINITIONS :
e Eléments propres d’une matrice carrée ou d’un endomorphisme : vecteur propre (VEP),
valeur propre (VAP), espace propre E). Ensemble des VAP : spectre.
e A ou f est diagonalisable ssi il existe une base de VEP.
e Ecriture d’un espace propre a I'aide d’un noyau : E (f) = Ker(f — A\d)
ou E)(A) =Ker(4A—\L,).
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Un espace propre est un sous-espace vectoriel de dimension > 1.
e f est diagonalisable ssi A = Matg(f) est diagonalisable, Sp(f) = Sp(A).
e A non inversible ssi 0 € Sp(A4), f non bijective ssi 0 € Sp(f).
e Des VEP associées a des VAP distinctes forment une famille libre.
e [ (ou A) posséde au maximum n VAP distinctes, et : Z E\ <n.
AESP
e A diagonalisable <& A = PDP~! avec P inversible et D diagonale,
P étant la matrice de passage de la base canonique vers la base de VEP considérée,
et les coefficients diagonaux de D étant les VAP de A.
e A est diagonalisable ssi elle est semblable & une matrice diagonale.
e f est diagonalisable ssi il existe une base dans laquelle sa matrice est diagonale.
e CNS de diagonalisabilité : f (ou A) est diagonalisable ssi Z E\ =n.
AESP
e CS de diagonalisabilité : si f (ou A) admet n VAP distinctes, alors elle est diagonalisable.
Dans ce cas, tous les espaces propres sont de dimension 1.
e Théoreme spectral : si A € S,,(R), alors A est diagonalisable en BON :
A= PDP~! avec PPT = I, et les espaces propres sont 2 & 2 orthogonaux.
* TECHNIQUES :
e Savoir reconnaitre que f(u) = Au avec u # 0 donne u VEP de f associé a la VAP .
e Savoir reconnaitre que AX = AX avec X # 0 donne X VEP de A associé a la VAP A.
e Lire les VAP d’une matrice diagonale ou triangulaire sur sa diagonale.
e Utiliser le théoreme spectral pour une matrice symétrique a coefficients réels.
e Déterminer les VAP en résolvant : A € Sp(f) < rg(f — Ald) <n
ou : A€ Sp(A) erg(A—AN,) <n
e Savoir étudier un espace propre et en déterminer une base.
Si on trouve Ey = {0}, alors il y a une erreur!
e Savoir écrire la matrice diagonale D constituée des VAP.

e Savoir constituer la matrice de passage P en juxtaposant des bases des E}, et en respectant
lordre des VAP dans la matrice D.

e Utiliser le déterminant pour trouver rapidement le spectre d’une matrice 2 x 2.
1
e Si les sommes des lignes de A sont constantes, poser X = | : | et calculer AX.
1
e Vérifier la cohérence des résultats en calculant la trace de A.
e Puissances d’une matrice diagonalisable A : preuve par récurrence que A¥ = PD*P~1

e Savoir traduire matriciellement des relations de récurrence linéaires sur des suites, des
équations différentielles linéaires ou des systemes différentiels linéaires.

6. Produit scalaire
* DEFINITIONS :
e Produit-scalaire (u,v) dans R™, norme ||u|| d’un vecteur.
e Vecteurs orthogonaux u L v.
e Ecriture matricielle du produit-scalaire : {(u,v) =UTV.
e Produit scalaire de 2 matrices colonnes. Matrices colonnes orthogonales.
e Famille orthogonale, orthonormale.
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e Bases orthogonales, orthonormales de R™ (BOG, BON).
e Orthogonal F+ d’un sous-espace vectoriel F' de R".
e Projection orthogonale p,. sur F.
e Distance entre deux vecteurs de R™.
e Distance d’'un vecteur u a un sous-espace vectoriel F'.
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Propriétés du produit-scalaire : symétrie, bilinéarité, positivité, définition.
e Inégalité de Cauchy-Schwarz. Cas d’égalité.
e Propriétés de la norme, absolue homogénéité, inégalité triangulaire.
e Théoreme de Pythagore.
e Toute famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul est libre.
e La base canonique de R"™ est une BON.
e La matrice de passage P entre deux BON vérifie : PPT = I,,.
® Py opy =pp, Im(p,) =F et Ker(p,) = F*.
e dim(F) + dim(Ft) = n.
e Expression de p, grice & une BOG (ou BON) de F.
e Propriétés de la distance dans R".
o d(u, F) = [[u—p, ()]
x TECHNIQUES :
e Savoir faire un schéma dans R? ou R3 pour illustrer une situation dans R”.
e Savoir normaliser un vecteur en divisant par sa norme.

e Savoir construire une BON d’un sous-espace vectoriel a partir d’'une base quelconque.
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Partie III : Probabilités

1. Dénombrement
* DEFINITIONS :

e Unions, intersections de parties A, B, ... d’'un ensemble E.
e Cardinal d’un ensemble fini A. Notation card(A) ou #A.
e Ensemble infini dénombrable, ensemble infini non dénombrable.
e Complémentaire d’'une partie A de E, notée A ou E \ A.
e Produit cartésien de 2 ensembles E et F'. Notation E X F'.
e p-liste d’'un ensemble de cardinal n : liste ordonnée de longueur p, avec répétitions possibles.
e p-arrangement : liste ordonnée sans répétition. Nombre de p-arrangements A?P.
e Permutation : arrangement de longueur maximale (p = n).

L. . . o gpis . n
e p-combinaison : liste non ordonnée sans répétition. Nombre de p-combinaisons : .
p

e Ensemble des parties d'un ensemble, notation P(E).
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Si ANB =g, alors #(AUB) = #A+ #B. Sinon, #(AUB) = #A+ #B — #(AN B).
o #(A) = #E — #A.
o #(E x F) = (#E) x (#F).

e Le nombre de p-listes est : nP.

n! ) .
e Le nombre de p-arrangements est : AP = { I sip<n,et0sip>n.
n—p)!
e Le nombre de permutations est : A7 = n!
n n!
e Le nombre de p-combinaisons est : ( > el ——T sip<n,et0sip>n.
p/)  pln—p)

o #(P(E)) =2".
e Expression du coefficient binomial (n> quand p = 0,1, 2.
p

e Formule de symétrie des coefficients binomiaux.

e Formule de Pascal : (n> + < " ) = <n + 1).
D p+1 p+1

-1
e Lemme du pion : p<n> = n(n ) sip>1.
p p—1

2. Bases des probabilités
* DEFINITIONS :

e Expérience aléatoire, univers, issue, événement.

e Evénement élémentaire, (quasi)-impossible, (quasi)-certain.

e Evénement contraire, événements incompatibles (disjoints).

e Systeéme (quasi)-complet d’événements : S(Q)CE.

e Espace probabilisé (2, T, P).

e Axiome des probabilités : P : T — [0,1], P(2) =1 et o-additivité.

A
e Probabilité uniforme (équiprobabilité) sur un univers fini : P(A) = %
P(ANB
e Probabilité conditionnelle : Pg(A) = W Notation alternative P(A|B).

e Evénements indépendants, mutuellement indépendants.
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Propriétés des probabilités : P(@) =0, P(A) =1—-P(A4), AC B= P(A) < P(B),
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB).
e Formule des probabilités composées (FPC).
e Formule des probabilités totales (FPT) associée & un S(Q)CE.
e Formule de Bayes.
* TECHNIQUES :
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4.

e Utiliser la FPT pour illustrer une disjoinction de cas.
e Savoir justifier la convergence d’une série obtenue par la FPT en invoquant la o-additivité.

e Lors d’une succession d’expériences aléatoires, exprimer les probabilités au rang (n + 1) en
fonction des probabilités au rang n grace a la FPT portant sur un S(Q)CE du rang n. Faire émerger
des relations de récurrence.

e Simplifier la FPC lorsque les événements sont indépendants.

Variables aléatoires (VAR)
% DEFINITIONS :
e X : ) — R variable aléatoire réelle. Univers-image X (2).
e Notation des événements : [X € I], [X < a], [a < X <], etc
e Fonction de répartition : Vo € R, Fx(z) = P(X < z).
e Indépendance de 2 VAR, indépendance mutuelle d’une suite de VAR.

e Moment d’ordre 1 : espérance. VAR centrée.
e Moment centré d’ordre 2 : la variance.
° Ecart-type, VAR réduite. VAR X* centrée-réduite associée a X.
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Propriétés des fonctions de répartition : croissance, limites en 4oo.
e Deux VAR ayant méme fonction de répartition suivent la méme loi.
e Si X admet un moment d’ordre r, alors X admet un moment a tout ordre s < r.
e Linéarité de 'espérance, sous réserve de convergence.
e Théoreme de Konig-Huygens.
e V(aX +b) =a?V(X) , sous réserve de convergence.
e LLemme des coalitions.
x TECHNIQUES :
e Obtenir la loi d’'un maximum M de VAR X,Y indépendantes :
Ve e R, [M <z]=[X <z]N[Y < z] donc en passant aux probabilités et par indépendance
Vr € R, Fy(z) = Fx(x) x Fy ().
e Obtenir la loi d’un minimum m de VAR X, Y indépendantes :
Ve e R, [m >z]=[X >2z]N[Y > 2] donc en passant aux probabilités et par indépendance
Vz € R, 1— F,(z) = (1- Fx(z)) x (1 - Fy(x)).
o Généralisation de ces méthodes dans le cas de n VAR mutuellement indépendantes.

VAR discretes
% DEFINITIONS :
e X : ) — R variable aléatoire réelle est discrete si 'univers-image X (Q2) est fini ou dénombrable.
Dans ce cas, X(Q) = {z;, i € I} avec I =[0,n] ou I =N.
e S(Q)CE li¢ & une VAR discréte X d’univers-image {z;, i € I} : ([X = xiDieI'
e Loi d’une VAR discrete : P(X = z;) pour tout ¢ € I.
e I'x est discontinue en z ssi x € X (Q).
e Espérance : convergence absolue de Z z; P(X = ;).
i€l
e Moment d’ordre r € N : convergence absolue de Z(xl)r P(X = ).
icl
e VAR discretes usuelles : certaine, uniforme, de Bernoulli, binomiale, géométrique, de Poisson.
* PROPRIETES, THEOREMES :
° Z P(X = z;) = 1. Il s’agit d’une somme finie, ou de la somme d’une série convergente.
icl
e Théoreme de transfert :
Y = ¢g(X) admet une espérance ssi Z g(x;)P(X = x;) converge absolument.
icl
e Espérance, variance des lois usuelles.
e Propriétés des VAR discretes usuelles.
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* TECHNIQUES :
e Vérifier qu'une formule P(X = z;) = p; donnée est la loi d’'une VAR discrete :
* on montre que : Vi, p; = 0,
% on montre que : Z p; = 1 (somme finie ou somme d’une série convergente).

K2

e Reconnaitre une loi de Bernoulli lorsque X (2) = {0,1}. Dans ce cas, p = P(X =1).

e Reconnaitre une loi binomiale : nombre de succes lors de la répétition de n épreuves
de Bernoulli, indépendantes, et de méme parameétre p.

e Reconnaitre une loi géométrique : rang du premier succes lors de la répétition d’une infinité
d’épreuves de Bernoulli, indépendantes, et de méme parametre p.

e Si X(Q) C N,alors: Vke N, P(X =k)=Fx(k)— Fx(k—1)

=PXZ2k-PX2k+1)

On obtient ainsi la loi de X grace a sa fonction de répartition, ou sa fonction de survie.

e Existence de 'espérance de X :

* si X (Q) est fini, alors X admet une espérance et E(X) = inP(X = ;).
=0

* si X (Q) est infini dénombrable, alors X admet une espérance ssi Z P(X = ;)
i€N
converge absolument. Dans ce cas, E(X) = Z z, P(X = ;).
ieN
e Existence de la variance de X : utiliser Konig-Huygens.
n

* si X () est fini, alors X admet un moment d’ordre 2 : E(X?) = Z(mi)zP(X =1;).
=0
* si X (Q) est infini dénombrable, alors X admet un moment d’ordre 2
ssi Z(xi)zP(X = x;) converge (absolument). Dans ce cas, E(X?) = Z(:ci)zP(X =x;).
€N iEN

5. VAR & densité
* DEFINITIONS :

T
o Densité de probabilité. X admet une densité fx ssiz € R, Fx(x) = / fx(t)dt.

e Espérance : convergence absolue de / t fx(t)dt.
R

e Moment d’ordre r € N : convergence absolue de / t" fx(t)dt.
R

e Lois usuelles & densité : uniforme sur [a, b, loi exponentielle, lois normales.
* PROPRIETES, THEOREMES :

e Pour une VAR X de densité fx et I intervalle réel : P(X € I) = /fx(t) dt.
I

En particulier : Va € R, P(X =a) =0.
e X admet une densité ssi F'x est continue sur R, et de classe C! sauf éventuellement en un
nombre fini de points. On trouve alors une densité de X en dérivant Fx.
e Théoreme de transfert :

Y = g(X) admet une espérance ssi / g(t) fx (t) dt converge absolument.
R
e Moments des lois usuelles a densité.

e Propriétés des VAR a densité usuelles.
* TECHNIQUES :
e Montrer que f est une densité de probabilité :
x f est positive ou nulle sur R.
x f est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.

* / f(t)dt converge et vaut 1.
R

e Pour étudier Y = f(X), avec X une VAR & densité, on détermine I'univers-image de Y.
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S’il est fini ou dénombrable, alors Y est une VAR discréte.

Sinon, on détermine la fonction de répartion Fy de Y. Si elle est continue sur R et de classe
C! sauf éventuellement en un nombre fini de points, alors Y admet une densité. Sinon, on sort du
cadre du programme de BCPST.

e X admet une espérance ssi / tfx(t) dt converge absolument.
R

e X admet un moment d’ordre 2 ssi / 2 fx (t) dt converge (absolument).
R

Dans ce cas, et on utilise Kénig-Huygens pour trouver la variance de X.

e Si X, Y sont indépendantes et a densité, alors X +Y admet une densité, donnée par le produit
de convolution de fx et fy :

Vo e R, frov(e) = [ felo-ofr@dt= [ fxOf@- b
R R
Savoir identifier l'intervalle o le produit fx (x—t) fy (t) est non nul, en distinguant éventuellement

des cas selon la valeur de z.

6. Couples de VAR discretes
* DEFINITIONS :

e Couple (X,Y) de VAR discretes. Loi conjointe du couple, lois marginales.
e Loi conditionnelle de X sachant Y.
e Covariance d’'un couple de VAR discrétes.
e VAR corrélées, non corrélées.
e XY indépendantes ssi la loi conjointe est le produit des lois marginales.
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Théoreme de transfert pour un couple de VAR finies :
E(9(X,Y)) = ZZg(:ci,yi)P(X =, Y = y;).
il jeJ
e Formule de Konig-Huygens pour la covariance.
e Propriétés de la covariance : symétrie, bilinéarité. Cov(X, X) = V(X).
e Variance d’une somme.
e [’indépendance implique la non-corrrélation.
e Pour des VAR indépendantes : espérance du produit, variance de la somme.
* TECHNIQUES :
e Savoir déterminer les lois marginales a partir d’une loi conjointe, en utilisant un S(Q)CE.
e Savoir retrouver une loi marginale a partir d’une loi conditionnelle et de I'autre loi marginale.

n p
e Savoir calculer E(XY') pour des VAR finies : E(XY) = Z Z Xy x P(X =2, Y =y,).
i=0 j=0
En déduire la covariance du couple (X,Y) grace au théoreme de Konig-Huygens.
e Si on connait les variances de X, de Y et de X +Y, savoir en déduire la covariance de (X,Y).
e Savoir montrer que X, Y sont indépendantes :
V(i,j)elIxJ, PX=uxz,Y=y)=PX=u1)xPY =y;).
e Savoir montrer que X, Y ne sont pas indépendantes :
H(Z,]) el xJ P(X:m“Y:yj);éP(X:xl) XP(Y:yj).

7. Théorémes limites
* DEFINITIONS :
e Moyenne empirique d’une suite de VAR.

e Convergence en loi pour une suite de VAR.
e Variance et écart-type empirique.
e Intervalle de confiance au seuil de confiance (1 — «).
e Intervalle de fluctuation au seuil (1 — «).
* PROPRIETES, THEOREMES :
e Inégalités de Markov, de Bienaymé-Tchebychev.
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e Loi faible des grands nombres pour la moyenne empirique d’une suite de VAR indépendantes,
de méme loi, admettant une variance.

e Approximation d’une loi binomiale par une loi de Poisson.
e Théoreme central-limite (T'CL) premiere forme.
e Approximation d’une loi binomiale par une loi normale.
e Théoreme central-limite (TCL) deuxieéme forme.
e Test de conformité & une moyenne.
e Test de conformité & une proportion.
* TECHNIQUES :
e Utiliser Bienaymé-Tchebychev pour :
* majorer la probabilité de [|X — E(X)| > ¢,
* minorer la probabilité de [|X — E(X)| < ¢],
e Utiliser le TCL pour faire des approximations. Si (Xj)r>1 sont indépendantes, suivent

une méme loi de moyenne p et d’écart-type o, alors pour n > 30 :
n

xS, = ZXk < N (nu,no?) approximativement,
k=1

S
* (Sp)* = = PN N(0,1) approximativement,
2

ov/n
1 n
x M, = - Z X — N(u, %) approximativement,
k=1

M. —
Mn 7 H N(0,1) approximativement.

[od

un

* (Mp)* =
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