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1. Séries numériques réelles

Exercice 1  Nature d’une série

Déterminer la nature des séries de terme général :

1. u, =n.n!

(=D

2. Up =

(2n)!
3. u, = 3 "cos?(5")
4. u, = n-1
37 —1
5. u, = e~Vn
.
6. u, =
Y n+1

. 1
7. u, = sin <3n>

8. u, = Arctan [ ———
n?4+n+1

Exercice 2  Utilisation des séries de référence

Pour les séries dont le terme général est donné, jus-
tifier la convergence et calculer la somme de la série.
Si besoin, préciser les réels x pour lesquels la série
converge.

1. uy, = ,nz=1
U 3 n
2. up =n(n+1)
— 1
3. un—n ntl o
n!
4
4. u, =

2n+ 1)(2n +3)
5. up=In{1—- —
(1-)

Exercice 3  Une série télescopique
n—1
n(n+1)(n+2)
1. Trouver trois réels fixés a, b, ¢ tels que :
1, u, = 4 + L + —
n n+l n+2

Pour n > 1, on pose : u, =

Vn >

2. Etudier la nature de la série de terme général
u, et, le cas échéant, calculer sa somme.

Exercice 4 Autour de la série exponentielle

Prouver la convergence et exprimer en fonction du
réel x les sommes des séries de terme général :
£C2n x2n+1

TR
R Oy

Exercice 5 Une somme classique

1. Soit z € [—1, 1] un réel.
Montrer que : Vn € N*,

5[

2. En déduire, apres avoir établi I'existence des
somines, que :

In(1 —z)

1—t

too oo k+1
i (-1)
m2=> or =D %
k=1 k=1

Exercice 6 Série de Bertrand

Pour tout entier n > 2, on pose S,

— ki n(k)

1. Etudier la fonction f définie sur [2, 4+o00[ par :

f(@) = x hi(:c) '

2. Minorer S,, a I'aide d’une intégrale portant
sur la fonction f.

3. En déduire la nature de la série de terme

général

kln(k)

4. Déterminer un équivalent de S,,.

Série de Madhava

1 P
p = de.
0 1+LL‘2

Exercice 7

1. Pour p € N, on pose : [

—_

Montrer que I, < T et déterminer la li-
p
mite de la suite (Ip)p>0

(1"
2n+1°

2. Pour n € N, on pose : u,, =

1
a) Vérifier que : u, = (—1)”/ " da.
0

n
=D

k=0
sous forme d’une intégrale, et en reconnais-
sant un terme de (I,),>0, prouver la conver-

gence et calculer la somme de la série de terme
général u,,.

b) Exprimer la somme partielle S,

Exercice 8 Série alternée

Soit (un)n>0 une suite décroissante de limite nulle.
n
On pose : Vn € N, v, = (=1)"u, et S, = Zvn.

1. Montrer que les suites extraites (Son)n>0 €t
(S2n+1)n>0 sont adjacentes.

2. Que peut-on en déduire ?



2. Théorie des probabilités

Exercice 9  Fauzx positif

On dispose d’un test de sérologie pour identifier une
maladie qui atteint 0.5% de la population.

Sur 99% des individus malades, le test est positif,
mais sur 2% des individus sains, le test montre une
fausse réaction positive. Un patient est testé positi-
vement. Quelle est la probabilité qu’il soit malade 7

Exercice 10 Le choiz des urnes

Soit un entier n > 2. On considére n urnes
numérotées Uy, ..., U,. Pour tout k € [1,n], 'urne
U}, contient n boules noires et 2k boules blanches.
On choisit au hasard une urne.

1. On pioche au hasard une boule de 'urne choi-
sie. Déterminer la probabilité p, que cette
boule soit blanche. On exprimera le résultat
sous la forme d’une somme sans chercher a
la calculer.

Etudier la convergence de la suite (pn,)n>2.

2. On suppose ici que n = 2. On pioche successi-
vement et avec remise deux boules dans 'urne
choisie. On note B; et Bg les événements :
< la boule piochée au 1°¥ (resp. 2°™¢) tirage
est blanche ». Les événements By et By sont-
ils indépendants ? Justifier.

Exercice 11  Urne de Pdélya

Soient b,n et ¢ des entiers naturels non nuls. On
considere une urne contenant initialement b boules
blanches et n boules noires, et on effectue des tirages
successifs d’'une boule de 'urne selon le protocole
suivant : a I'issue de chaque tirage, la boule tirée est
remise dans 1'urne, accompagnée de ¢ boules de la
meéme couleur. Pour tout entier naturel 7, on note
pi(b,n) la probabilité d’obtenir une boule blanche
au i®™° tirage, sachant que I'urne contenait initia-
lement b boules blanches et n boules noires.

1. En considérant le résultat du premier tirage,
montrer que : Vi > 2,

b
pi(b,n) = ——pi_1(b+c, n)""Lpifl(lﬁ n+c)

b+n b+n
2. En déduire que p;(b,n) ne dépend pas de i.

Exercice 12  Urnes alternées

Soit «,f deux entiers naturels non nuls. On
considere une urne U contenant « boules blanches
et 8 boules noires, et une urne V' contenant 3 boules
blanches et « boules noires. On choisit une urne puis
on tire une boule :

e si elle est blanche on la remet dans 'urne et
on tire la suivante dans U,

e si elle est noire on la remet dans 'urne et on
tire la suivante dans V.

On note U, 'évenement < le n-ieme tirage s’effectue
dans 'urne U >, V,, 'évéenement « le n-ieme tirage
s’effectue dans I'urne V > et B,, I’événement < le
n-iéme tirage apporte une boule blanche >.

1. Calculer Py, (By), Py, (Bn), Pp, (Bnt1) et
P5(Bnt1)-

2. On pose p, = P(B,). Donner une relation
entre p,41 et p,.

3. En déduire p,, si le premier tirage s’effectue
dans 'urne U, et si il est dans I'urne V.

4. Calculer la limite de la suite (py)n.
Exercice 13 Ecriture d’événements

On effectue une suite infinie de lancers de dés. Pour
k € N*, on note Ay I’événement « On obtient ’as
au lancer numéro k >.

1. Exprimer en langue francaise (et sans vocabu-
laire mathématique) les événements suviants :

+oo
(a) E= () Ak (b) F =[] Ax

k>4

() (14

2. On pose pour tout entiern > 0: C,, =

U A

k>n
Montrer que : Vn > 0, Cp11 C C,,.
3. Traduire en francais I’événement C' = m C,
et déterminer son contraire. nzl

4. Ecrire avec les A les événements suivants :

a) By, : < a partir du n®™° lancer, on n’a plus
que des as >.
b) B : < a partir d’'un certain lancer, on n’a

plus que des as ». On pourra passer par les
évenements B,,.

Exercice 14  Second succés

On lance indéfiniment un dé équilibré a p faces
numérotées de 1 & p (p > 2). Pour n > 2, on note
A, 'événement < obtenir une seconde fois 1 lors du
n®™e lancer ».

1. Déterminer a,, = P(A,) pour n > 2. Justifier
la convergence de la série de terme général a.,,
et calculer sa somme.

2. Que peut-on en déduire sur le systéme
d’événements (A, )p>2?



Chaine de Markov

Une puce peut se déplacer sur trois cases A, B, C.
A Vinstant t = 0, elle est sur la case A.
A linstant n € N, si elle est sur A ou B, elle
peut passer a linstant n + 1 sur les autres cases
de maniere équiprobable, et si elle est sur C, elle y
reste.
Pour tout entier naturel n, on note a,, b, et ¢, les
probabilités que la puce se trouve respectivement
sur A, B,C a l'instant n.

1. Soit n € N. Exprimer an41,bn4+1,Cnt1 €

fonction de a.,, b, et c,.

Exercice 15

2. Trouver une relation entre c,12,cpt1 €t cp.
En déduire ¢,, en fonction de n.
3. Calculer la probabilité que la puce finisse sur

C.

Exercice 16  Formule des probabilités totales

Soit une piece truquée dont la probabilité d’obtenir
pile est p € ]0,1[. On la lance jusqu’a l'apparition
du premier pile. On dispose d’une infinité d’urnes
(Upn)nen+ telles que, pour tout n € N*, l'urne U,
contient n boules dont une exactement est blanche.
Si le premier pile apparait au lancer k£ € N*, on tire
une boule dans 'urne Uy.

Calculer la probabilité que cette boule soit blanche.

Exercice 17  Séquence Pile-Pile-Face

On lance indéfiniment une piece équilibrée. On note
A, 'événement < on obtient au moins une fois PPF
avant le lancer n > et B,, I’événement : <« on obtient
pour la premiere fois PPF au lancer n >.

1. Montrer que :

1
Vn 2 3, P(A7L+1) = P(An)—Fg(l—P(An_g))

2. Justifier la convergence de la suite (P(An))n
et déterminer sa limite.

Exercice 18 Dénombrement

1. Un mot contient exactement p fois la lettre A
et g fois la lettre B. Combien ce mot possede-
t-il d’anagrammes ?

2. Soient n,p € N*. Combien existe-t-il
de p-uplets (z1,...,x,) d’entiers naturels tels

que 1 +...+x,=n"7

3. Soient m,n € N*. Combien y a-t-il de fagons
de placer m boules indiscernables dans n
urnes ?



3. Variables aléatoires

Exercice 19  Loi usuelle décalée 1

Soit p €]0,1[. Une machine fabrique des pieces
sans défaut avec la probabilité p. Ces pieces sont
controlées au fur et a mesure. Dés que l'on ob-
tient une piece défectueuse, on arréte la machine.
Soit N le nombre de pieces fabriquées sans défaut.
Déterminer la loi de IV, puis calculer son espérance
et sa variance.

Exercice 20 Loi usuelle décalée 2

Un commercant estime que la demande d’un cer-

tain produit saisonnier est une variable aléatoire X

a valeurs dans N dont la loi est donnée par :

P

VkeN, P X=k)=————

( ) (1 +p)rtt

1. Vérifier que I'on définit bien une loi de proba-
bilité pour X.

2. Reconnaitre la loi de X + 1. En déduire
I’espérance et la variance de X.

3. Connaissant son stock s, déterminer la proba-
bilité de rupture de stock.

Exercice 21  Tirages sans remise

Une urne contient n € N* boules numérotées de 1
a n. On tire une & une ’ensemble des boules. Pour
k € [1,n], on note X}, la variable aléatoire égale au
numéro de la k*™¢ boule tirée.

Déterminer la loi de X1, puis celle de X5, puis celle
de X}, pour k € [1,n].

Exercice 22  Loi de Bernoulli conditionnée

On dispose d'un dé équilibré et d’une urne conte-
nant une boule blanche. On effectue une suite de
lancers successifs avec le dé : a chaque fois que 'on
obtient un résultat différent de 6, on ajoute une
boule rouge dans 'urne et on effectue un nouveau
tirage. Si on obtient un 6, on extrait une boule de
I'urne, puis I'expérience s’arréte.

On note X la variable aléatoire égale au rang au-
quel on obtient le 6 et Y la variable aléatoire égale
a 1 si on extrait la boule blanche et 0 sinon.

1. a) Reconnaitre la loi de X.
b) Quelle est la probabilité d’avoir obtenu le
premier 6 au plus tard au k*™¢ lancer ?

2. Calculer la loi de Y.
On admettra que pour tout x €] — 1,1]

+oo "
In(l—2z) = —Z—.
n
n=1

réelles discretes

Exercice 23  Autour d’une loi binomiale

On considere une variable aléatoire X de loi bino-
miale B(2n, p). Donner la loi de Y = (X — n)? puis
calculer son espérance en utilisant I'espérance et la
variance de X.

Exercice 24  Loi a reconnaitre

Soit n et N deux entiers naturels non nuls. On
répartit au hasard n tickets de tombola entre N
personnes dont Alice. Soit X la variable aléatoire
égale au nombre de tickets recus par Alice.
Déterminer la loi, 'espérance, et la variance de X.

Exercice 25  Formule de transfert

1. Soit X une variable aléatoire de loi B(n,p).
1

X+1
2. Soit Y une variable aléatoire de loi de Poisson
de parametre A > 0.

1
Calculer a =E(Y +1) et b=E (Y—i-l>

Calculer I'espérance et la variance de

1
Vérifier que — < b. L’égalité est-elle possible ?
a

Exercice 26  Loi d’'un maximum

On lance 5 dés. On met de cotés les dés avec les-
quels on a obtenu un As et on relance les autres.
On répete l'opération jusqu’a ce qu’on ait obtenu
5 As. On note X le nombre de lancers effectués.
Déterminer la loi de X.

Exercice 27  Parité d’une loi binomiale

1. Soient n € N et a,b € R.
En développant (a+b)™ et (—a+b)™, calculer :

[n/2] n
2k1n—2k
<2k> a“"b

S=>
k=0
2. Soit N > 2 un entier. Quelle est la probabilité
pn d’obtenir un nombre pair d’As lorsque 1’'on
lance N fois de suite un dé équilibré ?
Exercice 28  Parité d’une lot de Poisson
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Pois-
son de parametre A > 0.
1. Exprimer sous forme de la somme d’une série :
er e et et —e N

2. Déterminer la probabilité des événements :
< X est pair > et < X est impair >.

3. On pose : Y (w) = { 20 Ss,linor(1W) o5t patt

Déterminer la loi de Y, puis calculer son
espérance.



Exercice 29  Loi quelconque

Un sauteur de haies saute successivement une in-
finité de hauteurs numérotées 1,2...n,... La pro-
babilité de sauter avec succes la hauteur n est 1/n.
On note X le nombre de haies sautées avec succes.

1. Déterminer la loi de X et vérifier que I'on a

bien : 0
Y P(X=k =1
k=1

2. a) Calculer E(X +1) et E((X +1)(X — 1)).
b) En déduire l'espérance et la variance de X.

Exercice 30 Premier succés sans remise

Une urne contient 2 boules rouges et n — 2 boules
blanches (n > 2). On tire successivement et sans
remise toutes les boules de 'urne. Soit X,, le rang
d’apparition de la premiere boule rouge.

1. Déterminer la loi de X,,.
2. Calculer e, = E(X,,).
Donner un équivalent simple de e,,.

Exercice 31  FEspérance d’une VAR entiére

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans IN
(X est alors dite entiére).

1. On suppose que X () C [0,n] pour un cer-
tain entier naturel n.

Mountrer que : E(X) = Z P(X > k).
k=1
2. On suppose que X admet une espérance.

+oo
Montrer que : E(X) = Z P(X > k).
k=1

Exercice 32 Probleme du collectionneur

Une urne contient une proportion p de boules noires
et une proportion ¢ = 1 — p de boules blanches. On
effectue des tirages avec remise d’une boule dans
cette urne jusqu’a obtenir des boules des deux cou-
leurs. Soit X la variable aléatoire égale au nombre
de tirages effectués.

1. Trouver la loi de X, et vérifier que
Y P(X=k=1
kEX ()

2. Montrer que X admet une espérance, et la
calculer.

Exercice 33  Numéros strictement décroissants

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n.
On effectue des tirages successifs avec remise jus-
qu’a obtenir une boule dont le numéro est supérieur
ou égal a celui de la boule précédemment extraite.
On note X, le nombre de tirages effectués.

1. Calculer P(X,, > j) pour j € N et en déduire
P(X, =j) pour j € N.

2. Calculer leur limite quand n tend vers +oo.

Exercice 34 Le compteur défectueux

Soit X une variable aléatoire de loi géométrique
de parametre p. Un compteur indique la valeur de
X, mais il est détraqué : si X prend une valeur
inférieure ou égale a N, il affiche bien cette valeur,
mais sinon il affiche un nombre entier au hasard
entre 1 et N. On appelle Y la variable aléatoire
affichée. Déterminer la loi de Y et calculer son
espérance.



4. Couples de variables aléatoires discretes

Exercice 35 Loi conjointe donnée

On considéere un couple de variables aléatoires
réelles (X,Y) & valeurs dans N? de loi conjointe
donnée par :

6_1

V(n,m) €N% P(X =n, Y =m) = 5o

1. Déterminer les lois des variables aléatoires X
et Y, et donner leurs espérance et variance si
elles existent.

2. Etudier I'indépendance de X et Y.
3. Calculer P2 < X <4,Y <2).

Exercice 36 B conditionnée par P

Le nombre de graines plantées dans un jardin est
une variable aléatoire N qui suit une loi de Poisson
de parametre \. Chaque graine a la probabilité p de
germer. Soit G le nombre de graines qui ont germé.

1. Préciser la loi de G sachant [N =
n € N.

n] pour

2. Déterminer la loi du couple (G, N).

3. Déterminer alors la loi de G ainsi que son
espérance et sa variance.

Exercice 37 VAR non indépendantes

Soit N > 1 un entier naturel. Dans une petite ville
proposant, trois hotels Hi, Ho et Hs, N personnes
choisissent un hotel au hasard. Soit X; la variable
aléatoire égale au nombre de personnes ayant choisi
de séjourner dans 1’hdtel H; (1 < i < 3).

1. Donner les lois de X3, X2 et X3. Rappeler
leurs espérance et variance.

2. Donner la loi de X; + X5.
3. Calculer ses espérance et variance.

4. Calculer la covariance de X et Xs.

Exercice 38 Somme de lois de Poisson

Soit A, p deux réels strictement positifs. Au péage
d’une autoroute, le nombre aléatoire X de véhicules
dans le sens Paris-Province suit une loi de Pois-
son de parametre A, et dans ’autre sens, ce nombre
aléatoire Y suit une loi de Poisson de parametre p.
On suppose les variables X et Y indépendantes.

1. Soit Z le nombre total de véhicules passant
au péage. Donner la loi de Z.

2. Soient k,n deux entiers tels que 0 < k < n.
Quelle est la probabilité que, sur n véhicules
passant au péage, k viennent de Paris?

Exercice 39 Awec des lois uniformes

Soit n € N*. Deux urnes contiennent chacune n
boules numérotées de 1 a n. On tire une boule de
chaque urne. On note X et Y les variables aléatoires
égales respectivement au plus petit et au plus grand
numéro tiré.

1. Calculer la loi du couple (X,Y).

2. X et Y sont-elles indépendantes ?

3. Calculer leur espérance.

4. Déterminer laloide Z =X +Y.
Exercice 40 Lois géométriques décalées
Soient X et Y deux variables aléatoires
indépendantes de méme loi donnée par :

1

On pose Z = max(X,Y) et T'=min(X,Y).
1. Trouver la loi du couple (Z,T), puis celles de
ZetdeT.

2. Z et T sont-elles indépendantes ?

Exercice 41  Loi du second Pile

La probabilité d’obtenir Pile lors du lancer d’une
piece est p €]0, 1[. On effectue une infinité de lan-
cers, indépendants. Soit X la variable aléatoire
égale au rang du lancer ou l'on obtient le premier
Pile, et Y la variable aléatoire égale au rang du lan-
cer ol ’on obtient le deuxieme Pile.

1. Rappeler la loi de X, son espérance et sa va-

riance.

2. Donner la loi du couple (X,Y) puis celle de Y.

Exercice 42 U conditionnée par U

Soit n € N*. On dispose de n urnes numérotées de 1
a n telles que pour tout k € [1,n], I'urne k& contient
des jetons numérotés de 1 a k. On choisit une urne
au hasard et on note X son numéro. On tire ensuite
au hasard un jeton dans cette urne, et on note Y le
numéro du jeton tiré.

1. Reconnaitre la loi de X et rappeler son

espérance.

2. Calculer la loi du couple (X,Y).
3. Donner la loi de Y et calculer son espérance.
4. Calculer la covariance du couple (X,Y).

Exercice 43  Comparaison de lois géométriques

Soient p,q €]0,1]. On considére des variables
aléatoires X et Y indépendantes qui suivent des lois
géométriques de parametres p, ¢ respectivement.
1. Déterminer la probabilité P(X =Y).
2. On suppose ici que p = q.
Justifier que P(X >Y)=P(Y > X).
Calculer alors P(X >Y).



Exercice 44  Ecart et min de lois géométriques

Soient X et Y deux variables aléatoires
indépendantes de méme loi géométrique de pa-
rametre p €0, 1[. Soient U, V les variables aléatoires
définies par :

U=|X-Y| e V=min(X,Y).

1. Donner la loi du couple (U, V).

2. Les variables aléatoires U et V sont-elles
indépendantes 7

Exercice 45 Awvec des lois de Bernoulli

Soit n > 1 un entier et p € [0,1] un réel. On
considere n variables aléatoires X1, ..., X, mutuel-
lement indépendantes de méme loi de Bernoulli de
parametre p.

Pour tout ¢ € {1,...,n— 1}, on note Y; = X; X; 41
et on définit la variable S, par :

n—1
S, = ; Y;.

1. Donner la loi de Y; pour ¢ € {1,...
En déduire ’espérance de S,,.

,n—1}.

2. Développer S,? puis calculer 1’espérance de
5,2

3. En déduire la variance de S,,.

Exercice 46  Sauts de puce

Une puce se déplace dans un repere orthonormé.
A Dinstant 0, elle est a ’origine. A chaque instant,
elle va soit vers le nord, soit vers le sud, soit vers
l’est, soit vers I'ouest de fagon équiprobable. Elle
saute d’une unité a la fois.

On désigne par (X,,,Y,,) les coordonnées de la puce
apres n sauts.

1. Sans chercher & déterminer la loi, calculer
I’espérance et la variance de X,,.
Utiliser les variables E,+O,, et E,—QO,, apreés
avoir défini les variables E, et O,.

2. Soit R, la distance du point a l'origine apres
n sauts.
Calculer E(R,?) et sa limite lorsque n tend
vers +00.



5. Dynamique des populations

Exercice 47 Une ED autonome

On considere I’équation différentielle (E) : y' = y2.
1. Déterminer toute solution contante de (FE).
2. Dans toute la suite, on suppose qu'une solu-
tion y de (F) vérifie y(0) # 0 et est définie sur
I=[0,af avec a € R% ou av = +00.
On admet alors que : Vt € I, y(t) # 0.
a) Que dire du sens de variations de y 7

Montrer que y garde un signe constant sur I.
!/

b) Intégrer (F) en constatant que y—Q =1.

Y
c) Préciser a et lallure de la courbe
représentative de y selon le signe de y(0).

Modeéle discret

L’évolution de 'effectif d’'une population donnée est
décrite par le modele suivant :

Exercice 48

Py>0
Ko P,
VneN, Pnppq=—2

P,+ K’

ou P, est I'effectif de la population étudiée a la date
n, Ko et K sont deux réels strictement positifs qui
ne dépendent pas de n tels que K; < K.

1. Montrer que P, > 0 pour tout n € N.

2. Montrer que Q,, = 1/P, est le terme général
d’une suite arithmético-géométrique.

3. En calculant la forme explicite de @,
déterminer le comportement de P, a 'infini.
Interpréter les résultats précédents en termes
d’évolution de la population.

Modeéle de Ricker

Soit p et K deux nombres réels tels que 0 < p < 1
et K > 0. Selon le modele de Ricker, I’évolution de
la population de cerfs peut étre décrite par la suite
(), définie par :

Exercice 49

g €N
VneN, z,41= xpet=en/K)

1. On pose pour z réel : f(z) = zer(1—2/K),
a) Montrer que I’équation f(z) = z admet 2
solutions notées a et 5 (a < B).
Que dire de (2, )nen si zg = ou 87
Que représentent concretement a et S pour
les populations de cerfs ?
b) Déterminer le tableau de variations de f.
¢) Etudier le signe de f(z) — 2 pour 2 > 0.
d) Donner ’allure de la courbe représentative
de f et de la droite d’équation y = .

2. On suppose dans cette question : xg €10, K|.

a) Déterminer les variations de (2,,),cn -

b) Etudier la convergence de cette suite.

3. Mémes questions qu’en 2. avec zg € [K, K/ ).

4. On suppose enfin que zg € [K/p, +0o0].

a) Conjecturer le sens de variations et la
convergence de la suite (z,,)neN-

b) Montrer qu’il existe un unique v > K/u
tel que f(v) = K.

¢) Etudier alors la convergence de (z,).

Exercice 50  Verhulst avec prélévement

On considere une population qui suit un modele de
croissance logistique. On décide de lui imposer un
quota de prélevement par unité de temps constant
p. On s’intéresse alors a I’équation différentielle sui-
vante :

(Ve) ¢ =71y (17%) —p

ou r, K, p sont des réels strictement positifs fixés.

1. Déterminer une condition sur p pour que (Vp)
possede au moins une solution constante.

i r
Dans la suite, on suppose p < o

Soient y; < y2 les solutions constantes de (V}).
2. Que dire de la somme y1 + y2 7
3. Dans cette question, on a choisi p de telle sorte

K
que y; = —. Soit y une solution de (Vp)

définie sur un intervalle I sur lequel elle est
strictement comprise entre y; et ys.

a) Déterminer une équation différentielle
vérifiée par z =y — y1.

b) Déterminer z. On pourra poser u = 1/z.
c¢) En déduire une expression de y sur I.
Représenter y,y1 et ys. Interpréter.

Modeéle de Johnson-Schumacher

Soient r et K deux réels strictement positifs. On
considere ’équation différentielle suivante :

(JS) y =ry (ln%)z

1. Calculer les solutions constantes de (J.5).

Exercice 51

2. Soit y une solution non constante de (JS5),
définie sur un intervalle I contenant 0 telle
que y(0) = yo €]0, K[ et ne prenant jamais
les valeurs 0 et K sur I.

a) Montrer que : Vt € I 0 < y(t) < K.

b) Déterminer y et I.
3. Soit yo € RY \ {K}. Déterminer la solution
de (JS) vérifiant y(0) = yo.

4. Représenter graphiquement les solutions pour
quelques valeurs de gy ainsi que les solutions
constantes de (J.S).



6. Espaces vectoriels

Exercice 52  Reconnaitre des s-ev

Quels sont les espaces vectoriels parmi les ensembles
suivants 7

1. Fj : ensemble des couples de réels (z,y) tels
que z = 2y.

2. Fs : ensemble des polynomes réels P tels que
deg(P) = 2.

3. E3 : ensemble des solutions de I’équation
différentielle z y” + (22 + 1)y’ + 3y = 0.

4. E4 : ensemble des solutions de l’équation

différentielle (22 — 1)y’ — 2z y = x €®.
5. Bs = {P e R[X] | P(1) = 0}.
Es
telles que f(x) =

: ensemble des fonctions f de R dans R
:)

(0] <x2
Familles de vecteurs

Exercice 53

Soit (u,v,w) une base d'un espace vectoriel E.
Déterminer le rang des familles suivantes, et
préciser si elles sont libres, génératrices ou des bases
de E.

u,u—2v+w, —v+w)

u— —w, w—u)
w, u— 20+ w)

.7:4 =u+v,u+w, —v+w)

—w,u—2v+w, u—3v+2w)

.U':“PJ!\’E‘

= (
= (
=(-
(
= (u

S-ev de R3 ou R*

Déterminer une base des espaces vectoriels sui-
vants :

E:{:Ey,zteR4 3x—2y+z—0}
F {:Ey,zt €R4 2x—y+t—w+2t—0}
G:{xy, €R3; 3

Exercice 54

x—2y:z:—x+y}

Nouwelle base
Soient les vecteurs u; = (2,1,
et uz = (3,0,1) dans R3.

1. Montrer que (u1, uz, uz) est une base B de R>.
2,-1,1) et

Exercice 55

_1)7 Uz = (27_1a 1)

2. Quelles sont les coordonnées de (
celles de (1,2, —1) dans B?

Exercice 56  Base de Ry[X]

1. Montrer que la famille constituée des po-
lynomes P, =14+ X+ X2, P, = -1+ X + X?
et P3=1— X + X? est une base de Ry[X].

. Etant donné (a,b,c) € R?, quelles sont les co-

ordonnées de P = a + bX + ¢X? relativement
a cette base?
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Exercice 57 Base des dérivées

Soient n € N* et P un polynoéme réel de degré n.
Montrer que (P, P’,P”,..., P(") est une base de
R, [X].

Exercice 58  Droite dans R3[X]
SoitE:{P€R3[X]|P( )= P'(0) = —O}
1. Montrer que E est un R-espace Vectorlel.

2. Déterminer une base de E et préciser sa di-

mension.

. Montrer que la juxtaposition de la base de F
trouvée précédemment et de la famille

F=(01+X1-X%1+X?%
est une base de R3[X].

Base de M3(R)
Dans E = M3(R), soient les matrices A, B,C, D :

=) 0-(

10

00
= (50) 2=(11)
Montrer que la famille (A, B, C, D) est une base de
F et donner les coordonnées d’'une matrice

_(TY
M_<zt

Exercice 59

10
10

11
00

quelconque dans cette base.

Exercice 60

S-ev de M3(R)

On considére ’ensemble E des matrices M de
M;3(R) de la forme

abec
cab
bca

M =

ott (a,b,c) € R3.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de

M;3(R) et en donner une base et la dimension.

Montrer que E est stable par produit matri-
ciel, et que tous ses éléments commutent.

Exercice 61 S-ev de fonctions

Soit E = C*(R). Pour a > 0, on note F, ’ensemble
des fonctions de E de la forme :
x— P(x)e® + Q(x)e
ou P et @ sont des polynomes de degré < 1
1. Montrer que F, est un sous-espace vectoriel
de F, et qu’il est stable par dérivation.
2. On considere les fonctions f; : x — €%%,
forxr—xe®™ fy3:xr>e et fux— xe 9T,
Montrer que B = (f1, f2, f3, f1) est une base
de F,. En déduire sa dimension.

Soit f € F,. Déterminer les coordonnées de f
et de f’ dans la base B.



7. Diagonalisation des matrices carrées

Exercice 62  Technique de diagonalisation

Calculer le spectre des matrices suivantes, étudier
leur éventuelle diagonalisabilité et, le cas échéant,
donner une matrice P inversible les diagonalisant.

3 -1 1 3 2
A1<2 0> As=|0 —2 -2

_ -39 8
A2:< 53)

—6 4 1 4 2

2 3 2 Ag=12 3 2
A3 =[0—-1-2 —4 —8 =5

00 1 L 10

-5 6 4 A= 1 3 0
Ag=|-45 4 -1-31

2 —2 -3

Exercice 63  Application : systéeme différentiel
On considere le systeme différentiel, d’inconnues les
fonctions x,y, z de la variable ¢ définies sur R et

donné par :

= x+3y+2z
(S) y = —2y—2z
2= -3z + 9y + 8z
(t) a'(t)
Soient Vt € R, X (t) = | y(t) | et X'(¢) = | ¥/(¢)

z(t) 2'(t)
1. Préciser la matrice A telle que le systeme
différentiel (S) équivaut a : X'(t) = AX(¢).
Rappeler des matrices D, P diagonalisant A.
On pose Vt € R, Y (t) = P71 X(t)
et on nomme u, v, w les fonctions telles que :
u(t)
v(t)

w(t)

VEER, Y(t) =

Justifier que u, v, w sont dérivables sur R.
Montrer que (S) < Vi € R, Y'(t) = DY (t)
puis déterminer des expressions pour u, v, w.

3. En déduire les solutions générales de (.59).

Exercice 64  Application : suites imbriquées
On définit trois suites par ug = 1, vg = 1, wy = 2
et pour tout n € N,

Up41 = —dUy + 6V, + 4w,

Up41 = —4u, + dv, + 4w,

Wpt1 = 2Uy — 20, — 3w,

Unp
Un
Wn,
la matrice A telleque Vn e N X, 11 = AX,,.
Rappeler des matrices D, P diagonalisant A.
2. Soit n € N. Calculer A™.

3. Déterminer u,,,v,,w, en fonction de n et de
U, Vo, Wo pour tout entier n.

1. On pose Vn € N, X,, = . Déterminer
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Exercice 65  Application : récurrence d’ordre 3
Soit (un)nen la suite telle que :
u =1, u1 =0, ug =1
Vn € N, upys = 6upto — 1lupyy1 + 6uy,
Upt2
Un+1
Up,

On pose : Vn e N, U,, =

1. Déterminer la matrice A telle que :
Yn €N, Uyy1 = AU,.

2. Montrer que : Vn € N, U,, = A" U,.

3. Diagonaliser la matrice A.

4. En déduire u,, en fonction de n.
Exercice 66  Polynome annulateur
Soient M une matrice de M, (K), A une valeur
propre de M et U un vecteur propre associé.

1. Soit k € N.
Exprimer M*U en fonction de X, U et k.

m
2. Soit Q = Z ¢ X" un polynéme & coefficients
k=0

dans K. Notons Q(M) la matrice Z qeM*.
k=0

a) Exprimer Q(M)U en fonction de @, A et U.
b) En déduire que si Q(M) est la matrice
nulle, et si A est une valeur propre de M, alors
A est une racine du polynome Q.

0100
0010
0001
1000

Calculer C4.
En déduire que : Sp(C) C {1,4,—1, —i}.

¢) Soit C' = e M4(R).

Exercice 67 Co-diagonalisation

1. Soient A, B € M,,(K). On suppose que A ad-
met n valeurs propres distinctes et que A et
B commutent (AB = BA).
a) Montrer que tout vecteur propre de A est
vecteur propre de B.
b) En déduire lexistence d'une base de
M., 1(K) constituée de vecteurs propres com-
muns & A et a B.

. On pose A = <_65 _32> et on veut résoudre
I'équation M? = A d’inconnue M € Mz (R).
a) Trouver des matrices D, P diagonalisant A.
b) Justifier que si M? = A, alors AM = MA.
¢) Montrer que M3 = A < N3 =D ou N est
une matrice a préciser.

d) Conclure.



8. Intégrales généralisées

Exercice 68  Techniques d’intégration

Etudier la convergence des intégrales suivantes.
Les calculer le cas échéant.

+oo +oo In(t
I = / ze ™ dz Is :/ #dt
0 1 t
+oo 1 +oo d
I, = / dt I = / -
1 tin(t) o x2+3x+2
—+o00 “+o0o
I3 = / _de Iy = / dze™ % dx
0 2x242x+1 0
1 1
1 In(x)
I4 = —dt Ig = / dx
0 \/IE o Vv 1—=x
+°° Arctan(z) +°° Arctan(z)
= —_— I = —
5 /1 2 | /m [+ a2

Exercice 69  Suite d’intégrales (1)

“+o0o d.’L'
Soit n € N*. On considere : I,, = / —_—
0 (132 + 1)”

1. Etudier la convergence de l'intégrale I,, pour

tout entier naturel n non nul.
Soit n € N*. Calculer I,, — I, al’aide d’une
intégration par parties.

Exprimer I,, en fonction de n € N*.

Exercice 70  Suite d’intégrales (2)

Soit n € N*. On pose :

+oo —z +oo
I, = / ©  dzetJ, = / €
0 0 (

—=d
n n+ x)? *

—T

T
1. Montrer que I, converge pour tout n > 1.

2. Montrer que la suite (I,,),>1 converge vers 0.
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3. Montrer que J,, converge et que J, o(Ip).

1
4. Montrer que : Vn > 1, I, = — — J,.
n

En déduire que I,, ~ —.
+oo n

Exercice 71  Fonction Gamma d’Euler
“+o0
On définit la fonction : I'(z) = / t" et dt.
0
1.
2.

Montrer que I'(z) converge pour tout = > 1.
Montrer, a ’aide d’une intégration par par-
ties, que : Vo > 1, T'(z + 1) = 2 '(x)

En déduire que : Vn € N*, I'(n) = (n — 1) !

Exercice 72  Des changements de variables

On pose I = /2 In (sinx) dz,
0

J:/iln(cosz)dx etK:/ ln(sin:c) dzx.
0 El

1. Montrer que lintégrale /W/2 In(z)dx est
convergente. ’

2. Soit g la fonction définie sur ]0,7/2] par :
g(z) =In(sinz) — Inz.
Etudier la convergence de / " g(z) dz puis
celle de I. ’

3. a) Montrer que I = J = K.

On pourra effectuer des changements de va-
riables affines.

mln2 1

5 5 (I+K).
¢) En déduire que la valeur de I, J et K.

b) Montrer que I + J = —



9. Variables aléatoires

Exercice 73  Simuler une loi exponentielle

Soient A > 0 et U une variable aléatoire suivant la
loi uniforme sur |0, 1].

1
Montrer que Y In(U) suit la loi exponentielle ().

Exercice 74 Loi de Weibull
Soit f la fonction définie par :

f(x) _ {ge—aﬂ/Q

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

si x>0
sinon

2. Soit X une variable aléatoire de densité f.
a) Déterminer la fonction de répartition de X.
b) Reconnaitre la loi de Y = X2,

Exercice 75 Loi usuelle décalée

Soit b > 0. On définit une fonction g sur R en po-

sant :
0
g(t) = { b
2t

1. Déterminer la constante b pour que g soit une
densité d’une variable aléatoire X.

2. Reconnaitre la loide Y = X — 1.
En déduire que X possede une espérance et
une variance, et les déterminer.

si t<1
si t>1

3. On note Z la variable aléatoire égale a la par-
tie entiere de X. Déterminer la loi de Z.

Exercice 76  Minimum et mazimum

X et Y sont deux variables aléatoires a densité,
indépendantes. On pose :
Z =max(X,Y) et T =min(X,Y).
1. On suppose que :
X <> U([-1,1]) et Y = U([0,1]).
Déterminer les lois, espérances et variances de
Z et T.
2. On suppose que :
XS EN) etY < E(p).
Reconnaitre la loi suivie par 7'
En déduire V'espérance de Z (on remarquera

que Z+T=X+Y).

Exercice 77 Loi de Cauchy
kq

Soit a > 0. On pose : Vz € R, f,(x) = prapt
a2+

ou k, est une constante.

1. Déterminer k, de sorte que f, soit une densité
de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire de densité f,.
X admet-elle une espérance 7 Justifier.

3. Dans toute la suite, on pose a = 1.
a) Déterminer la fonction de répartition d’une
variable aléatoire X de densité f;.

réelles a densité

b) Montrer que : 1
Vz > 0, Arctan(z) + Arctan <) = g

x
0.

Préciser un résultat similaire pour z <

f.
Etudier la fonction de répartition de Y sur
R_, puis sur Ry. Conclure.

¢) On pose Y =

Exercice 78  Loi triangulaire

Soit f la fonction définie par :

1+2x si —1<2<0
l—2z si0<<z<1

0 sinon

fz) =

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

2. Soit X7 et X9 deux variables aléatoires
indépendantes de densité f. On note
Y = min(Xl,Xg).
Montrer que Y est une variable a densité et
calculer une densité de probabilité de Y.

Exercice 79  Combinaison de lois exponentielles

Soit p €]0, 1], et a,b deux réels strictement positifs.
Une boit contient deux ampoules A et B indiscer-
nables mais dont les durées d’éclairement suivent
une loi exponentielle de parametres respectifs a et
b. On tire au hasard une ampoule de la boite, la
probabilité que A soit choisie étant égale a p. On
note X la variable aléatoire égale a la durée de vie
de 'ampoule issue de ce protocole.

1. Déterminer la loi de X.

2. Calculer son espérance et sa variance.

Produit de convolution (1)

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes
de lois respectives U([0, 1]) et U([0, 2]).

Déterminer la loi de X + Y. Calculer son espérance
et sa variance.

Exercice 80

Exercice 81  Produit de convolution (2)

Soit A > 0 un réel, et X et Y deux variables
aléatoires définies sur un méme espace probabilisé,
indépendantes, de loi exponentielle de parametre A.

1. Déterminer une densité de —X, puis une den-
sité de X — Y par convolution.

2. Vérifier que Z = |X — Y| suit une loi expo-
nentielle.

Exercice 82  Calculs avec le loi normale

Soit X une variable aléatoire suivant une loi nor-
male de moyenne 1 et de variance 2.
On pose Y = eX+1,
1. Justifier que Y admet une espérance et une
variance, et les déterminer.

2. Montrer que Y est une variable a densité, et
déterminer une densité de Y.
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10. Polynomes

Exercice 83  Factorisations

Factoriser dans C[X] puis dans R[X] les polynémes
suivants :

1. P=2X%—-14X + 12

2. Q=X*+X%2+1

3 R=X"+X*+X+1

4. 5=X*+4

Exercice 84  Applications trigonométriques

1. Factoriser dans C[X] le polynéme X6—X3+1,

puis en déduire la valeur de :

T n 5m n Vs
« = COS — + oS — + cos —.
9 9 9

2. Soient n € N*, et P, le polynéme défini par :
P,=(X+1)"-1.
a) Résoudre dans C 1’équation 2" = 1.
b) En déduire la factorisation de P,.
¢) Calculer de deux fagons différentes le
nombre P/ (0) :
« A Daide de la formule du binome,
x en utilisant la forme factorisée de P,.

n—1
km
d) En déduire 1 1 d in| — |.
) 1 aeduire la valeur egmn(n)

Exercice 85  Divisibilité
Soient # € R, n € N*.
On pose: P=X2—2cosf-X +1,
et Q = X?" —2cos(nf) - X™ + 1.
Montrer que @ se factorise par P.

Etude de degré

Etudier selon Uentier naturel n le degré de :
P, =(X2+1)" —2X™ + (X2 -1)"

Exercice 86

Exercice 87  Polynome compleze

Soit n > 2 un entier.
On pose : P, = (X +4)" — (X — i)™

1. Montrer que, pour tout n > 2, il existe un
polynéme @,, € R[X] tel que P, =iXQ,.
Factoriser dans C[X] le polynéme P,.
Indication déterminer les racines en
résolvant tout d’abord l’équation Z" = 1 et
justifier comment s’y ramener par un choix
de Z a préciser.
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Exercice 88  Polynomes de Tchebychev

On définit une suite (P, )nen de polynomes de R[X]
par la donnée de Py = 2, P; = X et la relation de
récurrence :

VnEN, Pn+2:XPn+1—Pn.

1. Calculer PQ, P3 et P4.

Pour tout n € N, déterminer le monéme do-
minant du polynome P,.

Soit z € C*.
Montrer que, pour tout n € N, on a :

1 1
Pn<z+f) =2"4+ —.

z 2"

Soit n € N*. On pose :

Vk € [0,n — 1], ozk:2cos(l+kz

2n n)
Montrer que ay est racine de P, pour tout
k € [0,n — 1]. Ces racines sont-elles deux a

deux distinctes ? Que peut-on en conclure ?

Exercice 89  Polynomes réels scindés

1. Soit P un polynoéme de degré supérieur ou égal
a 2, a coefficients réels et dont les racines sont
toutes réelles et simples :

P = aH(X — ag)
k=1

ota#0,p=22eta; < - <ap.

Montrer que P’ a également toutes ses racines
réelles et simples. Indication : on pourra uti-
liser le théoreme de Rolle sur des intervalles
bien choisis.

Soit P un polynome non nul, a coefficients
réels et dont les racines sont toutes réelles :

P
P=a][(X—apm

k=1
ota#0,a; < - <apetmy,...,my, € N*.

a. Montrer que, pour tout k € [[1’}?]]7 P se
factorise par (X — Oék)m’“_l.

b. Montrer alors que P’ a également toutes
ses racines réelles.



11. Applications linéaires

Exercice 90  Endomorphisme de R*

Soit (e, ez, e3,64) la base canonique de R*. On
considere ’'endomorphisme f de R* défini par

fler) =ex—e3, fle2) = —2ea + 2e3,

fles) =e1+es, fles) =e1+ex—e3+es.

1. Ecrire la matrice A de f dans la base cano-
nique.

2. Déterminer Imj et Kerf (bases et dimensions
attendues).

Exercice 91  Application linéaire a paramétre

Soit un réel m et f,, : R®> — R* définie par
f’m(a:a y7 Z) = (t7 u, v, 'UJ)

out=x+(m—1)y,u=2x—2y+2mz,v=y—4z
et w = 2mz.

1.
2.

Justifier que f,, est linéaire.

Donner la matrice A,, de f,, dans les bases
canoniques de R? et R*.

Déterminer le noyau et 'image de f,, suivant
la valeur du réel m.

. Quelles sont les valeurs de m pour les-
quelles f,, est injective ? surjective? un iso-
morphisme ?

Exercice 92 Matrices semblables

On considere les matrices M et M’ suivantes :

1234 1000
M=\(2345)etM =[(0100
3456 0000

On note u I'application linéaire de R? dans R™ dont
la matrice dans les bases canoniques est M.

1. Que valent pet n?
Donner une base de Ker u et de Im .

2. Montrer qu’il existe des bases de RP et de R™
dans lesquelles la matrice de u est M’.

Exercice 93  Endomorphisme diagonalisable

Soit u ’endomorphisme de R3 dont la matrice dans
la base canonique est :

1
2

1
M=10
1 -1

0
0
2

1. Vérifier que 1 et 2 sont valeurs propres de M.

2. L’endomorphisme wu est-il diagonalisable ?
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Exercice 94  Dérivation discréte

Soit n € N*. On considere I'application :
. R, [X] — R,[X]
"lP=Q

Vre R, Q(x) = P(x+1) — P(z).

ou :

1. Vérifier que f, est un endomorphisme de
R, [X].

2. Ecrire la matrice M; de f3 relativement a la
base canonique de R[X].

3. Est-ce que f3 est injective? Déterminer le
noyau de f3.

4. L’endomorphisme f3 est-il diagonalisable ?

Exercice 95 Diagonalisation dans R, [X]

Soient n € N, et g application définie sur R,,[X]
par :

g(P)=(X-1)P —P.

1. Justifier que g est un endomorphisme de
R, [X].

Pour tout k£ € [0,n], on définit le polynéme
P, = (X — 1)k

a) Calculer g(Py).

b) En déduire que g est diagonalisable.

L’endomorphisme ¢ est-il un automorphisme
de R, [X]?

Exercice 96 Polynomes de Lagrange

Soient n € N* et aq,...,a, des réels distincts deux
a deux. Soit f : R,—1[X] — R" définie par :

f(pP)= (P(al), ..., P(ay))
. Montrer que f est linéaire.

Montrer que f est injective. En déduire que f
est bijective.

On note (ey, ..., e,) la base canonique de R™.
Déterminer f~!(e;) pour i € [1,n].

Exercice 97  Multiplication a gauche

On pose A = (1 1

1 1) et on définit 'application
suivante :

f : MQ(R) — MQ(R)
M+— AM
1. Montrer que f est un endomorphisme de
My (R).

2. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?



Exercice 98 Mesure de commutation
Soient A = ((1) il))) et ¢ l'application de M3(R)
dans M3 (R) définie par p(M) = MA — AM.

. Vérifier que ¢ est une application linéaire.

. Déterminer la matrice de ¢ dans la base ca-
nonique de Ms(R).

. L’endomorphisme ¢ est-il injectif ? surjectif 7
Déterminer Im ¢ et Ker .

. Montrer que ¢ = 0.

. En déduire que ¢ n’est pas diagonalisable.

Utiliser exercice 58.
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Exercice 99  FEspace fonctionnel

Soit E l'espace vectoriel des fonctions polynomiales
réelles définies sur R” , de degré inférieur ou égal a
4. On considere 'application ¢ qui a toute fonction
P de E associe la fonction ¢(P) définie sur R, par :
1
Vz >0, ¢(P)(x) = P(z) + 22*P ()
x
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.
2. Exprimer ¢? en fonction de ¢ et de I'identité.
En déduire une relation vérifiée par les valeurs
propres de .
3. Montrer que ¢ est bijective et déterminer son
application réciproque.
4. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs
propres de ¢. L’endomorphisme ¢ est-il dia-
gonalisable ?



12. Produit scalaire sur R”

Exercice 100 Matrice symétrique réelle

On considére la matrice A de M3 (R) définie par :

A:

— =

11
11
11

1. Sans calculs, justifier que A est diagonalisable.

2. Calculer les valeurs propres de A et donner
les sous-espaces propres associés a ces valeurs
propres.

3. Donner des bases orthonormales des sous-
espaces propres de A.

4. En déduire une matrice P inversible diagona-
lisant A.

5. Préciser P71,

6. On considére la matrice B suivante :

122
212
221

B =

Exprimer B a l'aide de A et I3.
En déduire le spectre de B.

Plans dans R*

On considere I'espace vectoriel R* muni du produit
scalaire usuel. On pose F' = Vect(u,v) et

G = Vect(u,w) otu = (-1,1,-1,1), v = (1,1,1,1)
et w=(1,-1,0,1).

1. Trouver une base orthonormale de F et de G.

Exercice 101

2. Calculer la distance du vecteur (1,2,3,4) au
sous-espace F'.

Exercice 102  Base orthonormale de R3

On considere l'espace vectoriel R? muni du produit
scalaire usuel. On définit les vecteurs v, = (1,1, 1),
vy = (—2,1,1) et v3 = (0, —1,1).
1. Vérifier que la famille B = (v1, va, v3) est or-
thogonale. En déduire une base orthonormale
B’ de R3.
2. Soit u = (z,y,2) € R®. Déterminer les coor-
données de u dans la base B'.

Exercice 103  Projection sur un hyperplan de R*
On considere I'espace vectoriel R* muni du produit
scalaire usuel. On pose :
F={(z,y,z,t) eR* |z +y+ 2+t =0}
1. Montrer que la famille composée de
vy =(—1,1,0,0) , vo = (—1,0,1,0) et
vy = (—1,0,0,1) est une base de F.
2. Déterminer un vecteur non nul ws de
Vect (v, v9) orthogonal & v.
Déterminer un vecteur non nul wg de F or-
thogonal a vy et & ws.

3. Justifier que (v1,wsq,ws) est une base de F'.

4. On note p la projection orthogonale sur F.
Etant donné un vecteur v = (r,y,2,t) € R*,
exprimer p(v) en fonction de z,y, z et t.

5. Soit D = Vect(1,1,1,1). Quel lien y a-t-il
entre D et F'7

6. Retrouver le résultat de la question 4. en
déterminant I'expression de la projection or-
thogonale sur D.

Exercice 104  Endomorphisme de rang 1

Soit n € N* et u,v deux vecteurs non nuls de R”.
On définit une application f sur R™ par :

Ve e R"  f(z) = (u, z)v.

1. Montrer que f est un endomorphisme de R".

2. a) Montrer que f est de rang 1.

b) En déduire la dimension de Ker f.
c¢) Interpréter géométriquement Ker f.

3. a) Montrer que tout vecteur propre de f qui
n’est pas associé a la valeur propre 0 est dans
Im f.

b) Calculer g = fo f.

¢) Montrer que g est nul si et seulement si
v € Ker f.

d) En déduire que f est diagonalisable si et
seulement si v et u ne sont pas orthogonaux.

4. En notant U, V respectivement les matrices de
u et v sur la base canonique, écrire la matrice

A de f en fonction de U et V.

5. Calculer A2 et retrouver le résultat de la ques-
tion 3.c)

Exercice 105 Matrices positives
Soient n € N* et M € M, (R).
On pose S = MT M.
1. Montrer que S est une matrice symétrique.
2. Montrer que les valeurs propres de S sont po-
sitives.
Pour X vecteur propre de S, on pourra calcu-
ler XT SX de deur maniéres.
3. a) Montrer que Ker S C Ker M.
Pour X € M,1(R), on pourra étudier
|MX.
b) En déduire que Ker S = Ker M.
4. Montrer que les valeurs propres de S sont

strictement positives si, et seulement si, M
est inversible.
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13. Théoremes limites
Exercice 106 B(n,p) ~ P(np)
Dans une population, une personne sur cent est
centenaire. Quelle est la probabilité de trouver au
moins un centenaire parmi 100 personnes choisies
au hasard ? Et parmi 200 personnes ?
On utilisera Uapprozimation d’une lot binomiale par
une loi de Poisson.

Exercice 107  B(n,p) ~ N (np,npq)

On jette 12000 fois un dé équilibré.

Estimer par un théoréme d’approximation la proba-
bilité que le nombre de 6 obtenus soit compris entre
1800 et 2100, puis qu’il soit égal a 2 000.

Exercice 108

Une entreprise compte 300 employés. Chacun d’eux
téléphone en moyenne 6 minutes par heure.

Quel est le nombre de lignes téléphoniques que 1’en-
treprise doit installer pour que la probabilité que
toutes les lignes soient utilisées au méme instant
soit au plus égal & 2,5%?

Modélisation a trouver

Exercice 109 Les crocodiles

Un commando de soldats doit traverser une riviere,
heureusement infestée de crocodiles. La probabilité
qu’un soldat soit dévoré au cours de la traversée est
de 1/10. Combien faut-il envoyer de soldats pour
que la probabilité d’avoir au moins 300 personnes
sur lautre rive soit supérieure & 95 % ?

Avec Markov
Soit X une variable aléatoire d’espérance nulle et
de variance o2.
1. Soient a > 0 et t > 0.
a) Calculer E((X +t)?) en fonction d o et t.
o2 + 12
+1t)2°

(a

Exercice 110

b) Montrer alors que P(X > a) <

2. En déduire que :
2

Exercice 111  Awvec Bienaymé-Tchebychev

Soit p €]0,1[. On considére une suite (X,)neN-
de variables aléatoires indépendantes suivant toutes
une loi de Bernoulli de parametre p.
Pour tout ¢ € N*, on pose Y; = X; + X, et pour
Yl + -+ Yn

- .
1. Rappeler la loi faible des grands nombres.

Les variables Y,
indépendantes ?

tout n € N* on pose M,, =

aléatoires sont-elles

Calculer I'espérance et la variance de M,,.

Montrer que pour tout € > 0, on a :

lim P(|M, —2p| >¢) = 0.

n—-+oo
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Avec le TCL

Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de
moyenne m et de variance o2 # 0.

Exercice 112

1 n
Pour tout n € N*, on pose : M,, = — ZXi'
Lt
1. Rappeler la loi faible des grands nombres puis
calculer lirf P(M, < z) dans les cas ou
n—-+0oo

r<metz>m.

En utilisant le théoreme central limite, mon-

trer que lim P(M, <m)
n—-+oo

Montrer que (M,,) converge en loi vers une
variable aléatoire de loi a préciser.

Exercice 113  Test statistique

Une roulette possede 37 numéros. Sur 10000 par-
ties, le zéro est sorti 298 fois. Tester au risque d’er-
reur 5 % si la roulette est bien équilibrée.

Exercice 114

Lors d’un sondage sur 100 personnes interrogées, 60
pensent voter pour un(e) candidat(e) donné(e). On
modélise le choix par un échantillon (Xi,..., Xi00)
de variables indépendantes de méme loi de Bernoulli
de parametre p.

Test de conformité

1. Déterminer ’espérance et la variance de la
| oo

> X
=1

fré .. o
réquence empirique 100 2

On note F* la fréquence empirique centrée
réduite. Par quelle loi peut on approcher celle
de F*?

Calculer u tel que P(|F* < u) > 0,99, puis

montrer que la probabilité que p appartienne
a lintervalle

1C = [F—U\/p(ln_p);F—Fuy/p(ln_p)}

ou n est un entier a préciser, est supérieure a

0,99.

Montrer que : Vp € [0,1], p(1 —p) < 1/4.

En déduire que la probabilité que p appar-
tienne & [F' — u/20; F' + u/20] est supérieure
a 0,99.

Que pensez-vous des chances du(de la) candi-
dat(e) concerné(e) d’étre réellement élu(e) ?
Si on avait utilisé un échantillon de 1000
personnes et que 'on avait obtenu la méme
fréquence empirique, votre réponse serait-elle
modifiée 7



14. Fonctions de deux

Exercice 115 Calculs de dérivées partielles

Calculer les dérivées partielles des fonctions sui-
vantes, et tracer leur domaine de définition :

23y + 2z

1 fz,y) =LY YL
f(z,y) T

2. f(x,y):ln(l+$).
Yy

3. f( )_hlix

. l'7y —x2+y2_9.

y T
4. f(%y):;*';-

5 f(z,y) = VY.

Exercice 116 d ronds et d droits

Soit f la fonction définie par f(x,y) = 22 + %
Y

pour (z,y) € R x R*. Calculer :

L le), (),

b (o). S & (§oe0)

Exercice 117  Dérivée d’une composée

Soient f : R? — R de classe C? sur R?, et g définie
sur R? par : g(x,y) = f(ay,z —y).

Exprimer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de g
en fonction de celles de f.

Exercice 118 E’quation aux dérivées partielles

Déterminer les fonctions f : R® — R de classe C!
telles que :

g—i(x,y,z) = 2xy + 23
9 2
aiy(xvyaz) =T

of B 5
%(xayaz) = 3xz

variables

Exercice 119  Changement de variables sur R?

On considere I’équation aux dérivées partielles :
0? 02 02
g 0L 0T 0T
0x2  0xz0y 0Oy?
On souhaite intégrer (E) en utilisant le changement
de variables u = x + 2y et v =2 — y.

(E)

1. Montrer que l'on définit bien une fonction g
de R? & valeurs réelles en posant :

V(l‘,y)ERQ, f(x,y)zg(x—i—Qy,x—y)

2. Justifier que g est de classe C? sur R? et ex-
primer les dérivées partielles secondes de f en
fonction de celles de g.

3. Montrer alors que I'équation (E) équivaut a :

0%g B
oudv

4. En déduire les fonctions f solutions de (F).

()

Exercice 120
Etudier les extrema des fonctions suivantes :
1. f(z,y) =22 +y?> + 23
2. fla,y) =223 +32% +9% -2y
3. flz,y) =23 +ay+9°

Recherche d’extrema

Exercice 121

Soient a,b, ¢ trois réels tels que (a,c) # (0,0). On
considere la fonction g définie sur R? par :

Forme quadratique

q(z,y) = ax® + cy® + 2bxy.

On définit également le sous-ensemble S de R? par :
S = {(x,y) €R? 22492 = 1}. Enfin, on définit
sur I = [0, 27] la fonction ¢ par :
o(t) = q(cost,sint).
1. Justifier que ¢ admet un minimum m et un

maximum M absolus sur l'intervalle 1.
En déduire que ¢(S) = [m, M].

2. Soit f la fonction définie sur R? par
f(z,y) = q(z,y) —m||X[* ot X = (z,y).
Montrer que :

VX £(0,0) flay) = | XIS (”fq) .

3. En déduire que f est positive sur R2.

4. Calculer les dérivées partielles de f.
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