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1 Trigonométrie

1 Domaines de définition

Les fonctions sin et cos sont définies sur R.

La fonction tan est définie sur Di,, = U }—f + km, —

5 + k‘ﬂ'[
keZ

2 Régularités
Les fonctions sin, cos et tan sont de classe C*° sur leurs ensembles de définition.
3 Dérivées

e sin’ = cos et cos’ = —sin.

sint 1
Vt € Doy, tant = et tan't =1+ tan?(t) = ——
* tany BARE T st . w(t) cos?(t)

e Si u est une fonction dérivable sur un intervalle réel I, alors sin(u) et cos(u)
sont dérivables sur [ et : (sinu)’ =u’ X cosu et (cosu)’ = —u’ X sinu.

Si de plus u est a valeurs dans Di,y,, alors tan(u) est dérivable sur I et :

u/

tanu) = v x (1 +tan?u) = ————.
(tanw)’ =o' x (1 + tan®u) T

4 Encadrements ViceR, —1<sint<1 et —1<cost<1.

5 Pythagore vt € R, sin®(t) + cos?(t) = 1.

6 Symétries

e sin et cos sont 2m-périodiques, tan est m-périodique.

e sin et tan sont impaires, cos est paire.

eVt € R, sin(t+m) = —sint et cos(t +7) = —cost.
eVt e R, sin(mr —t) =sint et cos(m —t) = — cost.
eVt € R, sin(t + §) = cost et cos(t + §) = —sint.
eVt € R, sin(§ —t) = cost et cos(§ —t) =sint.

7 Equivalents et DL

e sin(t) ¥ t, tan(t) > t et cos(t)—1 ¥
e sin(t) = t—t>+o(t*) et cos(t) = 1-

8 Valeurs remarquables

" ol T | T | T |
6 4 3 2
V3 V2
el X2 X2 2
cos 5 5 2 0
dnt 0| 12131,
2 2 2
tant | 0 | = | V3]
an —
V3
9 Courbes représentatives
i i 1 i i y = tant
—27 - L0 Lo l /
e VAR 7 s /o

ormules daddition cos(a+0b) = os(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
- los daddit cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a +b) = Sln(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
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cos(2a) = cos?(a) — sin’(a)
= 2cos?(a) — 1

=1 —2sin?(a)

Formules de duplication

sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

N 1+ cos(2a)
Formules de linéarisation cos™(a) = -5
1- 2
sin?(a) = 1 — cos(2a)
2
11 Trigonométrie réciproque
e sin réalise une bijection de [-F, 7] vers [—1,1].

Sa bijection réciproque s’appelle Arcsinus.
Vo e [-1,1], Vt € [-F, 5], sin(t) = 2 < t = Arcsin(x)

o cos réalise une bijection de [0, 7] vers [—1,1].
Sa bijection réciproque s’appelle Arccosinus.
Vr € [-1,1], Vt € [0, 7], cos(t) = x < ¢t = Arccos(z)

e tan réalise une bijection de | — 7, Z[ vers R..

Sa bijection réciproque s’appelle Arctangente.
Ve e R, Vt €] — Z, Z[, tan(t) = & & t = Arctan(z)

2772
Wt
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S
t=x t = Arctanx
| | 0 | |
-5 —1 1 5
s
777777,,,,,777777,,,,7777_757 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
Arctan est de classe C* sur R et :
1 u'

Arctan’(z) = (Arctanu) =

1+ 22 1+ u?

Arctan x ST 1% + 1ab 4 o(2f)

11 Nombres complexes

1 Définitions

7 est un nombre vérifiant H

Un nombre complexe est de la forme z = a + ib ou a, b sont des réels.
a + b est la forme algébrique de z,

a est sa partie réelle et b sa partie imaginaire.

C ={a+1ib, a,b € R} est 'ensemble des nombres complexes.

iR = {ib, b € R} est 'ensemble des imaginaires purs.

Addition dans C : (a4 ib) + (o' + i) = (a+a') +i(b+ V)
Multiplication dans C : (a + ib) x (a’ + b)) = (aa’ — bY') + i(ab’ + a’b)
Conjugué dans C : a +ib=a —ib

Module dans C : |a + ib| = Va2 + b2.

Le module prolonge a C la valeur absolue dans R.

2 Propriétés de la conjugaison
¥ Z =2 1 1
_ * () =2 (z #0)

7 x zeR& 2=2
(z#0) 4 2R 247=0

*

2+ Z = 2Re(2)

*x z—z = 2iIm(z)

¥ z2X 2 =Zx 2
x* VneN, 27 = (z)" *(

w | R
N———
Il
SR

3 Propriétés du module

* |z] € Ry x [z| = | — 2| = 7| . }:ﬁ(z#o)
z z
*x |2] =0&2=0. oz x ] = |2] x| o B
Zl== 0
* |3 P (2 #0)

¥ 2" =|z[" (neN)

*

|24+ 2] < |2+ |2]

4 Autres propriétés

1 _ib _
x Forme algébrique de l'inverse : si z = a 4+ ib # 0, alors — = a-v _ =
z a4+ |z?

* Identité remarquable : V(a,b) € R?, a® + b* = (a + ib)(a — ib)

|22 =2Z|ou|lz| =V2Z

z+z z2—Z
t 1 =
et Im(2) 5

* Yz € C, Re(z) =
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5 Aspect géométrique

Dans le plan complexe, le point M (a,b) est I’image du complexe z = a + ib.

Ce complexe z est 1’affixe du point M.
Le module |z| est la distance OM : |z| = OM = ||OM]].
L’angle § = (Ox,OM) est un argument de z.

Ya

—b

Forme trigonométrique d’un complexe :
z = |z| X (cosf +isinf)
Notation d’Euler : ¢? = cos + isin@

Forme exponentielle d'un complexe : z = |z| x ¢ = re??

re
6 Propriétés de la forme exponentielle

+ Egalité sous forme exponentielle :

ret =r'e? wr=1"ct =0 +2kr, keZ

. . — . 1 1 .
% Conjugué : re? =re~? Inverse : — = —e~
re* r
i0 —if i0 —if
e’ +e . e —e
*+ Formules d’Euler : cosf = et sinf = o
)

« Produit : (re?) x ("e?") = r1/e!0+0)  Quotient : — =

! eit’

* Puissances : (re?)" = rnent?

*

Formule de Moivre : Vn € Z, (re?)" = rneni?
donc (cos 8 + isin0)™ = cos(nf) + isin(nb)

0

* Liens entre formes algébrique et géométrique : z = a + ib = re?

b
r=+va? + b2 cos9:g sinf=—- a=rcos@ b=rsinb
r r

7 Techniques de calcul dans C

a Expressions en fonction de cosf et sinf
n

, , n
cos(nf) + isin(nf) = e"? = (e’ = Z (k) (cos 0)* (i sin §)"—*
k=0
(bindme de Newton) donc en identifiant parties réelles et imaginaires, on
obtient les expressions de cos(nf) et sin(nd) en fonction de cos 6 et sin 6.

b Linéarisation de (cos?(m#)) x (sin?(nd))
emif + e—mit p 6'm.G _ efnw q
(cosP(md)) x (sin?(nh)) = ( 5 ) X ( 5 ) d’apres Euler
i
puis on développe (formule de Newton) et on regroupe (Euler).
On peut enfin exprimer le résultat sans puissance (utile par exemple pour
déterminer une primitive).

¢ Transformation de Fresnel

Soit z = a 4 ib = re’? € C*. Alors : Vt € R, acost + bsint = rcos(t — 6).

Ceci montre qu’une combinaison linéaire de cos et sin est encore une fonction
trigonométrique.

d Equations du second degré dans C

Soient a,b,c € R avec a # 0. L’équation (E) : az? + bz + ¢ = 0 admet :

o 2 solutions réelles z; = 71’;;/5 et 29 = % si A=0b%—4ac>0
e une unique solution-double (réelle) zg = — si A =0
e 2 solutions complexes conjuguées z; = biia V=R o 2o =27 i A < 0.

— 3
Factorisation : az? + bz +c=a(z — 21)(2 — 22)

si A#0
=a(z — 20)* si A=0.
Relations coefficients-racines : z; + 29 ou 2z = —3 et z1 X 2o ou (20)2 = g

e Racines n-eme dans C

Z = A+ iB = Re' est fixé, n € N*. Soit (F) 'équation : 2" = Z.
On cherche z sous forme exponentielle : z = re®?.
r=R'/"
0=¢/n+2kn/n, kel
Cas o1 n = 2 : on peut aussi chercher z = a + ib sous forme algébrique :
a? -’ =A (1)
2ab=B (2)
a’®+b* = A2+ B? (3)

En effectuant (1) + (3) on trouve a? et on peut conclure.

7

On a donc : (E) & r"e™? = Re'? < {



III Suiltes réelles

1 Vocabulaire

Une suite réelle (uy,)nen est dite :
e positive (resp : strictement positive) si :
VneN, u, >0 (resp : uy, >0)
e négative (resp : strictement négative) si :
Yn €N, u, <0 (resp : up <0)
e périodique de période T' € N* si :
Vn € N, Uptr = Upn
e majorée si :
dJMeR,VneN, u, <M
e minorée si :
JneR, VneN, u, >m
e bornée si elle est a la fois majorée et minorée, ce qui équivaut
a dire que (|up|), est majorée
e croissante (resp : strictement croissante) si :
Yn € N, tpt1 = up (TSP : Upy1 > Up)
e décroissante (resp : strictement décroissante) si :
Yn € N, tupt1 Sup  (1esp : Upyr < uy)
e monotone (resp strictement monotone) si elle est croissante ou
décroissante (resp : strictement croissante ou strictement décroissante).

2 Suites extraites

Soit (un)nen une suite réelle. On appelle :

e suite extraite de rangs pairs la suite (v) définie par :
Vn € N, v, = ua,

e suite extraite de rangs impairs la suite (w) définie par :
Vn € N, w, = uan41

3 Nature d’une suite (comportement asymptotique)
* (up)n converge vers £ € R si et seulement si :
Ve>0,INEN, Vn >N, [u, — | <e

* (up)n diverge vers +oo (resp : —00) si et seulement si :

VAeR, AINEN, Vn >N, u, 2 A (resp : u, < A)

8

4 Premieéres propriétés

x Unicité de la limite : Si une suite converge, alors sa limite est unique.

x La nature d’une suite est inchangée si on modifie un nombre fini de termes.

x Théoréme des suites extraites : Une suite est convergente si et seulement si ses
suites extraites de rangs pairs et impairs convergent vers la méme limite.

x Toute suite convergente est bornée. La réciproque est fausse.

5 Opérations sur les limites

¢ et ¢ désignent des réels.

* Somme
lim u,, / Y4 / +o00 | —00 | +0
lim v, A 400 | —00 | 400 | —00 | —00
Hm(up +v,) | £+ 8 | 400 | —00 | +00 | —o0 | FI
* Produit
lim w,, L | £>0|£<0 0 £>0|¢<0| 400 | —00 | +00
lim v,, 0| 400 | +00 | oo | —00 | —00 | +00 | —0 | —o0
lm(u, X vy,) | €0 | 400 | —c0 | FI | =00 | +00 | 400 | +0 | =0
* Inverse
limu, | ££0] 0| 0t | 0 | 00
. 1
lim — - FI | 400 | —0 0
U, Y4

6 Propriétés liées a 'ordre

a. Signe d’une suite de limite non nulle :

Si limu, = ¢ € R*, alors (u,) est positive (si £ > 0) ou négative (si £ < 0) a
partir d’un certain rang.

b. Passage a la limite dans une inégalité :

(un) et (v,) convergent et : Ang € N, Vn = ng, u, < vy 0U Uy < 0y
Alors, on a : limu, < limwv,



c. Théoreme des gendarmes :  (uy,), (v,) et (wy,) vérifient :

e les suites (uy) et (wy,) convergent vers la méme limite £ € R
e dng € N, Vn=ng, un<vp<wp
Alors, la suite (v,,) converge, et sa limite est /.

d. Produit d’une suite bornée par une suite convergente vers 0 :

Si (uy,) est bornée et (v,) converge vers 0, alors (u, X v,) converge vers 0.

e. Théoréme de comparaison :  Supposons : I3ng € N, Vn = ng, up, < vp.

e Si la suite (u,) diverge vers 400, alors la suite (v,,) diverge vers +oo.

e Si la suite (v,) diverge vers —oo, alors la suite (u,) diverge vers —oo.

f. Théoréeme de convergence monotone :

Toute suite réelle monotone posséde une limite (finie ou infinie).
e Toute suite réelle (u,) croissante et majorée converge
et lim u,, = sup {u,, n € N}.
e Toute suite réelle (u,) croissante et non majorée diverge vers +oo.
e Toute suite réelle (u,) décroissante et minorée converge
et limu,, = inf {u,, n € N}.

e Toute suite réelle (u,) décroissante et non minorée diverge vers —oo.

7 Suites adjacentes

Deux suites sont dites adjacentes si I'une est croissante, I’autre est décroissante,
et leur différence converge vers 0.

x  Théoréme des suites adjacentes
Deux suites adjacentes sont convergentes, et leurs limites sont égales.
De plus, on a (en appelant (u,,) la suite croissante) :

VneN, ug <u, <<, <vg

8 Comparaison des suites

(un) est négligeable devant (vy,) ssi : lim a—

On note : u, = o(vy).

u
(un) est équivalente & (v,) ssi : lim — = 1.  On note : u, ~ vy,.
Un

Deux suites équivalentes sont de méme nature.
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Opérations sur les équivalents : (an,), (bn), (cn) et (d,) sont quatre suites réelles

et o est un réel fixé.

e si a, = o(by), alors a,, + b, ~ by, si an ~ by, alors (a,)* ~ (b,)*

e a, ~ b, siet seulement si b, ~ a, Si ap ~ by et cp ~ dy,

e sia, ~ b,, alors aa, ~ ab, alors ay, ¢, ~ by, dy,

e sia, ~ b, et b, ~cy,, alors a, ~ c,

. an
sia, ~ b, et ¢, ~ d,, alors — ~

e sia, ~ by, alors |a,| ~ |by] n

Croissances comparées :  On note ici << le fait d’étre négligeable devant.

Soient a, 8 > 0 et a > 1 trois réels. Alors on a :
(Inn)* << nf << a" << n! << n®

(up) est une suite réelle convergente vers 0. Alors :

In(1 4+ up) ~ up,

Equivalents usuels en O :

o sinu, ~ u,

e tanu, ~ u, wu

en —1 ~u,

(un)2

e cosu, — 1~ — > (1+u,)* =1~ au,

(Va e R)

Autre équivalent usuel :

Une suite polynomiale est équivalente a son monome dominant.

Si P(x) = ap+ a1z + - + agz? avec ag # 0, alors P(n) ~ agn?

11

bn
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IV Suiltes récurrentes usuelles

1 Suites arithmétiques

Soit » € K. On appelle suite arithmétique de raison r toute suite (u,) définie
par la relation de récurrence : Vn € N, upq11 =u, +7

Vn € N, u, = ug +nr

Terme général :
E— Vn,p € N, u, = up + (n—p)r

(up +un)(n —p+1)
2

sip<n

n
Somme de termes consécutifs : E U =
k=p
On retient : (nombre de termes de la somme) x (moyenne des termes extrémes)

Nature : soit (u,) une suite arithmétique réelle de raison 7.

* sir > 0, alors limu,, = 400
* sir <0, alors limu,, = —oc0
x si r =0, alors (u,) est constante, et converge vers ug.

2 Suites géométriques
Soit ¢ € K. On appelle suite géométrique de raison ¢ toute suite (u,,) définie

par la relation de récurrence :  Vn € N, up41 = ¢ X up

L Vn €N, u, =uy X ¢"
Terme général : .
I — Vn,p € N, up =u, x ¢ P (sig#0oun>p)

Somme de termes consécutifs :

" 1— gt
Up X si 1
Pourpgn,ona:Zuk: P 1—g¢ 97
k=p (n—p+ ug sig=1

1— raisonnombre de termes

Retenir si ¢ # 1 : S = (premier terme) x .
1 — raison

Nature : soit (u,) une suite géométrique réelle de raison g.
Si ug = 0, alors (uy,) est la suite nulle. Sinon :
x sl |q| < 1,alors limu, =0
encore valable dans C
% si|g| > 1,alors lim |u,| = +00

x si ¢ = 1, alors (uy,) est constante, et converge vers ug
* si ¢ < —1, alors (uy,) diverge de seconde espece
x si g > 1, alors lim u,, = 00 selon le signe de uy.

12

3 Suites arithmético-géométriques
Soient a,b € K. On appelle suite arithmético-géométrique toute suite (u,)
définie par la relation de récurrence : Vn € N, up41 =a X up, + b

Suite auxiliaire : Sia # 1, soit £ 'unique point-fixe de la relation de récurrence :

¢ =al+b. Alors la suite (v,,) définie par : Vn € N, v,, = u,, — £, est géométrique
de raison a.
Yn €N, u, =v, + €= (ug—£)a™ +¢

En particulier, si |a| < 1, alors limu,, = .

Terme général :

4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Une suite (uy,) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 lorsqu’il

existe a,b € K, avec b # 0, tels que :  Vn € N, up12 = atpt1 + bu,

Equation caractéristique : sia,b € R,on pose (E):r?=ar+bs r’—ar—b=0
de discriminant A = a2 + 4b.

e si A > 0, alors ’équation (E) admet deux solutions réelles r1 et rs.
e si A =0, alors ’équation (E) admet une solution-double réelle ry.
e si A <0, alors I’équation (F) admet deux solutions complexes conjuguées
z=re"? et Z=re .
Terme général d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients réels :
e siA>0,3JA,BeR,VneN, u, =Ax (r1)"+ B x (r2)"™.
e siA=0,3A,BeR,VneN, u, =(An+ B) x (ro)"
e siA<0,3A,BeR, VneN, u, =r"(Acos(nd) + Bsin(nh))

Méthode : on détermine A, B en résolvant le systéeme donné par les 2 premiers
termes de la suite.

13



v Fonctions : limites, continuité

1 Limites

x f a pour limite £ € R en zy € R si et seulement si :
Ve >0, 3a>0, Ve € DyNlxg — a,z0 + af, [f(z) -4 <e

x f a pour limite +00 en xg € R si et seulement si :

fl@y=M (lim f = +00)
VM e R, 3a >0, Vz € Dy N]xo—a, o+, ) < M (lfronf B —oo)

x f a pour limite £ € R en +o00 si et seulement si :
Ve >0, Ja € R, Vz € DyN]a, +oo|, |f(z) — 4] <e

x f a pour limite +00 en +oo si et seulement si :

f(x)
f(x)
Méthode : pour déterminer une limite, on utilise les regles opératoires.
Il faut savoir identifier les éventuelles formes indéterminées, du type :

14

0
7= 120, o0® et Q°
o0

(lim £ = +oc)

=
<M (i = o)

VM e R, Ja € R, Vz € DyN]a, +o0,

o0 — 00, 0 X oo,

Pour ces 3 dernieres formes indéterminées, on utilise la forme exponentielle.
Pour lever une indétermination, on utilise : un résultat de croissances comparées,
une régle sur les fonctions polynomiales ou rationnelles, un équivalent, un DL.

x Regles des fonctions polynomiales ou rationnelles :

Les limites en +00 sont celles du monéme dominant ou du quotient des monomes
dominants. Les limites en 0 sont celles du monoéme de plus petit degré, ou du
quotient des monoémes de plus petit degré.

x Croissances comparées :

. ePT Vn e N* VB >0, lim 2"e* =0
Ya > 0,V6 > 0, mgrfoo ;CT =+ T——00
; a B _—
Inz)? Va>0,V5 >0, lim z%Inz|” =0
Yo > 08>0, lim (“f) — —
xr o0 €T

2 Propriétés des limites 2o € Rouzo = +oo, et £,/ € R.

Passage a la limite dans une inégalité

e Silimf=~/etsi f>0ouf>0sur un voisinage de zq, alors ¢ > 0.
o

eSilimf=2/¢1limg=/, et f<gouf < gsurun voisinage de xq, alors £ < .
o o

14

Théoréeme d’encadrement (des gendarmes)

Silimf=Ilimh=~/etsif<g<hsur un voisinage de xg, alors limg = /.
) xo xo

Théoreéme de comparaison

e Silimf = +o00et f < g, alors limg = +o0.
xo Zo

e Silimg= —o0 et f < g, alors lim f = —oc0.
xo xo

Théoreme de la limite monotone

Soit f une fonction monotone sur un intervalle de bornes a et b.
Alors f admet en a et en b des limites finies ou infinies.

3 Négligeabilité, équivalence

x f est négligeable devant g en zq ssi : lim M =0. On note: f =o(g)
T—T0 g(x) Zo
. Co fle) .
x f et g sont équivalentes en zg ssi: lim ——= =1. On note : f ~ g.
o g(g:) z0

e Deux fonctions équivalentes ont méme comportement asymptotique :
sif~getlimg=/¢ecR U {400,—00}, alors lim f = /.
xo xo Zo

e On peut multiplier des équivalents : si f ~ g et h ~ k, alors fh ~ gk.
xo xo Zo

e On peut diviser des équivalents : si f ~ get h ~ k, (h#0), alors / ~
o o

h o

ElNS

e On peut élever a une puissance « fixée un équivalent :
si f ~ gavec f>0oug >0 sur un voisinage de xg, alors f* ~ g¢.
xo Zo
e On peut composer a droite un équivalent :
si f~getsilimp=uzg,alors fop~ gogp.
xo 1 x1

e Regle de la souris et de I’éléphant : si g = o(f), alors f+¢g ~ f
o Zo

4 Equivalents usuels

sin(t) ¥ t

1
cos(t) — 1 ¥ —§t2

tan(t) AOJ t ln(l + t) f(\)f t

exp(t) —1~t (1—&—1&)&—13/0&

0

Une fonction polynomiale ou rationnelle équivaut en +00 a son monoéme de plus
haut degré (ou au quotient de ses mondmes de plus hauts degrés), et en 0 & son
monome de plus bas degré (ou au quotient de ses monémes de plus bas degrés).
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5 Continuité
* f est continue en zy € Dy si et seulement si : lim f(x) = f(xo).
T—rT0

* f se prolonge par continuité en xo ¢ Dy si f possede une limite ¢ finie en .

On pose alors : f(x) = {f(j) S.l v €Dy
siz = z0

6 Théoremes des fonctions continues

Théoreme des bornes atteintes

Soit f une fonction continue sur un segment [a, b].

Alors f est bornée et atteint ses bornes :
de,d € [a,b] | Va € [a,0], f(c) < f(z) < f(d).

Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
Va,be I, Yy e R, f(a) <y< f(b)=3cel|y= f(c).

Théoreme de la bijection continue

Soit f une fonction continue et strictement monotone définie sur un inter-
valle I. Alors f réalise une bijection de I vers f(I).

Sa bijection réciproque f~1 est continue de f(I) vers I, strictement monotone et
de méme monotonie que f.

De plus, si I est un intervalle de bornes a et b, alors f(I) est un intervalle de
bornes llgI}Z fx) et }:13}) f(x), de méme type que I (ouvert, fermé, semi-ouvert).
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vl Fonctions dérivables

1 Définitions
f(a)

* f est dérivable en a € Dy si et seulement si A, (h) = admet

fa+h) ~ f(a
h

une limite finie quand h tend vers 0 (h # 0). On note alors cette limite f/(a).

x f'(a) est le nombre dérivé de f en a. La fonction a — f’(a) est la fonction
dérivée de f.

* Soit k € N. Une fonction de classe C* est une fonction k-fois dérivable, et
dont la k-éme dérivée est continue. On note : f € C*(I).

* C°(R) désigne I'ensemble des fonctions continues sur R,

% C1(R) désigne I'ensemble des fonctions f dérivables sur R, et dont la dérivée
f' est continue sur R.

*x C°(R) désigne I'ensemble des fonctions infiniment dérivables sur R.

2 Propriétés
* f est dérivable en a € Dy si et seulement la courbe représentative de f admet

en son point d’abscisse a une tangente non verticale 7.
Dans ce cas, f'(a) est le coefficient-directeur de T, d’équation :

y = f'(a)(z —a)+ f(a).
% Si f est dérivable en a, alors f est continue en a. La réciproque est fausse.

x Toutes les fonctions usuelles sont de classe C°° sur leurs ensembles de
définition, SAUF :
e la fonction partie entiere, discontinue sur Z,
e la fonction valeur absolue, continue mais non dérivable en 0,
e les fonctions racines n-éme, continues mais non dérivables en 0.

x Les opérations usuelles sur des fonctions dérivables produisent des fonctions
dérivables. Si u et v sont dérivables (et quand ces opérations existent) :

u + vou) =u xv' ou

(u+v) (sinu)/ = cosu
(uxv) =u'v+uw' u™) = nu'u (tanu)/

(
(
l /:7u7’ (e“) =u xe¥ :u’x(1+tan2u)
<u> u? ( u u
(

n—1

nu)’ = _

COs ) = —u/sinu

cos2 u
u/

I
(Arctan u) =1 ww
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* Dérivée d’une bijection réciproque :
Si f est dérivable et bijective, et si de plus f/(a) # 0, alors sa bijection réciproque

! est dérivable en b= f(a) et on a : (f’l)/(b) = W

3 Théoremes des fonctions dérivables
Théoréme de Rolle

Soit f continue sur un segment [a,b] et dérivable sur I'ouvert ]a, b].
Si f(a) = f(b), alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f/'(c) = 0.

Théoreéme des accroissements finis (TAF)

Soit f continue sur un segment [a,b] et dérivable sur I'ouvert ]a, b].

J) = f(a)

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = r—

Inégalité des accroissements finis (IAF)

Soit f continue sur un segment [a,b] et dérivable sur 'ouvert |a, b].
On suppose qu’il existe un réel M tel que : Va €la, b, |f'(z)| < M.
Alors : |f(b) — f(a)| < M.|b—q]
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vili Fonctions usuelles

1 Fonction valeur absolue

3y y = |z
x siz>=0
Ve € R, |x=\/x2={ i

-z siz <0 s Y
! !
Vr,2' € R, |za!| = |z| x |2/] : !
Vo,2' € R, [o+a'| < Jo] + || : - :
| !
Va>0, |z)]<ae —a<z<a : |
&z € -, a] | |
-3 -2 -1 0 2

2 Fonction partie entiere

La partie entiere d’un réel = est I'unique entier n tel que : n < x <n + 1.

On note : n = |z]. Elle est discontinue sur Z et continue sur R\ Z.

3 Fonctions exponentielles

La fonction exponentielle est I'unique fonction dérivable sur R, égale a sa dérivée,

et valant 1 en 0.
Elle est strictement croissante et Ya

strictement positive sur R. / Y=

On a:exp(0) =1 et exp(l) = e~ 2,718 /

limexp = 0 et limexp = 400
—0o0 +oo (

6 R —
On note : Yz € R, exp(x) = e” /

On a pour tous réels a,b et n :
b 1

et =et xe eo=2L

Exponentielle de base a > 0 : ‘Vx e R, a* = ¢*In@)

FORME EXPONENTIELLE

Méthode : on I'utilise des que, dans une expression, une puissance est variable.

4 Fonctions logarithmes

La fonction logarithme népérien est la primitive sur R} de la fonction inverse

T dt
qui s’annule en 1 : Vo > 0, In(z) = / —
1
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In est strictement croissante sur R Ya

In(z) >0z >1

In(1) =0 et In(e) =1 //"/yf;h”"

. _ . _ 1 _

h(r)n In = —oc0 et 1+1£2 In = 400 T

On a pour tous réels a,b > 0 et n : 1 N
1 e T

In(ab) = In(a) + In(d)
In(%) = —In(a) /
In(%) = In(a) — In(b)
In(a™) = nln(a) In(z)

Logarithme de base 10 : Vz > 0, log,(z) = Tn(10)

(Logarithme décimal)

5 Fonctions puissances
Soit a € R.. p,, est la fonction puissance «, d’expression p, () = z¢.
* 31 o € N, alors p, est une fonction polynomiale, définie sur R.

1
x Si o € Z* | p, est une fonction rationnelle, définie sur R* : Va #£ 0, 2% = —.
x

* Sia = % avec n entier positif pair, alors p, est une racine n-eme
définie sur Ry : Vo >0, zv = {/z.

xSl = % avec n entier positif impair, alors p, est une racine n-eme
définie sur R :Vz € R, o7 = {/z.

* Sinon, p, est définie sur R} : Vz > 0, 2% = e In(z)

Do st dérivable sur son ensemble de définition sauf en 0 pour les fonctions racines

n-éme. On a alors : p/, (v) = ax®~ L.

Représentations graphiques de racines n-éme :
yl\

et PP L
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Représentations graphiques des puissances a # 0 quelconques :

Ya a>1 a=1
\ /
0<a<1
—
//
— a<0
0 1 E

6 Fonctions polynomiales et fonctions rationnelles
n
x Une fonction polynomiale est d’expression : Z apx® onn e N et a € R.
k=0
x Une fonction rationnelle est le quotient de deux fonctions polynomiales.
Les éventuelles racines du dénominateur sont appelés les poles de la fonction
rationnelle.

7 Plan d’étude d’une fonction

Si la consigne est : < Etudier la fonction f d’expression f(z) =... >, on doit :

1. Rechercher I’ensemble de définition Dy.

2. Etudier }es régularités de f : périodicité, parité/imparité, symétrie du
graphe. Eventuellement, on peut alors réduire 'intervalle d’étude.

3. Etudier la monotonie de f. L’outil principal est le signe de sa dérivée :
* expliquer pourquoi f est dérivable,
* déterminer l'expression de f'(x),
* étudier le signe de f’(x) et conclure.

4. Repérer les valeurs particulieres de f, comme ses éventuels extrema (maxi-
mum, minimum).

5. Etudier les limites aux bornes de Dy.
6. Résumer tous les résultats dans un tableau de variations complet.

7. Tracer I'allure de la courbe représentative de f, en indiquant les éventuelles
asymptotes et tangentes connues.
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viil Analyse asymptotique

1 Développements limités (DL)

Soit n € N. Une fonction f admet un développement limité d’ordre n (DL,,) en
xo € Dy si et seulement si il existe un polynome P de degré inférieur ou égal & n
tel que :

flz) =

T—rT0o

P(z — z0) + o(z — z0)")
e f admet un DLg en zg si et seulement si f est continue en xg.
f@) = flwo) +o(1)

e f admet un DL; en xg si et seulement si f est dérivable en zg.
f(z) = fl@o)+ f'(wo)(z — o) +olx — o)

e Si f est n fois dérivable en zg(n >
réciproque est fausse.

2), alors f admet un DL,, en z(, mais la

2 Formule de Taylor-Young

Soit f une fonction n fois dérivable en xo € Dy.
Alors f admet un développement limité a 1’ordre n en zy, donné par :

) 5, 2 e =t of(a ol

3 Formulaire des DL usuels en 0

Les formules suivantes sont données a de petits ordres. On peut bien sir les
prolonger aux ordres plus élevés (rarement utile).

1.
pour o = 3 :

\/1+x?1+%x—%x2+0(x2)

=14+ 22+ 23+ o(a?)

l1—x 0

1n(1—|—x)—x—§x + 22 + o(z?)
exp(x) = 1+ a+ 52° + g2° + o(a?)

(14 z)~ —1+aw+a(a L g2
€Tr) =
oc(oz 1)(a 2) 3—1—0( ) 0
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X Intégration sur un segment

1 Définition

Soit I = [a,b] un segment, et soit f une fonction continue sur /.
Alors f admet une primitive F' sur [a,b] et on pose :

foo? = [ 0= 0~

2 Interprétation géométrique

F(a)

Soit f une fonction continue sur le segment [a, b], avec a < b.
b

e Si f est positive sur [a,b], alors f(t)dt représente l'aire délimitée par

a
I’axe des abscisses et la courbe Cy entre les abscisses a et b,
b

e si f est de signe quelconque sur [a, b], alors [ f(t)dt représente la différence

entre 'aire des régions délimitées par la cotrbe C ¢ et situées au dessus ou
en-dessous de ’axe des abscisses.

3 Propriétés de l’intégrale

Linéarité : Vo, 8 € R, / (af(t) + Bg(t) dt—a/f dt+,3/

/fdt/fdt+/f

f(t) >

< /abg(t)dt-

Inégalité de la moyenne : Soient m = m[mb} {f(x)} et M = m[a)é] {f(x)}.
re|a zeE|a,
~a) / (1)

f(t)dt

Relation de Chasles :

Positivité : Si f est positive sur [a, b], alors

b
Croissance : Si f < g sur [a, b], alors : / f(t)dt

Alors : M —a).

b
< / F(8)[dt.
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Inégalité triangulaire :




4 Théoreme fondamental de I’analyse
Soit f une fonction continue sur Uintervalle I, soit a € I. Alors, la fonction F

définie sur I par : Vo € I, F(z)= /m f(t)dt est 'unique primitive de f sur I
qui s’annule en a. ‘

5 Etude d’une fonction définie par une intégrale

Soit f : D — R une fonction, et soient u et v deux fonctions.

v(x)
On pose : G(z) = / f(®)de. Alors :
u(x)

1. La fonction G est définie en x si u et v sont définies en x et si f est continue
entre u(z) et v(x).
2. Si de plus u et v sont dérivables en z, alors G est dérivable en = et on a :
G'(x) =0 (x) x fouv(z) —u'(x) x fou(z).
6 Procédés d’intégration
Intégration < a vue » : Tableau des primitives usuelles

f() F(z) I
xry+1
", neN +C R
n+1
_1 * *
T,TLQN\{].} m"‘c R+OHR,
R A R
(e} _1 *
X 7a€ \{ } Oé+1 + -+
1
- In|z| +C R’ ou R*
x
e e’ +C R
Inx zlnx —axz+C R%
tan z —In|cosz|+C —g—&—lm,g—i—kw
Ccos T sinx + C R
sin x —cosz +C R
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f(x) F(z) I
1 9 s ™
——— =1+tan“zx tanz + C }—7+kﬂ,7+kﬂ’
cos? x 2 2
1
Arctanz + C R
1+ 22

Soit w une fonction dérivable.

fonction | primitives fonction primitives
TL/ 1La—%1
— In|u|+C wu®, a# -1 +C
U a+1
u'e” et +C u’ cosu sinu + C
/
u /.
- 2/u+C u' sinu —cosu+C
i |
u/
Arctanu + C
1+ u?

7 Intégration par partie

Soient u et v deux fonctions de classe C' sur I, soient a,b € I. Alors :

/ (Bt dt = [u(t)u()]’ — / Wt (2) dt.

8 Changement de variables

Soient a,b € R, I et J deux intervalles de R, f : I — R une fonction continue
et ¢ :J — I une fonction strictement monotone de classe C! sur J. Alors :

b ©(b)
/fwwwwwz/uﬂ@w

9 Sommes de Riemann

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors :

b n—1
b—a b—a b—a b—a
t)dt= 1 k = 1 —_ k .
[ ran= i S (k) <t S ()
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x Equations différentielles

1 Définitions

Une équation différentielle linéaire est une équation de la forme :
(B) Y a()y® (@) =b(1)
k=0

ou y est une fonction inconnue n fois dérivable, ag,...,a, et b sont des fonc-
tions continues. Les fonctions ay(k € [0,n]) sont les coefficients de (E), b est le
second membre de (E).

(E) est définie pour une variable t € I ol I est un intervalle réel.

Si a, n’est pas la fonction nulle, n est ’ordre de ’équation différentielle (E).
On notera EDL,, une équation différentielle linéaire d’ordre n.

Soit (E) : Zaky(k) = b une EDL,,. Soit (H) : Zaky(k) =0.
k=0 k=0

Alors (H) est I'équation différentielle linéaire homogeéne associée a (F). On la
note : EDLH. La fonction nulle est toujours solution d’'une EDLH.

2 Théoreme de structure

Soit (E) une EDL, soit (H) son EDLH associée, d’ensemble-solution S(z.
Alors I'ensemble-solution de (E) est de la forme : Sy = {yH + Yp, Yu € S(H)}
ou y, est n’importe quelle solution de (E).

3 Principe de superposition

Si (E1) et (E2) sont deux EDL de méme EDLH et de seconds membres respec-
tifs by et bo, si y1 et yo sont des solutions particulieres respectivement de (E7) et
(E2), alors y3 = y1 + y2 est solution de (F3), EDL de méme EDLH et de second
membre by + bs.

4 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Soit a une fonction continue sur un intervalle I, soit (H) : ' + a(t)y = 0. Alors :
Sy = {t — Ke AW, K e R}, ol A est une primitive quelconque de a sur I.
Méthode de variation de la constante (MVC)

Pour résoudre 'EDL; (E): ¢y +a(t)y = b(t) :
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* on résout (H): y' +a(t)y =0. On trouve y = Ke 4®),

* on remplace la constante K par une fonction dérivable K (t),

* on dérive y = K (t)e=4® et on réinjecte dans (F), puis on simplifie,

* on trouve K'(t) = b(t)e*®, qu'on cherche & intégrer pour trouver K (t),

* on applique le théoreme de structure avec :
yr = Ke 4 et y, = K(t)e 40,

Théoreme de Cauchy ”linéaire”

Soit I un intervalle sur lequel on définit (E) une EDL;.

Soient ty € I, yo € R. Alors il existe une unique solution y de (E) vérifiant la
condition initiale y(tg) = yo.

5 Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coeflicients

constants
Soit & résoudre 'EDLHs : ay” + by’ +cy =0, a,b,c réels, a # 0
ar? + br + ¢ = 0 est 'équation caractéristique de (H), de discriminant

A = b — dac.
e Si A > 0, cette équation possede deux solutions réelles distinctes r1 et 79
et Sy = {t — Ae™' + Be™!, (A, B) € R?*}.
e Si A =0, elle possede une solution-double réelle r
et Sy = {t — (At + B)e™', (A, B) € R?}.
e Si A <0, elle possede deux solutions complexes conjuguées o + i3
et Sy = {t — e**(Acos(Bt) + Bsin(Bt)), (A, B) € R?}.

Soit & résoudre 'EDLy :  ay” + by’ +cy = d(t) , a,b, ¢ réels, a # 0, et d continue
* Le théoreme de structure s’applique.
* Si d est constante, on cherche ¥, sous forme d’une constante.
* Sinon, on suit les indications de 1’énoncé pour trouver y,,.
* On doit penser au principe de superposition lorsque d(t) = dy (t) + da(t).

Théoreme de Cauchy ”linéaire”

Soit (E) une EDLy définie sur un intervalle I. Soient tg € I, yo, ¥y, € R.
Alors il existe une unique solution y de (E) vérifiant les conditions initiales

y(to) = yo
Yy (to) = o
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