BCPST 2, Lycée Chateaubriand Samedi 3 octobre 2026
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Probleme 1 : Tirages successifs dans une urne

1. Ezpression de P(G)

(a) Par définition de I’événement G et des événements E,, pour n € N*,

+00
G=UJE.

n=1

(b) (Ep)nen+ est une suite d’événements deux & deux incompatibles. La o-additivité assure que la série de terme
général P(F,,) converge et que sa somme vaut P(G).

‘La série Y. p, est convergente et sa somme est égale & P(G). ‘

(¢) Soit n € N*. Obtenir une boule blanche & chacun des (n + 1) premiers tirages implique d’obtenir une boule
blanche & chacun des n premiers tirages. En d’autres termes, Fj,.1 c F,,, ce qui donne ¢,+1 < ¢, en passant
aux probabilités.

‘La suite (gn)ns>1 est décroissante. ‘

Etant décroissante et minorée par 0, la suite (g )ns1 est convergente. Soit £ sa limite.
Puisque Vne N*, 0<qg, <q1 = %, on a par passage a la limite :

la suite (g, )n>1 €st convergente et sa limite £ appartient a [0, %]

(d) Soit n € N*. L’événement F), signifie qu'on a obtenu une boule noire au plus tard au n-iéme tirage.

_ n
Donc : Yn e N*, F, = | Ej.
k=1

(e) L’événement I, s’écrit comme union d’événements deux & deux incompatibles, donc :
- n n
P(F,) =Y P(E;) Cest-a-dire 1-g,= ) ps.
k=1 =

D’apres la question 1.(b) et par définition de ¢ : P(G)=1-¢.

2. Etude du cas général.
(a) Premier cas : la suite (u,) ne diverge pas vers +oo.

1 1
Puisque tous les termes de la suite sont positifs, — ne tend pas vers 0, de méme pour In (1 + —)
U

n un

o . 1 . .
Ainsi, les séries de termes généraux u,, et In (1 + — | sont toutes les deux grossierement divergentes.
Un,

Deuxiéme cas : la suite (u,) diverge vers +oo.

1 1 1
Alors — tend vers 0 et par équivalent usuel : In (1 + —) ~—20.

un u’!L u’VL

D’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs :

Les séries ) 1% et Zln(l + -1 ) sont de méme nature.

Un

(b) Soit ne N*. F,, = By n---n B,,. D’apres la formule des probabilités composées :

P(F,) =P(By) x P, (B2) x - x P (Bu)= br M Mool T
nm A Bl B2 D R T Tttpy  jog 1+ ug
1 n_l Uk
et puisque = =, on trouve : | Vn e N*, = )
piisd l+ug 2 an ]1]01+uk

(¢) Soit n e N*. D’apres la question précédente :

IH(Qn):hl(ﬁ — ):nz_:lhl( o ):_”‘1111(1+uk):_’§1n(1+116)

k=0 1+ Uk k=0 1+ Uk k=0

n-1 1
VneN*, In(g,) =- >, ln(l + —)
k=0 U




(d) On raisonne par équivalences successives :
G est quasi-certain < P(G) =1

< (=0 dapres 1.(e)
< limgq, = 0 par définition de ¢
< limln(g,) = -
n—-1 1
RES lilen(1+—):+oo
k=0 Uk
<~

1
>ln (1 + —) diverge (car c’est une série & termes positifs)
U

< Y — diverge, d’aprés 1. (car les termes de (u, ), sont strictement positifs)
n

Donc : G est quasi-certain si, et seulement si, la série de terme général — diverge.
n

3. Applications a plusieurs cas particuliers.

n 1 1
(a) Dans cette question, ug=1et Vne N*, u, =1+ Z 1=n+1donc — = .
P U, n+1

On reconnait le terme général de la série harmonique divergente. D’apres la question 3.(c) :

‘ G est un événement quasi-certain. ‘

(b) Dans cette question, ug =1 et :

VneN" u,=1+> (2k+1)=1+2Y k+ Y l=1+n(n+1)+n=(n+1)>
k=1 k=1 k=1
1 1

Donc — = ———
T (n+1)2

et on reconnait le terme général de la série ). #, qui converge. D’apres la question 3.(c) :

’ G n’est pas un événement quasi-certain. ‘

(¢) Dans cette question, ug =1 et :

n k1 1_2n 1 1 n
VneN*" u, =1+ 2"1=1+ =2" donc —:(7)
k=1 1-2 Unp, 2

On reconnait le terme général d’une série géométrique convergente car |%| < 1. D’apres la question 3.(c) :

’ G n’est pas un événement quasi-certain. ‘

Probléeme 2 : un développement en série du logarithme

1. (a) Vn 21, T, est réalisé si, et seulement si on n’obtient pas de 6 au cours des (n — 1) premiers lancers, puis un
6 au n-ieme lancer. Ainsi :

n-1
Vn 21, Tn:(ﬂSk)ﬁSn.

k=1

(b) D’apres la question précédente et la formule des probabilités composées :

vn>1, P(T,) = P(S;) x PS—I(Sig) x o x P ()

n—-1
= || P(Sk) xP(S,) par indépendance des lancers successifs
k=1
n-1 5 1
= ( 6) X G car le dé est équilibré, et on reconnait un produit de constantes.
k=1

1 n-1
Conclusion : | Vn > 1, P(T),) = G (g) .

(¢) Les événements (T, )n>1 sont deux-a-deux incompatibles, donc par o-additivité,

la série de terme général P(T;,) converge.




too +o00
On a: ZP(TH) = qun—l en posant p=1/6 et g=1-p=5/6

n=1 n=1
=p Z q" apres glissement d’indices

Et on reconnait la somme d’une série géométrique convergente de raison g :

1 +0o
Z P(T,) =px =2 -1 Conclusion : Y P(T,)=1.
p n=1

n=1

Par définition, les événements (7T}, ),>1 forment un systéme quasi-complet d’événements.

n
(d) Pour tout n>1, A,, = | T et cette union est disjointe. Par o-additivité :
k=1

P(An):éP(Tk):épq Z:: =px

1 qn
1-¢

=1-q".

Conclusion : |Vn > 1, P(4,)=1- (2) .

2. (a) Soit ¢t un réel différent de 1, et soit n > 1. En reconnaissant une somme géométrique de raison ¢ # 1 :
= 11—t 1 t"
Sh |- = - =
= 1-¢t 1-t 1-t 1-t
n-1 n

1
(b) Soit x € [0,1[. Les fonctions ¢ » > th te 17 et t .
k=0 - -

sont continues sur [0, x]

RS @ dt v
donc on peut intégrer sur ce segment : f Z t°dt - f — = f dt.
0 120 o 1-t o 1-t

et par linéarité de 'intégrale :

T v dt v "
> f tvdt = —- f dt puis en calculant les intégrales (sauf la derniere)
= Jo 0 0

1-¢ 1-¢
_ —
Z =-In(l1-z)- f dt. On conclut par un glissement d’indices :
n l, tn
—=-In(1-= /
. . . 1
(¢) Pour tout t e [0,2], 1 -t>1-2 donc par décroissance de la fonction inverse sur R}, on a : I < 1
- -z
tn
On a alors : |I,(2)] < — dt d’apres l'inégalité triangulaire,
T tn 1 tn+1 J)n+1
< [ dt = = vu ce qui précede, et par calcul.
0o 1-=z l-z[n+1f, (1-z)(n+1)
n+1
Or |z| <1 donc lim """ =0 et par opérations : lim ————
n—+oo n—+oo (]_ :L’)(TL+].)

On conclut grace au théoréme d’encadrement : | Va € [0,1[, lim I,(z) = 0.
n—+oo

k
(d) Pour n > 1, on pose S, (z) la somme partielle de rang n de la série de terme général % :

15(33:2

D’apres 2.(b), S,(z) = -In(1 —2) — I,(z) et d’apres 2.(c), lim I,(z) =0 donc par opérations,
n—+oo

(Sn(:zc))n> , converge vers —In(1 - z). On a montré par définition d'une série convergente que :

k +oo .k
Pour tout z € [0, 1], la série de terme général ? converge, et que : Z % —In(1-xz).
k=1

3. D’apres 1.(c), les événements (T},),»1 forment un SQCE. D’apres la formule des probabilités totales :

P(B)= 3. P(1;) < Pr, (B)




Si T, est réalisé, alors au moment ot ’on pioche la boule, 'urne contient 1 boule blanche et (n—1) boules rouges,

qu’on a rajouté a l'urne lors des (n — 1) lancers précédents. Ainsi, Vn > 1, Pr (B) = —.
n

+o00 1
Il vient alors : P(B) = Y. pg" ™' x —
n=1 n
_ B +o00o ﬁ
qp=1 M
1 5 ) N . 5
= —ln(l - g)) d’apres 2.(d) et puisque ¢ = G € [0,1]

= 1n6. En conclusion : | P(B) = IH?G




