Chapitre 1

Trigonométrie, nombres complexes

BCPST 24, 2025/2026

I Rappels de trigonométrie
1 Définitions

DEFINITION

Dans un repere orthonormé direct (O, e—f, e—2>) du plan, le cercle trigonométrique C est le cercle
N e
de centre O et de rayon 1. A tout réel ¢, on associe le point M de C défini par e, OM) =t.

Le point T (sl existe) est le point d’intersection de la droite (OM) et de la droite verticale A
d’équation z = 1. On appelle :

e cosinus de ¢, et on note cos(t) , 'abscisse de M ;

e sinus de ¢, et on note sin(t) , 'ordonnée de M ;

e tangente de t, et on note tan(t) , 'ordonnée de 7.

2 Propriétés

PROPOSITION

2 2
keZ

e Les fonctions sin et cos sont définies sur R, et de classe C*°. On a : ’ sin’ = cos et cos’ = —sin

e La fonction tan est définie sur Dy, = U }—z + km, il + kw{ et de classe C*™.

sint
Vt € Dian, tant = —— et tan’t = 1 + tan?(t) =
cost

1

cos?(t)

e [dérivées de composées] Si u est une fonction dérivable sur un intervalle réel I, alors sin(u)

et cos(u) sont dérivables sur I et : ’ (sinu) =u X cosu et (cosu) =—u' x sinu‘

u/

t "= x (1 +tan?u) =
(tanu) =’ x (1 4 tan®u) cosZ (1)

e [encadrement] ’Vt eR, -1<sint <1 et —1<cost < 1‘

o [Pythagore] ’Vt € R, sin?(t) + cos?(t) = 1 ‘

Si de plus w est a valeurs dans Dy, alors tan(u) est dérivable sur I et :

e [périodicité] sin et cos sont 2m-périodiques, tan est w-périodique :

’Vt € R, sin(t + 27) =sint et cos(t + 27) = cost ‘ et ’Vt € Dyan, tan(t + ) = tant‘

e [parité] sin et tan sont impaires, cos est paire :

’Vt € R, sin(—t) = —sint et cos(—t) = cost‘ et ’Vt € Dian, tan(—t) =

—tant‘

e [DL en 0]

t+7)=—sint et cos(t+m)= —cost‘
)

=cost et cos(t+ %) = —sint‘

=cost et cos(§ —1) = sint‘

e [équivalents en 0] | sin(t) > t, tan(t) vt oet cos(t) — 1 v —3t?

sin(t) =t- 3+ o(t') et cos(t) = 1— 3t +o(t?)
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5 Formulaire de trigonométrie

5.1 Formules d’addition

5.2 Formules de duplication 5.3 Formules de linéarisation

‘ cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) ‘

‘COS(G —b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) ‘

cos(2a) = ¢ 2cos?(a) — 1

cos?(a) — sin?(a) cos(a) cos(b) = 3 [cos(a — b) + cos(a + b)]

| — 2sin(a) sin(a) sin(b) = £ [cos(a — b) — cos(a + b)]

|sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) |

‘ sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b) ‘

‘sin(Qa) = 2sin(a) cos(a) ‘

sin(a) cos(b) = £ [sin(a + b) + sin(a — b)]

6 Trigonométrie réciproque

PROPRIETE
e sin réalise une bijection de [—

1 2
cos?(a) = H%(@

1-— 2
sin?(a) = w

] vers [—1, 1]. Sa bijection réciproque s’appelle Arcsinus.

‘V:CE

[-1,1], Vt €

jus
2
[_

g
%, %), sin(t) = x & t = Arcsin(x) ‘

e cos réalise une bijection de [0, 7] vers [—1,1]. Sa bijection réciproque s’appelle Arccosinus.

‘Vm € [-1,1], Vt € [0, 7], cos(t) = x < t = Arccos(x) ‘

e tan réalise une bijection de | — 5, 7[ vers R. Sa bijection réciproque s’appelle Arctangente.

‘Vm € R, Vt €] - 7, Z[, tan(t) = x & t = Arctan(x) ‘

t
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II Rappels sur les nombres complexes

1 Définitions
DEFINITION

7 est un nombre vérifiant H

Un nombre complexe est de la forme z = a + ib ou a, b sont des réels.

a + ib est la forme algébrique de z, a est sa partie réelle et b sa partie imaginaire.

C = {a+1b, a,b € R} est I'ensemble des nombres complexes. On a: R C C.

iR = {ib, b € R} est 'ensemble des imaginaires purs.

* Addition dans C : (a+ib) + (a/ + V') = (a+ ') +i(b+ V)

*  Multiplication dans C : (a + ib) x (a’ 4+ V') = (aa’ — bV') + i(ab’ + a’b)

x Conjugué dans C : a +ib=a —ib

* Module dans C : |a + ib] = Va? + > Le module prolonge & C la valeur absolue dans R.

2 Propriétés
PROPRIETES DU CONJUGUE  Soient 2,2’ € C. Alors :

¥ Z =2 B . (> Sz 40 *x z+7Z = 2Re(z)
x 2+2 =747 z z * z —Z = 2i1m(z)
x 2X 2/ =72 x 72 7N 7 x zER&2=2
x VneN, 27 = (z)" * <z>_z siz#0 x z€IR& 242=0

PROPRIETES DU MODULE  Soient z, 2’ € C. Alors :

* |z] € Ry * [zl = -z =2 * .1 siz#0
z| |2
* |2] =0& 2=0. , ,
x |z x 2| =z x || z || .
¥ |—|=-— siz#0
[Re(2)] < |2| z ||
[Im(z)| < || x Vn € N, |27 = |z|" * |z + 2| <z + 7]

PROPRIETES AUTRES

F lgébrique de i Siz—a-tibA0, alors &= 2= _ Z

ES orme algebrique de mverse : st z=a-+1 # 751011'87—27192—72
z a4+ |z

* Identité remarquable : V(a,b) € R?, a?+b? = (a+ib)(a—ib) ||z|?> = 2Z|ou||z| =V2Z

+Zz z—Z
t 1 =
et Im(2) 5

* Vz € C, Re(z) = z

3 Aspect géométrique
DEFINITION

Dans le plan complexe, le point M (a, b) est I’image du com-
plexe z = a + ib. Ce complexe z est ’affixe du point M.
Le module |z| est la distance OM : |z| = OM = ||OM]].

L’angle § = (Ox,OM) est un argument de z.
On note U ’ensemble des complexes de module 1.
U est l'ensemble des affixes des points du cercle trigo-
nométrique.
Forme trigonométrique d’un complexe :

z = |z| x (cosf + isin )
Notation d’Euler : ¢ = cosf + isin@
Forme exponentielle d’'un complexe : z = |z| x ¢

0 _ .00

PROPRIETE
« Egalité sous forme exponentielle : re? = 1/¢?? o r=1"et 0 =0 + 2kn, k€ Z
. . iy - 1 1 -
* Conjugué : re? = re~? Inverse: — = —e %
ret r
i0 —i0 i0 —i0
e +e . e —e
* Formules d’Euler : cosf = — et sinf = —
i



PROPRIETE
. i0 ’_if’ /i (646") . re'! T ie—0")
* Produit : (re') x (r'e'” ) = rr'e Quotient : — = —e
r!ei0 r!
* Puissances : (re?)" = rnent?
* Formule de Moivre : Vn € Z, (re'?)" = rnent?
donc (cos @ + isin )™ = cos(nb) + i sin(nd)

+ Liens entre formes algébrique et géométrique : z = a + ib = re'

b
r=+va?+ b2 COSQZE sinf=—- a=rcosf b=rsinf
r r

4 Techniques de calcul dans C

a Expressions en fonction de cosf et sinf
n

cos(nf) + isin(nf) = e"? = (e = Z (Z) (cos0)*(isin0)"~* (binéme de Newton)

k=0
donc en identifiant parties réelles et imaginaires, on obtient les expressions de cos(nfl) et sin(nf) en
fonction de cosf et sin§.

b Linéarisation de (cos?(m#)) x (sin?(nf))
2 B}

puis la formule de Newton pour développer et encore les formules d’Euler pour regrouper.
On peut enfin exprimer le résultat sans puissance (utile par exemple pour déterminer une primitive).

emid _'_efmi() p enit _ p—mif q
On utilise les formules d’Euler : (cos?(m#)) x (sin?(nf)) = () X (2)

¢ Transformation de Fresnel
PROPRIETE

Soit z = a + ib =re® € C*. Alors : V¥t € R, acost + bsint = rcos(t — 6).
Ceci montre qu’une combinaison linéaire de cos et sin est encore une fonction trigonométrique.

d Equations du second degré dans C
ProrosiTioN

Soient a,b,c € R avec a # 0. L’équation (F) : az? + bz + ¢ = 0 admet :

e 2 solutions réelles z; = —b;a\/Z et 29 = % si A =b%—4ac>0

e une unique solution-double (réelle) zg = —& si A =0

e 2 solutions complexes conjuguées z; = % et zo =721 si A < 0.
Factorisation : Si A # 0, az?+bz+c=a(z—21)(2—22). SiA =0, az’>+bz+c=a(z—2)>.
Relations coefficients-racines : z; + 29 ou 2z = —g et z1 X 23 ou (29)? = 2.

Remarque : une équation du second degré a coefficients complexes se traite de la méme fagon, en trouvant
§ € C tel que §%2 = A (voir ci-dessous).

e Racines n-éme dans C

Soit Z = A+ iB = Re® un complexe non nul fixé, et soit n € N*. Soit (F) I'équation : 2" = Z.

On cherche z sous forme exponentielle : z = re?®. On adonc : (E) < r"e"? = Re'¥ < {T =R/
0=p/n+2kr/n, kel
a? -’ =A (1)
Cas ot n =2 : on peut aussi chercher z = a + b sous forme algébrique : ¢ 2ab = B (2)
En effectuant (1) + (3) on trouve a? et on peut conclure. a>+ > =VA2 £ B? (3)



IIT Exercices
V6 +iv2

Exercice 1 : Déterminer module et argument de : z =

2
: N _ . (1+1)?
Exercice 2 : 1) Déterminer les formes agébrique et exponentielle de : z = W
—1
2) Soit z = \/2 —V3- i\/2 + /3. Calculer 22 et en déduire la forme exponentielle de z.
1+1

Exercice 3 : Déterminer les racines carrées de zy = 1 414, 29 = 45 — 251 et 23 = 1

Exercice 4 : Résoudre dans C les équations 22 = 1 et 27 — 1 = 0.

Exercice 5 : Résoudre dans C les équations :
e 224+ 2+41=0
o 23 =—(2+414)3

1 1\?
01+<Z+ >+(z+ ) =0.
z—1 z—1

Exercice 6 : Pour tout réel x, on pose p(z) = e** ou z € C. Déterminer la dérivée de .

Exercice 7 : Résoudre I’équation et I'inéquation suivantes :

e 2cos (23@—&— g) =+/3 dans R,

1
e sinz < —3 dans [0, 27].

Exercice 8 : Résoudre dans R 1’équation : cos(2z) — /3 sin(2z) = 1.

Exercice 9 : Linéariser les expressions suivantes :

e (cosz)?

e cos(2r)(sin(3z))?

Exercice 10 : Exprimer cos(56) en fonction de cos @, puis sin(50) en fonction de sin 6.
T

En utilisant le fait que cos ( g = 0, en déduire la valeur de cos (1—0)

Exercice 11 : Soient n € N et € R. On pose A4, (z) = Zcos(kx) et By(z) = Zsin(k‘x).
k=0 k=0
1. Calculer A, (z) + iBy(z).

2. En déduire A, (z) et B, (z) pour tout réel z.



