Chapitre 3 Intégration, équations différentielles BCPST 24, 2025/2026

I Intégrale d’une fonction continue sur un segment
1 Définition
DEFINITION

Soient a, b deux réels tels que a < b. On pose I = [a, b] le segment d’extrémités a et b.
Soit f une fonction continue sur I. Soit F' une primitive de f sur I.
Alors le réel F'(b) — F'(a) ne dépend pas du choix de la primitive F'.

b
On l'appelle intégrale de f entre a et b. On note : / f=

b b b
Notations : / f= / f(z)dx = / f(®)dt =... lavariable d’intégration z,t,... peut étre
a a a
précisée ou omise s’il n’y a pas d’ambiguité.

2 Propriétés de l'intégrale
PROPOSITION

* Chasles : / f+/ / f.

* Bornes : / f= 7/ f. ‘Dans toute la suite : a < b.‘
b a

b b b
* Linéarité : f,g € C%([a,b]), A\, u € R. Alors : / (A 4+ ug) =X f —l—,u/ g.

a

x Croissance, positivité : f > g = / / > 0= / f=0.
b
* Encadrement : m = 1r[1fb]f( x), M = bup flx)=m((b—a) < / f<Mb-—a)
z€la z€la,b] a

/ /|f|
:bia/a /

* Théoréme de la moyenne :  Jc € [a,b], p = f(c).

* Inégalité triangulaire :

* Valeur moyenne :

Exercice 1 : Calculer les intégrales suivantes :

3 1 b
dt
o] = / |z| da: o/, = — o3 = / Adu ol a, b, A sont des réels fixés.

-2 2 \/Z a
3 Théoreme fondamental de ’analyse
ProposiTION
Soit f une fonction continue sur un intervalle réel I. Soit a € I.

x

Alors la fonction z — / f est 'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

xr
L’ensemble des primitives de f sur I est : {x — / f+a ac R}.
a
PRrROPOSITION ** Dérivabilité d’une fonction définie par une intégrale xx

(2)

Soit F(x) = / f)dt , avec f continue entre u(x) et v(x).
u(z)

Si u et v sont dérivables en z, alors F' est dérivable en x et :

F'(z) =v'(x) x fou(z) —u(z) x fou(x).

. “ Int
Exercice 2 : Etudier la fonction F' d’expression F'(z) = / % dt
1




4 Interprétation en terme d’aires

ProrosiTION b
Soit f € C%([a,b]), positive sur [a,b]. Alors / f est Daire de la partie du plan délimitée par

a
I'axe des abscisses, la courbe Cy et les droites verticales d’équations x = a et = b.
b

Si f € C%([a,b]) est de signe quelconque, alors / f est la différence entre les aires des parties

a
du plan délimitées par C; situées au-dessus de 1’axe des abscisses, et celles situées en-dessous.

a
Ezemples : o si f est continue sur [—a,a] et impaire, alors f=0.
—a

a a
e si f est continue sur [—a, a] et paire, alors f= 2/ f.
—a 0

II Techniques de calcul intégral
1 Intégration ”a vue”

flz)y=... F(z)=... [a,b] C ... flx)=... Fz)=... [a,b] C ...
$a+1
z*, a e R\ {-1} 1 +C | woir ci-dessous tanx —In|cosz| +C Dian
@
1 ) i
Z =zt In|z|+C R* ou R* cosT sinz + R
z sinx —cosx +C R
e’ e +C R 1
=1+ tan? t C D
Inx zlnr—z+4+C R o2 1 + tan® anz + ean
a€N:sur R 1
a €Z* :sur R} ou R* 1+ 22 Arctanz + C R
0= 1 avee nc N* : npair : sur Ry
" " | nimpair : sur R
npair : sur R
a:—%avecneN*: p . +* .
nimpair : sur R} ouR*
a quelconque : sur R’
fonction primitives fonction primitives fonction primitives
S, oA 1 uotl Lo u'e® e+ C w cosu sinu 4+ C
atl u’ u sinu —cosu+C
o 1 5 | Arctanu+C
— Injul + C T u ' tanu | —In|cosu| + C
u

b b
2 Intégration ”par parties” (IPP) u,v € Cl([a,0]) : / v = [uv]] */ uv'

a

V3 e
Exercice 3 : Calculer o [; = / t? Arctan(t) dt o5 = / t"In(t)dt (n € N)
0 1

1
Exercice 4 : Soit n € N. On pose I,, = / (1 —z?)"da.
0

1. Calculer Iy et I.
2. Pour n € N, exprimer I,,;1 en fonction de I,,.

3. En déduire une expression de I,, en fonction de n.

3 Changement de variables (CDV)

b »(b)
¢ € C([a,b]) & valeurs dans [c,d] et f € C%([e,d]). Alors : / f(go(t))ap'(t) dt = / f(z)da.
a w(a)

4 T
Exercice 5 : Calculer oI5 = / eV da o[; = / (tant)® dt
1 0



4 Compléments hors-programme
e Polynomes trigonométriques Soit & déterminer /(cos t)P(sint)?dt oup,q € N.

- Si p est un entier impair, on écrit : (cost)? = cost x (cost)P"t avecp—1pair:p—1=2roure N

donc (cost)P~ = (cos?t)” = (1 —sin®t)" et on developpe pour intégrer & vue cost x (sint)¥.

- Si g est un entier impair, méme chose avec (sint)? = sint x (1 — cos?#)".

- Si p, g sont pairs : on linéarise I’expression (cost)P(sint)? (voir Chapitre 1) et on integre a vue.
Exercice 6 : Déterminer des primitives de f : ¢ — (sint)*(cost)? et de g : t — (sint)?(cost)?.
e Intégrale complexe On définit pour 2z = a +ib € C: e* = et = e x ¢ = % (cos b + isinb)

1

Pour z € C*, on peut intégrer a vue : /eZt dt = —e*' = /e‘”(cos(bt) + isin(bt)) dt

z
On peut identifier parties réelles et imaginaires :

/e“t cos(bt) dt = Re (/ et dt) = Re <16Zt> et /eat sin(bt) dt = Im </ et dt> =Im <16Zt>
z z

Exercice 7 : Calculer Iy z/ sin(2x)e” dz.
0

[ME)

P
e Intégrales portant sur des fractions rationnelles — ou deg(Q) =1

Q

P R
On trouve un polynéme T tel que : é =T+ é avec R un polynome constant. On intégre ensuite a vue.

1 1
d
Exercice 8 : Calculer e Iy :/ v +3 dx LNEN) :/ I
o 2x+1 o 1+

TS

P
e Intégrales portant sur des fractions rationnelles 0 ou deg(Q) = Q(z) =az? +bx +c, a#0.

P R
On trouve un polynéme T tel que : — =T + — avec deg(R) < 1: R(x) = cx +d (¢,d € R).

Q Q
. . , ) R Q' 1 )
On fait apparaitre (' au numérateur : é =« 6 +p @ avec «, 3 des réels.

! 1
6 s’'integre a vue, et pour /a, trois cas se présentent :

* A = b2 —4dac=0: alors Q(r) = a(x — x0)? et on intégre & vue

1 ]
* A =b*>—4dac > 0: alors Q(z) = a(z — x1)(z — 2) et on trouve v, 4 tels que — = T4
r — T Tr — XT9
* A = b* —4ac < 0 : alors on utilise la forme canonique Q(z) = a((z + £)* — 25)
1 -3 2az + b
qui donne apres factorisation : — = 7A2 et on effectue le CDV t = ar + .
Q (M) +1 V-=A
VEN
3 1.3
d 1
Exercice 9 : Calculer e I13 :/ 5 i o] :/ i;dx
9 X4 —2x 0o z¢+4

IIT Sommes de Riemann

Soit f continue sur [a, b]. Alors :

b b—a = b—a b—a — b—a b—a — b—a
= lim —— Z 7)) = lim —= — 1
/a f=1lim - kgzof (a—i—kj - ) im — g:lf <a—|—k - > im — k.E:Of (a—i—k - )

Dans un exercice de math, ces formules seront toujours utilisées sur le segment [0, 1] :
1 n—1
1 k
/ fzhme()
0 n —0 n
n

. 2 . .. . , . n
Exercice 10 :  Etudier la limite de la suite (uy,),>1 définie par : u, = ,; FRONWER




b
Traitement informatique : le script ci-dessous renvoie une valeur approchée de / f
a

def integrale(f,a,b,n)
S=0
for k in range(n)
xk = a + kx(b-a)/n
S += f(xk)
return S*(b-a)/n

1AY Equations différentielles linéaires

1 Définitions
DEFINITION

Une équation différentielle linéaire est une équation de la forme : Z ar()y® (&) = b(t) (E)

k=0
ou y est une fonction inconnue n fois dérivable, et ou ag, ..., a, et b sont des fonctions continues.

Les fonctions ay(k € [0,n]) sont les coefficients de (E), b est le second membre de (E).
L’équation différentielle (F) est définie pour une variable ¢t € I ou I est un intervalle réel.
Si a,, n’est pas la fonction nulle, n est 1’ordre de 1'équation différentielle (E).

On notera EDL,, une équation différentielle linéaire d’ordre n.

DEFINITION

Soit (E) : Zaky(k) = b une EDL,,. Soit (H) : Zaky(k) =0.
k=0 k=0
Alors (H) est I’équation différentielle linéaire homogeéne associée & (E). On la note : EDLH.

Remarque : La fonction nulle est toujours solution d’'une EDLH.

2 Théoréme de structure

THEOREME

Soit (£) une EDL, soit (H) son EDLH associée, d’ensemble-solution Sg.

Alors ensemble-solution de (E) est de la forme : Sy = {yu + yp, yu € St}

ol y, est n’importe quelle solution de (E).

3 Principe de superposition

PROPOSITION

Si (E1) et (E2) sont deux EDL de méme EDLH et de seconds membres respectifs by et bg, si

y1 et yo sont des solutions particulieres respectivement de (Eq) et (Fs), alors y3 = y1 + y2 est
solution de (E3), EDL de méme EDLH et de second membre by + bs.

V Equations différentielles linéaires d’ordre 1
1 EDLH,

THEOREME
Soit a une fonction continue sur un intervalle réel I, soit (H) : 3y’ + a(t)y = 0.

Alors Sy = {t — Ke_A(t), K e R}, ou A est une primitive quelconque de a sur I.

2 Meéthode de variation de la constante (MVC)
Pour résoudre 'EDL; (E): ¢ +a(t)y = b(t) :
* on résout (H): y' +a(t)y=0. On trouvey = Ke 4", K cR, avec A =a.
* on remplace la constante K par une fonction dérivable K (t).
* on dérive y = K (t)e 4™ et on réinjecte dans (F), puis on simplifie.
* on trouve K'(t) = b(t)e*®), qu'on cherche & intégrer pour trouver K (t).

* on applique le théoréme de structure avec yi = Ke™4®) et y, = K(t)e=4®),

3 Théoreme de Cauchy ”linéaire”
Soit I un intervalle sur lequel on définit (F) une EDL;.

Soient tg € I, yo € R. Alors il existe une unique solution y de (E) vérifiant la condition initiale y(tp) = yo.

4



VI Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants
1 Résolution de ’EDLH; : ay” + by +cy=0, a,b,c réels, a # 0
On pose ar? + br + ¢ = 0 ’équation caractéristique de (H), de discriminant A = b? — 4ac.
e Si A > 0, ’'équation caractéristique possede deux solutions réelles distinctes 1 et ro
et S(H) = {t — Ae™! 4+ Bem2t, (A,B) € R2}.
e Si A =0, I’équation caractéristique possede une solution-double réelle rq
et S(H) = {t — (At + B)ernt’ (A,B) € RQ}
e Si A <0, I’'équation caractéristique possede deux solutions complexes conjuguées
s=a+if et 2o =a—if et Sy = {t — e*(Acos(Bt) + Bsin(ft)), (A, B) € R?*}.

2 Résolution de ’EDL, :  ay” +by' +cy = d(t) , a,b, c réels, a # 0, et d continue
x Le théoréeme de structure s’applique.
* Si d est constante, on cherche ¥, sous forme d’une constante.
* Sinon, on suit les indications de I’énoncé pour trouver y,,.

% On doit penser au principe de superposition lorsque d(t) = di(t) + da(t).

3 Théoreme de Cauchy ”linéaire”

y(to) = Yo

Y (to) = 5

Soit (E) une EDLy définie sur un intervalle I. Soient ty € I, yo,y, € R.
Alors il existe une unique solution y de (F) vérifiant les conditions initiales {

VII Exercices sur les équations différentielles
1 Equation différentielle d’ordre 1

Résoudre sur un intervalle & préciser les équations différentielles suivantes :
1.y =ty —t vérifiant de plus : y(0) = 2
2. (cost)y’ + (sint)y = cos®t
3oty —y+ (2 —2t),/y=0 aprés avoir divisé par \/y, on posera : z = \/y
4.y +(1—-2t)e¥4+3=0 poser : z = e¥

2 Equation différentielle d’ordre 2

Résoudre sur un intervalle a préciser les équations différentielles suivantes :
1. y" =3y +2y =6 vérifiant de plus : y(0) =4 et y'(0) =0
2.y — 4y +4y = (t+1)et  on cherchera une solution particuliére de la forme : t — (at + b)e’
3. 2y — 6y +5y =e' —5t+16  vérifiant : y(0) = ¢y/(0) =5
utiliser une fonction de la forme : t — le

/\2
4. y" + (yy) —4y' 42y =0 multiplier par y et poser : z = y?



