jeudi 18 septembre BCPST 2, 2025/2026

Corrigé du DM n°1

‘Exercice 1 : Etude d’une fonction‘

1. Variations de f

1 1 xT _ xr
(a) Par opérations, f est dérivable sur R et : Yz e R, f'(z) = x(1+e%) —ze

(1+e%)2

1+e® —xe®
(1 +e%)2

(b) ¢ est définie et dérivable sur R et : Vz € R, ¢'(z) = e” — (e” + ze®) = —ze”.
Par ailleurs, lim ¢(z) =1 par croissances comparées.
xTr—>—00

Soit : Vx e R, f'(z) =

De plus, p(z) =1+ (1-x)e” et (1 -z)e® ~ —ze®, donc lim ¢(x) = —o0.

+ 0o Tr—>+00

On en déduit le tableau de variations suivant :

x —00 0 +o00
¢' () + -
2
(’0 /
1
—00

(¢c) D’apres 1a, Ve e R, f'(z) = (14'1(2)2 donc f'(x) =0 <= p(x) =0.

Or: Vax <0,9(x) 21 donc : V2 <0, p(x) #0.

Par ailleurs, ¢ est continue, strictement décroissante sur l'intervalle R, et réalise donc une
bijection de R, vers o(R,) =] — 00, 2].

0 €] — 00,2] donc 0 admet un unique antécédent a par ¢ dans R,.

De plus, (1) =1>0 et p(2) =1 -e% <0 donc a€]1,2[.

Enfin, 1+ e® = ae® puisque ¢(a) = 0. Ainsi, f(a) = 2 e
ae®

’ Conclusion : f’ ’annule une unique fois. En ce point a €]1,2[, f(a) = e ®.

-a

(d) Par opérations, lim f(z)=—o0, et f(z) ~ % donc par croissances comparées, lim f(x) = 0.
r—>—00 +00 € T—>+00

D’apres les questions précédentes, on obtient le signe de f'(z) = (1g0(13)2
+e
x —00 a +00
f'(@) + -
e—(l
f /
—00

2. Etude locale en 0
2 1
(a) f(0)=0cet f'(0)= 25 donc | I’équation de la tangente T" & Cy en 0 est : y = g

z? 9 T x 1
(b) Ona:e*=1+z+— +o(a?), donc : f(x)= . == x
0 2 02+z+% +o(2?) 2 1+t
2
enposantt=£+x—+o(a:2)—>0
2 4 )
En utilisant le DL usuelﬁgl—t+t2+o(t2),on obtient :
+
£ 2 2 (1- 2 o)) = £ -2 voa?). Par troncature | ) = £ - 1 o(a?)
r)==[1-=+0(z?*)) == - = +o(z?). Par troncature : | f(z) = = - — +o(x
02 2 2 4 02 4




.132

@ -2

On en déduit que ’ la, courbe C¢ est localement en-dessous de sa tangente T'.

T

< 0 donc au voisinage de 0, f(x) - 5 <0.

3. Etude en - et graphe :
x r-—z(l+e®) —ze®
VreR —x= = _ '
(a) Vo eR, fz) -@ Trer 1+e® 1+e®

Mais 1+¢e® ~ 1, donc par quotient d’équivalents : | f(z) —x ~ —xe”.

(b) Par croissances comparées, lim —ze” = 0 donc la droite A d’équation y = x est asymptote a

r—>—00

Cs en —oo. De plus, f(z) -2 >0 dés que = <0 donc la courbe Cy est au-dessus de A sur R_.

(c) Représentation graphique de f :

Y
A:y=zx
G /'
’ 7’
4 7’
’ ’
[
To:y=e" ¢---fdsfmrmcc - >
P |
, l,’ O ]. a 2 AQ : y — O x
/, ’
/, l,
I’ ’
’ ’
x ‘
) T : tangente en 0
C; l,' T, : tangente horizontale en a
) A : asymptote en —oo
':' A : asymptote en +oo (axe des abscisses)
’I
4
’
’
4
4. Approximation de a
pla)=0 <= 1+(1-a)e*=0
(a) — e %=a-1 ‘ a est 'unique solution de I’équation h(x) = x. ‘

<~ l+e@

(b) h est dérivable sur [1,+oo[ et Vo > 1, h'(x) = —e™® donc : Yo > 1, |h/(z)| < et
(c) Soient I le segment de bornes a et z, et I Iintervalle ouvert de bornes a et z.
Alors h est continue sur I et dérivable sur I. D’apres I'inégalité des accroissements finis :
|h(z) = h(a)| < M|t —a| ol M est le sup de |h/(¢)| pour t € I.
D’aprés 4a, h(a) = a, et d’apres 4b, M <e™!. Ainsi : ‘ V> 1, |h(z) -a|<e |z -al ‘
(d) VzeR, h(z) 21 et ug=121, donc Vn e N,u, > 1.

=a

On applique le résultat précédent a x = u,, : ‘ VneN, [uns1 —al < e tup, —al. ‘

(e) h(a)=a donc:a-1=e" De plus, a>1 donc e <e !, Ainsi, a—1<e L.

(f) Soit Hy, 7 |uy — a| < e”™*1” . Prouvons par récurrence que H,, est vraie pour tout n > 0.
e Initialisation : |ug —a| = |1 —a| =a—1 < e™! d’apres I'étude précédente. Ainsi, Ho est vraie.

e Hérédité : Soit n > 0. Supposons H,, vraie.
On sait : [u,;1 —a| < e7*|u, —a| donc, par hypothese de récurrence, |up 1 —a| < e™' x e (1),

Donc |up41 — al € e~ ("*2) et ainsi Hy.q est vraie.

—(n+1) )

Conclusion : Vn e N, |u, —a|<e

(g) lim e ™™D =0 donc‘ (up) converge et limu, = a.

n—+oo




‘Exercice 2 : Valeurs particulieres de cos et sin‘

5 s
2im 5x247 .
.w5:(e5) e 5 =em=1. w® = 1.

4 4 5
1-w 1-1
S = Z w" est une somme géométrique de raison w # 1. Ainsi, Z Wk = 1 e 0
k=0 =0 -—w -w

6 6 4
. Par périodicité de la fonction cos : cos (g) =cos (g - 277) = cos (—Eﬂ-)

4 4 6 4
Par parité de cos : cos (——ﬂ) = cos(l). Ainsi : cos(l) = cos(i).

5 5 5 )
R 87 8T 2T 27
De méme : cos| — ) =cos| — — 27| =cos|—— ] =cos| — ).
5 ) 5 5)
. S=0g%crit aussi : l+eF +e 5 +e 5 45 =0,
- . , 2m 47 6T 8
En considérant les parties réelles : 1 + cos (?) + cos (?) + cos (?) + cos (3) =0

2 4 2 4 1
D’apres 2, ona: 1 +2(zos(§) +2cos(§) =0, ce qui conduit & cos(g) +cos(§) =-3

4 2
. Ya,beR, cos(a)cos(b) = %(cos(a —b) +cos(a+b)). On pose : a = g et b= —.

5
. 2 47 1 2 61 1 2 47
11 vient : cos( ) x cos(—) =— (cos(—) +cos(—)) =— (cos(—) +cos(—))
5 5 2 5 5 2 5 5

R 27 4 1/ 1 1
donc, vu ce qui précede, | cos (—) X COS (—) == (—7) =—=
5 5 2\ 2 4

. Le systéme est un systéme somme-produit. u et v sont donc les solutions de ’équation 22~ Sz+P = 0,
ou S est la somme —% et P le produit —%.

. , 1 1 o 1\? 1y 5
Soit (E):2°+ —x— - =0, de discriminant A=[=] —-4x1x|-=])=->0.
2 4 2 4 4
1 5
—3tVi1 -1 5 -1-+/5
L’équation (E) admet donc deux solutions réelles : zy = 22 \1/1 = 1\/_ et x9 = T\/_
X

Les couples (u,v) solutions du systéme proposé sont : ‘ (u,v) = (x1,22) et (u,v) = (w2, 21) ‘

. 2 4m . N
. Les questions 3 et 4 prouvent que cos 3 et cos = sont, des solutions u et v du systeme.

(27r) -1+v5 (47r) -1-v5
cos|—|)|=——— et cos|l—)]=——-—.
5 4 5 4

Or cos(%r) >0 donc




