BCPST 2, Lycée Chateaubriand Samedi 4 octobre 2025

Corrigé du DS n°1

Theme 1 : Trigonométrie, nombres complexes

1. La forme exponentielle d'un complexe z # 0 est |z = re? | ot 7 est le module de z
et # en est un argument.

i0 4 p—if i0 _ p—if
2. VO eR, cos(0) = % et |[VO e R, sin(f) = %
i

3. Formes algébriques :

V2 V2

(a) € ==~ +i- (b) e = —5 -5 (Qem=-1 (d)eSir=1
4. Forme exponentielle :
— o0i . — ol 4 _.x
(a) 1=e . (c) =3/4 = %e” (d) i =e (f) —4i/3 = 56_25
(b) 5/7= _GOZ (e) —i=e2
5. (a) |[cos’ = —sin

(
(b

cos(3) =0 et cos'(§) = -1 donc T:y:—x+g.

)
)
)
)

(c¢) Courbe représentative du cosinus entre —m et 7 :
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N
N
N
N
N
N
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(e) 1 cas : a € Ay. Alors z = 0.
2¢me cas : € Ay, Alors 2 = (cosa)e'?.
3eme cas : ave A_. Alors z = (—cosa)el?+m),
6. (a) u+iv = v+’ n'implique pas u = u' et v =v'. Ce n’est le cas que si u,u’, v, v’
sont réels. Contre-exemple : 0+i(—i) =1+ x 0, pourtant 0 # 1.

(b) utv=u+7v

(¢) u+iv="1u-1iv.
(d) [u+vP=(u+v)xu+0v=ut+ut+0vu+0v0 = |u]>+|v]*+2Re(uv)
= [uf? + |v]> + 2Re(va).



7. Soit n € N et 2, = (1 +iv/3)" = (1-i/3)". On pose : w=1+1i\/3.

(a) 2z, =w" — (w)".

)
)
(d) VzeC, z-Z=2iIm(z).
) nim nimw niTr)

() zp=w" - (W)" = nes — 2ne” " = 21 x (GT —e 3

= 2" x 2i8in (%) = A\pisin(f,) en posant : |\, =2"* et 6, = %

Uz

(f) |i] = 1 donc |z,| = 27+! sin(?)|. On en déduit :

* si n est multiple de 3 : 2, = 0.
+ sinon : |z,| = 2"\/3.

1 V3

8. Soit j =~ +i~~.

2
27 1 . 2 \/§ 3
(a) cos[—]=-= et sin|—])=—. |
3 2 3 2 |
(b) M, image de '3 et M, image de ¢’ :
4 2 3
(¢) On en déduit que : cos (?ﬂ) = COS (?ﬂ) 1
4 2
et sm(%) ——sin(%) 7777777 _@
2im M,
(d) j=e.
) _ 64177‘- _ 6_2?;’#

(j) Soit n e N. Alors :
(1+ )3 = (—52)3n = (=1)3n56n = (=1)n(53)2" donc | (1 + j)3 = (1)~

9. Soit 0 € R. On pose : Z = (cosf +isinf)3.
(a) Forme algébrique de Z : on développe grace au binéme de Newton.
Z =cos?0 +3cos?0(isinf) +3cosf(isinh)? + (isinf)3

Z =cos30 - 3cosfsin? @ + (3 cosfsinf - sin®H).




(b) Forme exponentielle de Z : on utilise la formule de Moivre.
7 = (ei?)3 = 30,

(c) Expression de sin(36) : on identifie les parties imaginaires.

sin(36) = 3cos?fsinf — sin® 4 puis on remplace cos? par 1 — sin?

sin(36) = 3(1 —sin? @) sin f - sin®# donc |V € R, sin(36) = 3sinf — 4sin® 6.

10. Soit I'équation (E):/3cos(t) —sin(t) = 1.
On pose z = /3 -4 =2¢e"% donc en divisant par |z| =
3 1 1 1
(F) < £ cost + (——) sint = — <> cos (—E) cost + sin (_E) sint = —
2 2 2 6 6 2

1
(E)@COS(t'FE):—dOnCE\%QTF prés:t+zzzou Z
6/ 2 6 3 3

Conclusion : |Sg = {% + 2k, —g +2km, k€ Z}.

11. Soit 'équation (F):5z2—-4z+1=0.
(F) est une équation du second degré a coefficients réels.
On calcule son discriminant : A= (-4)2-4x5x1=-4<0

2+1 2-1
On trouve deux solutions complexes conjuguées : |Sg = { = ; T}

Theme 2 : Analyse réelle
r -1
12. O A .
n pose f:x 19,3

(a) zo=1:on pose t=x—1. On a alors :

JITi-1 Vi Vi
fla)=f(L+1)= (1+6)2+2(1+¢t)-3 T At + 2450 At 4_\/?_5

1
-l 4/x

(b) xg=2: f est continue en 2 donc lin% flz)=f(2)= é et f(x) 5 %

donc | f(x ) ~

et lin’llf(x) = +00.

() xg=+00 : z—1 ~ adone V-1 ~ V@ (élévation a la puissance 1/2)

et 22+ 2x -3 ~ 22, donc par quotient : | f(x) ~ \/_ =272 | et| lim f(z)=0.

+00 +00 x2 T—>+00

13. Etudes de limites :

in(2t 2t
a & ~ — = 2 par équivalents usuels et quotient d’équivalents,
In(1+t¢) o ¢
n
in(2t
donc |lim sin(21)

=0 In(1+t)




14.

15.

16.

(b) On pose x=t-1. On a alors z - 0.
D’une part, ef —e=el** —e=e(e* - 1) ~ e,

D’autre part, \/1_5—1:\/1+x—16:g.

P tiont d’équivalents : — =€~ _ o0 done | lim St = 9
ar quotient d’équivalents : ——— ~ — = 2¢ donc | lim = 2e.
Vitr-10 3 t>1\/t -1
1-cosx
Soit f définie sur R* par : f(z) = 1
e —

2

On étudie la limite de f en 0 : cosz —1 - —% et e? -1 . T

1‘2

donc par quotient : f(z) - 2 - g et lir% f(x)=0.
T v

On peut prolonger f par continuité en 0 en posant : f(0) = 0.

Etude de f: z —> cos(\/Z).
+ L’ensemble de définition de f est R, car \/x existe si et seulement si x > 0.
L.
sin(\/x).
NG (V)
+ On pose t = y/x pour x > 0. Quand z - 0, on a ¢t - 0 donc on peut effectuer

2
un développement limité de f(x) = f(£?) = cos(t) = 1- % +o(t?).

+ Par opérations, f est dérivable sur RY et V& >0, f'(x) = -

Donc : f(x) = 1- g +o(x). Lexistence d’'un développement limité d’ordre 1 en

1
0 prouve la dérivabilité de f en 0, et donne : f/(0) = —=.

2
—% siz >0
Conclusion : | f est dérivable sur R, et f'(z) = v
-3 siz=0
In(x)
On pose pour >0 : f(x) = a2 et g(x)=1+2?-222In(x).
T

(a) Etude de g : ¢ est dérivable sur R* par opérations, et :
1
Ve >0, ¢'(x) =2z — 4xIn(z) — 222 x — = —4x In(x)
x

On a donc : ¢'(x) 20 < x €]0,1] et on en déduit les variations de g.

T 0 1 +00
g'(x) + 0 -
2
g 1/ \_oo




Justification des limites :

+ en (), par croissances comparées, lin% 2?In(z) = 0 donc lin% g(x) =1
* en +o0o, g(x) =1+ 2%(1-2Inz) donc par opérations, lim g(x) = —oo0.
Ir—>+00
(b) Equation g(z) =0 :
D’apres 16(a), Vx €]0,1], g(x) > 1 donc g(x) = 0 n’admet pas de solution sur ]0,1].
Sur ’intervalle [ = [1,+00[, g est strictement décroissante et continue.

D’apres le théoreme de la bijection, g réalise une bijection de I dans g(I) =]-o0,2].

Puisque 0 € g(1), ’équation g(z) = 0 admet une unique solution «, avec « € I.

(c) Signe de g : on déduit de la question précédente le signe de g(x).

z |0 Qo +00
glx) [ + 0 -

(d) Variations de f :
f est dérivable sur R} par opérations, et :

, _%x(1+x2)—1n(sc)><2x_ 1+22-22%In(z)  g(x)
Vo >0, f/(z) = (1+22)2 o z(1+a?)2 z(1+a2?)?

Le signe de f’(z) est donc celui de g(x). On en déduit :

X 0 Q +00

/(@) +
1
f _ / 202 \ .

-}

Justification des limites et du maximum :

+en 0 : lin(l) f(z) = —co0 par opérations
r—

Inz Inz

* en +oo : f(r) ~ —— et lim —— =0 par croissances comparées
+oo 2 r—>+00 2

* D’apres son tableau de variations, f admet un maximum M atteint en a.

OI' g(a) =0 donc 1 +Ck2 = 20[2 ln(Oé). Ail’lSi, M = f(@) — ln(&) _ In o 1

1+a?2 2a2lna 202

20+ 1
Vilir+1

17. Soit la fonction f définie par : f(z) =

(a) Ensemble de définition :
2

Le trindme z* + x + 1 a un discriminant A = -3 < 0 donc il ne s’annule pas sur R.

Le signe du coefficient dominant permet d’affirmer que : Vx € R, 22+ 2+ 1> 0.

En conséquence,



(b) Dérivée de f : Par opérations, f est dérivable sur R et :

2V + 1+ —(2x+1)N% A2 s +1) - (20 +1)2

?2+x+1 2($2+aj+1)%
3

2z +x+1)2

VxeR, f'(z)=

Conclusion : |V e R, f'(z) =

(c) Limites : par regle des équivalents des fonctions polynomiales en +oo,

2c+1 ~ 2z et 22+x+1 ~ 22 donc en appliquant la puissance 1/2 puis

+00 +00

:I:Noo,/xQZH_

On en déduit que : | lim f(z)=2et lim f(x)=-2.

T—>+00

: 2v 2z 2 siz>0
par quotient : f(x) =

-2 six<0

(d) f bijective :

Ve eR, f'(x) >0 donc f est strictement croissante et continue

sur ’intervalle R. D’apres le théoreme de la bijection, f réalise une bijection
de R sur f(R)=]-2,2[=J.

(e) Propriétés de f~1 :

f~1 est une bijection strictement croissante et continue de J sur R.

Puisque f est dérivable et que f’ ne s’annule pas, f~! est dérivable sur J.
(f) Valeur de (f~1)"(1) :

1 : .
Ona: (f1)(1)-= o (D) On voit facilement que f(0) =1, donc f~1(1) = 0.
Ainsi, (f1)/(1) = f%@) - % Conclusion : | (f-1)/(1) = %

. Etude du sinus cardinal
(a) Régularités de f sur R* :

wrcosx—sinx  g(x)
2 o2

Par opérations, f € CH(R*) et [Vx #0, f'(x) =

X T

(b) Continuité en 0 :
f(z) - £ 21 donc lir% f(x)=1= f(0).|f est continue en 0.
T 7>
(c¢) Dérivabilité en O :

1
f(x) = —(z+0(2?)) =1+o0(x), donc f admet en 0 un DL d’ordre 1.
T

f est dérivable en 0, et f'(0) = 0.
(d) feC'(R) :

On a vu que f € CHR*), la question est donc de savoir si f’ est continue en 0.




On effectue un DL de f'(z) pour z > 0, 2 #0 :
rcosr—sinz 1 o(x
f'(x) = 53 (z(1+o0(z)) -z +0(x?)) = ( ) o(1)
donc llI%f (x) =0 = f'(0), ainsi f’ est continue en 0. f eCY(R).

(e) Variations de f sur [0, 7] :

g est dérivable sur R par opérations, et :

VexeR, ¢'(xr) =cosx —xsinx —cosz = —xsinz <0 sur [0,7].

Ainsi g est décroissante sur [0, 7], avec g(0) = 0 donc | g est négative sur [0,7].

f'(x) est du signe de g(x) donc | f est décroissante sur [0, 7].

(f) Solution a, de (E,) : (E,) < {g(g:) =0

n

Sur I,, le sinus garde un signe constant donc ¢’ aussi.

Ainsi, g est continue et strictement monotone sur ’intervalle [,,.

Elle réalise donc une bijection de I, sur g(1,).

De plus, g(nm) = nmcos(nw) —sin(nr) = nw(-1)"

et g((n+1)m)=(n+1)mcos((n+1)7)-sin((n+1)7r)=(n+1)m(-1)"".
On en déduit que g(nm) et g((n + 1)7r)) sont de signes contraires : 0 € g(1I,,).

Conclusion : |3y, € I, | g(a,) = 0.
(g) Variations de f sur [, :

* sin pair : g(nm) =nm >0 donc g >0 sur [nm, a,] et ¢ <0 sur [ay, (n+1)7].

On a : | f croissante sur [n7, ;] et décroissante sur [a,, (n+ 1)7].

* si n impair : g(nr) = —nw <0 donc g < 0 sur [nm,a,] et g >0 sur [ay,, (n+1)7].

On a : | f décroissante sur [nm, a,] et croissante sur [a,, (n+1)7].

(h) Limite en +o0 et asymptote :

1
Vo >0, |f(x) <= et lim — =0 donc d’apres le théoreme des gendarmes :
T—>+00 T

lim f(x)=0. Amsi, 'axe des abscisses est asymptote horizontale a Cy.

T—>+00

(i) Courbe représentative de f :

21 = 3T a3 4 ‘ 5%8 Qs om

e (0%} IM I (7)) I I



