CHS5 - Modeles de dynamique des populations
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1 Quelques mots sur la modélisation

A) Est-ce que la modélisation est une discipline mathématique ?

Pas vraiment. Elle mobilise certes des compétences mathématiques, mais on peut étre un excellent
mathématicien et étre un mauvais modélisateur. Inversement, on peut étre un trés bon modélisateur avec
de modestes compétences mathématiques.

B) Qu’est-ce qu’un modele?

Voir déf.1

C) A quoi sert un modéle?

Un modele sert a expliquer les variations d’'une (ou de plusieurs) grandeur(s) d’intérét en fonction de
grandeurs qu’on juge (assez subjectivement) explicatives. C’est dans ce choix de variables que réside une des
compétences du modélisateur : sélectionner les parametres/grandeurs explicatives pertinentes g, ..., g,
(et cette pertinence n’est en aucun cas en rapport avec les mathématiques) et proposer un mécanisme f tel
que les grandeurs mesurées produisent les observations yy, ..., Y, que le modele cherche a expliquer :

f(gla"'igp):(yl"":yn)

D) Quelles sont les qualités attendues d’un modele ?

Trois qualités sont attendues :

1. Simplicité. A deux modeles explicatifs de méme force explicative on préférera celui ayant le plus
faible nombre de variables explicatives.

2. Calculabilité. Le modele doit produire des objets traitables théoriquement dans I'idéal, informati-
quement dans le pire des cas.

3. Prédictibilité. C’est I'intérét essentiel des modéles : il doivent permettre de faire des prévisions.

2 Modeles a temps discret / continu

e Les modeles sont des modeles temporels : pas de considération de I'éventuelle hétérogénéité de la
distribution spatiale de la population étudiée.

e Sil’'on prenait en compte de la variable espace, on serait dans le contexte des fonctions de plusieurs
variables et des équations aux dérivées partielles.

o Les modeéles étudiés ici sont déterminsites : pas de grandeurs stochastiques qui interviennent (pas
de VAR).
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A) Grandeurs étudiées

Discret en temps Continu en temps
Variable temporelle teN teR,
Effectifs dans le Suite (N;);en Fonction t — N(t)
temps
N..1—N, dN
Taux ou vitesse de et — =N'(t)
. 1 dt
croissance)
N1 —N N'(t
Taux de croissance T, = Tt T(t) = (t)
. " N, N(t)
per capita par unité
de temps

B Remarque 1.
Pour le taux de croissance, le lien entre les deux types de modeles est le suivant :

dN _ lim N(t+h)—N(t)
dt T 50 h

tandis que dans les modéles discrets :

_ N(t+h)—N(t)

Nt+1 _Nt h
h=1

B) Modele mathématique

BDéfinition 1 ... ... .. [Modéle mathématique]
Choix opéré par vous dans la maniere de mettre en relation les grandeurs étudiées. La mise en relation
des grandeurs consiste a choisir une fonction u exprimant cette relation. Les mathématiciens appellent
la fonction u elle-méme le modéle.

B Remarque 2.
Un bon modeéle est donc un choix pertinent de u, avec les qualités requises énoncé dans le I..

C) Choix du modele

Les modeéles au programme consistent a relier & chaque instant t considéré la grandeur «taux de
croissance per capita» ala grandeur «Effectif», c'est-a-dire a choisir une fonction u telle que 7 =
W(N), les grandeurs a relier devenant donc des variables.

H Remarque 3.

1. Dans le cas d'un modéle continu en temps, on obtient une équation différentielle d’inconnue la fonction N.

2. Dans le cas d’'un modele discret en temps, on obtient une suite récurrente a un pas. On parle aussi dans ce
contexte d’équation aux différences puisque N, x 7, = N,,; —N,

3. Dans les modeéles au programme, le taux de croissance par individu ne dépend que de l'effectif de la population,
et pas du temps, ni méme de I'espace. L’équation différentielle est alors qualifiée d’autonome.
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Modéele discret Modéele continu
Niyp —N; N'(t)
Model = = N t) = — N(t
ocere Tt N, choix‘u( t) *(6) N(t) choix M( ()
Formulation
biologique Niy; = (1+u(Ny))x N, N'(t) = u(N,) x N,
=
Formulation
mathématique N,y =F(N,) N’(t) =F(N(t))
suite récurrente équation différentielle autonome
ol (1) F(N) =N(1 + u(N)) F(N)=N x u(N)
F(N) F(N)
2)1=uN)=——-1 T=ulN)=——
(2) T =u(N) N p(N) N

B Remarque 4.

La derniére ligne du tableau sert a retrouver le sens biologique du modele, puisque la fonction u décrit la grandeur
T, alors que la fonction mathématique F est un objet sans lien direct avec 'expérience, notamment dans le modele
discret.

EDéfinition 2 .. ... ... ... ... ... [Point d’équilibre du modéle]
Toute solution N constante du modéle

B Remarque 5.

1. Dans ce cas la suite (N,) (cas du modele discret), ou la fonction N (cas du modéle continu) est constante.
2. D’apres (1)

3. Interprétation : les valeurs N, de ces constantes sont a interpréter comme des états d’équilibre démographique,
puisque dans ce cas l'effectif ne varie pas dans le temps.

4. Dans un modele pertinent de dynamique des populations, la solution nulle est toujours un état d’équilibre.

H Exercice 1.

Interpréter cette derniere remarque en termes de pertinence du modeéle.
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m Interpréter un modéle

Question récurrente dans |I'épreuve B de modélisation a I'écrit.

1. De maniere générale, |'interprétation d'un modele consiste
a traduire les termes mathématiques en termes du modele
a I'aide du dictionnaire indicatif suivant :

Math. Démographique
N effectif
t temps (ou génération, etc.)
N est croissante I'effectif augmente
exponentiel /géométrique malthusien
point fixe équilibre démographique
NtoO extinction de la population
t — oo en temps long
dots

2. A éviter : utiliser des connaissances externes (notamment
cours de svt) pour faire dire aux équations plus de choses
que ce qu’elles expriment

EmProposition1 ............. ...l [Caractérisation des points d’équilibre]

1. Pour le modeéle discret N,,; = F(N,), les points d’équilibre sont les suites constantes égales les
points fixes de la fonction F.

2. Pour le modele continu N’ = F(N), les points d’équilibre sont les fonctions constantes égales aux
zéros de F.

3 Les toy-models a connaitre

B DAfinition 3 ... ... e [Toy-model]
Modele simplifié permettant de comprendre des idées sans entrer dans toute la complexité du phéno-
mene réel qu’il est censé expliqué.

H Remarque 6.
IIs servent souvent de références, au méme sens que le modele de Hardy-Weiberg.

A) Modeéle malthusien (Malthus 1798)

Le taux de croissance par individu est constant : c’est-a-dire que quel que soit l'effectif N (et ce, a tout
instant), il a toujours la méme valeur r € R (voir graphique) :

T = Umalthus (N)

Modele Pmalthus(N) =T

Version discrete | N, ; =N, x[1+7] r
. . dN

Version continue E =rN
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B Remarque 7.

1. Dans la version discréte du modéle, on a nécessairement r > —1 sans quoi N, serait négatif si N, > 0, ce qui
n’est pas acceptable pour un modéle pertinent.

2. La solution du modele discret est N, = Ny(1 + r)".
3. La solution du modéle continu est N(t) = N(0)e™.

B) Modele logisitque (Verhulst 1840)

Le modele Uygisrique décroit linéairement : il est maximal égal a r > 0 quand l'effectif est proche de 0,
et nul lorsque 'effectif atteint un seuil K > 0 appelée capacité du milieu (voir graphique).

Modele T= nulogistique(N )
N
:ulogistique(N) =r{l—- E

Version discréte
Nt
Niy1 =Ny x|1+r 1—E

Version continue

d—Ner(l—%) (L)

dt

H Remarque 8.

1. Le modéle logistique apparait comme une correction du modéle malthusien puisque les deux modeles sont
reliés par un facteur correctif linéaire. En effet on a :

:ulogistique(N) = ;urnalthus(N) X (1 - N/K)

1 r
2. Résoluton de (L). Sous les hypotheses ad hoc, la fonction u = N vérifie aprés calcul : v’ + ru = z D’ott on

tire u, et :
(t)
N(O) = £
1+(L_1)e—rt K N(0)>K
N(0)
0 t
C) Modele de Gompertz (1825)
C’est un modele continu. Variante du modele logisitique
T= .U'Gomp(N)

ii—]:] = ern(]%) (@)

N
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N
Résolution de (G). En posant u = X’ u vérifie sous des hypothéses ad hoc et apres calculs :

/

ulnu

7 . s 9 \ By —rt . SR
= r (éq. diff. autonome), et qui s'intégre A vue enu = e%¢ ", (C € R) puisque la dérivée

1 . \
de t — In(|Int|) est t — Tt D’ou on tire aprés calculs :
n

wxon(e(2)) ()

Comparaison qualitative avec le modele logisitique :

1. Décroissance de T = Ugomp(N) sur [0,K] (comme pour pggistique) -

2. La courbe de Gompertz est aussi sigmoide (il faudrait étudier N”).

dN dN
3. Pour Gompertz : Tt o —rN In(N). Dans le modele logistique, T rN :le taux de

N—O0

croissance a I'origine dans le modeéle logistique (ou malthusien d’ailleurs puisque N — 0),
est infiniment plus petit que dans le modele de Gompertz.

4. Ainsi, a parametres égaux d’aprés 3, la courbe de Gompertz devrait étre a tout instant au
dessus-de la courbe logistique (ce qui se démontre).

4 Choisir un modele discret ou continu?

C’est I'analyse correcte de ’échelle de temps qui reste cruciale.

1. Modéles continus.

a)

b)

Avant 'avénement de I'ére informatique, ils étaient les modeles standards car trac-
tables analytiquement. Ils sont donc plus satisfaisants conceptuellement, surtout lors-
qu’il reste possible de les résoudre explicitement !

Dans certains domaines tels que la physiologie par exemple, ou méme la physique,
les états du systeme décrit semblent varier a tout instant. Il est donc pertinent de
recourir a un modéle continu en temps.

2. Modeles discrets.

a)

b)

c)

d)

Pour une échelle de temps discrete, ce sont les modéles naturels. Ainsi, dans I'étude
de populations d’insectes par exemple, ol les changements de «phases» de dévelop-
pement sont synchrones et plutot bien différenciées, c’est une approche pertinente.

Les modeles discrets demandent peu de connaissances mathématiques pour étre ap-
préhendés, et peuvent étre aujourd’hui facilement simulés informatiquement.

IIs peuvent toutefois donner lieu a des comportements tres compliqués et exiger une
analyse mathématique parfois difficile. Penser a la suite logistique : on peut observer
chaos, ou cycles, ce que 'on n’a pas sur le modele en temps continu. Cette différence
significative de comportement peut aussi orienter le choix du modélisateur.

Cause de cette différence : dans le modele discret, aprés avoir atteint un état N,,
le temps de réponse du systeme est de taille 1, puisque la réponse s’observe dans
I'état N, .5, avec h = 1. La réponse est instantanée dans les modéles continus, puisque
h — 0, voir Rem. 1).
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