TD 8 : séries numériques

Exercice 71
- (=2)"
1. Z T C’est une série géométrique de raison r = —% (donc absolument convergente)
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Pour |r| <1, 0n a
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Avec 7 = 2% (condition |z| < 1) :
00 2
2z
donn+1)a? = ——— |z <1
o (1—2?)
222
m pour ‘£U| <1
o (—2)"
3. Z 3n n(n+1). C’est le cas précédent avec r = —% (le terme n = 0 vaut 0)
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5. Z — 7 (convergence pour tout x € R). Pour tout réel x,
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On utilise les identités L > 1) et AP 1) L > 9)
n utilise les identités — = —— (pour n e = our n
n! (n—1)! P - n! (n—2)! P -
puis on fait attention aux bornes.
On écrit
n?—n+1l=n(n-1)+1,
d’ou

> n—l
Sy =)y "l +Z*w Z(H_Q +Zn,

Dans la premiére somme, on pose k =n — 2 (donc k > 0) :
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T x 9 T
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Par définition usuelle de la fonction exponentielle, Z — = e”. Donc
m!
m=0

S(x) = (1+2%)e”

(valable pour tout = € R).

Exercice 72

Soit z € R. Considérons

Convergence (absolue). Pour tout n, |cos(nz)| < 1, donc

o0 o0 1
2. <D 5 =2

n=0 n=0

cos(nx)
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Par comparaison avec une série géométrique, la série S(x) est absolument convergente pour tout
x eR.

Pour tout z € R, Z M

n=0

converge absolument.

Complément (valeur de la somme). Posons a = % On utilise la série géométrique complexe
Yol glae™)r = l—ée” pour |a| < 1, puis on prend la partie réelle :

Za cos(nz) = R 1 5 1—qe ™ _ 1—acosz
1—aer ) 1—2acosx+a2) 1—2acosz+a’

Avec a = %, on obtient

icos(nx)_ 1—Lcosw _ 4—2cosx

2n l—cosz+L+ H5—4dcosz’
n=0 4
cos(nx) 4 —2coszx
(pour tout x € R).
5 —4cosz
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Exercice 73
On pose, pour n > 1,
n—1
Uy =

nn+1)(n+2)

1. Décomposition en éléments simples. On cherche des réels a,b, c indépendants de n

tels que

n—1 _g_i_ b . c
nn+1)(n+2) n n+l n+2

En mettant au méme dénominateur :

n—1=an+1)(n+2)+bnn+2)+cn(n+1).

En identifiant les coefficients de n?, n, 1, on obtient

a+b+c=0, ) 5
3a+2b+c=1, - a=-g, b=2, c=—3
2a = —1.
Ainsi
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2. Nature et somme de la série Zun Pour N > 1, posons
n>1
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On utilise

n:1n+1 k=2 k n:1n+2 k=3 &
En notant Hy = >_;_; + (nombre harmonique)
N N
1 1 1
. —Hyy -1 = Hyio—1— -
;n+1 N+1 ) nz::ln+2 N+2 2

Donc 1 3
SN = —*HN+2(HN+1 — 1) — *(HN_’.Q —1— %)

Comme Hyy1 = Hy + N+1 et Hyyo=Hy+ N+1 + N+2, les termes en Hpy s’annulent et

il reste
1 1 1 3 1

172 N1 2 N2
Par passage a la limite lorsque N tend vers +oo,

SN =

ZOO 1
tn = NgrEmSN - Z
n=1

o
Z n—1 converge et vaut 1
n(n+1)(n+2) & 4 |

n=1

Exercice 74

1. Pour tout entier k£ > 0,

1 .ka 1 1
Ikz/ dxg/ 2 dr = ——.
0o 1+a? 0 k+1

En particulier, 0 < I < 125 +1, donc Iy, tend vers 0 lorsque k tend vers +oo.

< — =
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2. Pour tout entier n > 0,

1 on+1 71
/ 2 dy = | = _ ! ,
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3. Posons, pour N > 0,
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Ainsi
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Par le point 1, Ionyo < ﬁ, donc Isnyo tend vers 0 lorsque N tend vers +o0o0. On en
déduit

1
. XL 1 ™
Jim s = [ = lretanaly =

z z o0 s
Par conséquent, la série ) ° ;u, converge et sa somme vaut 7.
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Exercice 75

1. Soit x € [—1, 1[. Pour tout entier n > 1 et tout ¢ # 1, on a l'identité (somme géométrique
finie)

1 n—1 "o
— = £k .

En intégrant cette égalité de 0 & = (somme finie, donc intégration terme & terme permise),

on obtient
7 x K xT tn
—_— = t dt—i—/ — dt,
o 1—t :/0 o 1—1

n—1 k41 T n n k T n
T t x t

—In(1l—2) = dt = — dt.
n(l -2 Zk+1+/0 1—t T, T

On en déduit, pour tout n > 1,

c’est-a-dire

2. Conséquences et existence des sommes.

Cas = % Pour tout n > 1,

1\ & (1/2)F 2o

=1

La majoration 0 < "™ < (1/2)" pour ¢ € [0,1/2] donne

/2 yn 1/2
og/o 1t_tdt§(1/2)n/0 %:(1/2)71 (Il —1/2) = (1/2" w2 —» 0.

En faisant tendre n vers 400, on obtient

1 =1 =1

Cas © = —1. Pour tout n > 1,

n o 1\k -1 n
(1 — (1)) = - =Y —/0 ",
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soit

n (_1)k’ -1 tm
In2=->)" A —— dt.

k=1

On majore le reste en valeur absolue en remarquant que pour ¢t € [—1,0], on a %—t <let

[t" <1:
-1 tn 0 ’t’n 0 1 1
—at|< | Sedat< | prdt= [ uwtdu= 0.
0 1—-1¢ -1 1—1¢ -1 0 n—+ 1 n—oo

En faisant tendre n vers 400, on obtient

oo k+1
-1
In2 = g (1)
k=1
Exercice 76
1. On considere, pour = > 1, la fonction f(x) = e Pour x > 1, on a
zlnz
Inz+1
/
=———=<0
/(@) 22(Inz)? <5

donc f décroit sur [1,+oo[. Ainsi, pour tout entier n > 2,

n+1
fw > [ " @)de > fn+1),

c’est-a-dire

1 /”*1 dz 1
> >
nlnhn — J, xlnzx = (n+1)In(n+1)

n+1 dr 1

zlnx — nlnn

— 0, on obtient

et que
q nlnn n—+oo

En outre, comme 0 < /

n

n+1 dx
lim

=0
n—+oo J, rInx

N
2. Posons Sy = Z

n=2

. En sommant I'inégalité précédente de n = 2 a N, on obtient

N+1
/ da < Sn.
9 zlnx

Pour la majoration supérieure, on isole le premier terme et on somme de n =3 a N :

nlnn

N N N
1 1 1 " dx 1 dz
SN:21n2+n;3nlnn = 21n2+n§3/n_1xlnx - 2ln2+/2 rlnz’
Comme
/t dv_ _ In(Int) —In(In2) (¢t > 2)
o xlnx ’
il vient 1
ln(ln(N + 1)) — ln(ln 2) < Sy < ln(ln N) — ln(ln 2) + TEDL



En particulier, Sy n’est pas bornée lorsque N tend vers +oc.

. 1 .
La série E ——— diverge.
nlnn
n>2

3. Des encadrements précédents, on déduit I’équivalence des sommes partielles :
SN = ln(ln N) + Cy, avec (Cy)n bornée.

Ainsi,

SN N ln(ln N)




