CH7 - Espaces vectoriels
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Ensemble pareq ou param?

C'est quoi un vecteur?

Montrer qu'un ensemble F est un sev d'un ev E

Prouver que Vect(Z)C G, G s-ev

Passer de la forme param a la forme pareq d'un sev F de K"
Prouver qu'une famille & de p vecteurs est libre

Prouver qu'une famille & est une base de F

Quand envisager un traitement matriciel de la question ?
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Grille d’analyse des exercices

Exercice | Question 9 Référence(s) | Commentaires/remarques
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1. Ty : technique ancestrale. Pas listée dans les techniques de base.

2. Déf : pas de technique livrée. Revenir a la définition.

3. | » |Question discriminante et plus difficile : demande raisonnement et enchainement de techniques.
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Prérequis : savoir résoudre un systeme linéaire.

1 Espaces vectoriels a connaitre

Tous les ensembles que vous connaissez équipés de la notion de combinaison linéaire (notion centrale de
U'algebre linéaire) sont des espaces vectoriels.

Espaces numériques : KP (qui n’a pas de base si p = 0).

Polynomes : K,[X] est de dimension finie, dimK,[X] = n + 1. Une base en est la base canonique
2. dans cet ordre :
B.=(1,X,X%,...,X")

K[X] est de dimension infinie de base 8 = (1,X,X?,...,X",...).

Matrices : .#, , (K) est de dimension finie np. Il admet une base canonique notée 9, qui est par
exemple pour .#, (K) dans cet ordre :

o0 9CHC E Y

Fonctions : L'ensemble Z(I,K) (noté aussi K') des fonctions définies sur un intervalle I, et & valeurs

dans K, est un K-espace vectoriel de dimension infinie. On n’en connait pas de base.
ef(x) 9% wn IR - 2rpace vt wew ape k=00 .
Soit a, b deux réels fixés. L'ensemble des solutions sur un intervalle I de 'EDL, homogene :

y'+ay +by=0

est un espace vectoriel de dimension 2 (on résout et on met sous forme de Vect pour voir que c’est
un e.v.).

Suites,/"Sqit a, b deugréels et p fixés. Uepsgmble des sufites (u,,) vérifiant :
Vn=p/ u, 4+ au,f + o, 54

est un espace/vectofielde dim¢nsio 2 (on resout et on (p€t sous f6rme defVeepour voir que c’est
un e.v.).

m Ensemble pareq ou param?

INCONTO UeNMBLE
CT ECSSENTIEL

Un ensemble non défini en extension est toujours défini : soit par
(in)-équations [pareq], soit paramétriquement [param].

1. [pareq] : la (les) variables descriptives se trouve(nt) en
début d’ensemble :
ey
={

'L i oo db ic‘w.han!‘
pareq. Dans ce cas : E C D. ou dy s NS
2. [param] : la (les) variables descriptives se trouve(nt) en
fin d’ensemble :

r Jowats dlﬁm’ﬂw\s
x e D} ¢’.D ol I
d&w.da ﬁmm{to%
Dans ce cas, il faut regarder |'expression avant les va-
riables pour identifier de quel ensemble I'ensemble E est
un sous-ensemble : on n'a pas forcément E C D!

3. En dehors de ces deux définitions, I'ensemble E est mal
défini.
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@ C’est quoi un vecteur? ®E ‘g‘ |~°¢TAN‘£ CDUE

C'est la question essentielle a se poser avant de résoudre tout
exercice d'algebre linéaire.

1. Réponse : ce sont les éléments de |'espace vectoriel E de
travail.

2. |l est essentiel de contrdler avant de répondre :

a) qu'on a bien identifié I'ensemble E (car ev = en-
semble)

b) qu'on sait si E est un ensemble pareq ou param.

c¢) C'est par ce travail qu'on connait le type d'objet
qu'est un vecteur.

m Exercice 1. i
Dans l'espace vectoriel €°(R), on considére les fonctions f; : x — cos (7 —x) , fy 1 x — cos (x), f3: x — sin(x).

Exprimer f; comme combinaison linéaire de f, et f;.

H Exercice 2.
Dans R[X], on considére Py =1, P; =X, P, = X2 —X.

1. Trouver une relation simple entre P,, P; et P,.

2. Est-ce que P, est combinaison linéaire de P, et P; ?

2 Sous-espace vectoriel

EBDeéfinition1 ... ... ... [Sous-espace vectoriel de EJ]
Soit E un K-espace vectoriel. Soit F un ensemble, F est un s-e.v. de E si :
1. F CE.

2. 0cF. ré/kmwe lo Gad: Hre
. Vooy)<F* VACK xtAyeR) Lok 0| 4o A o a0
0 ¢ /3

Ne dgs F

@ Montrer qu’un ensemble F est un sev d'un ev E

1.)Dans E =K" : Un sev peut toujours étre représenté

a) soit par un systéme d'équationsJinéaires homogenes. m(an\,&,l.\;on
Dans ce cas on l'identifie comme tel, et ceci prouve v n
que c'est un sev de K" dp\%

b) Soit sous forme paramétrigue. Dans ce cas, en sépa-
rant les parametrés-intérvenant| dans la description

de F, on met en évidence ‘sa structure de Vect.

2. Dans les autres espaces vectoriels\ c'est toujours plus ou
moins une de ces deux représentations gui intervient.

a)( [Param] \la séparation des variables descriptives : J\
A A - \
dans la définition de F met en évidence la structure ’(Qh+0\ on

de Vect. (}QW ch\A}Q_,

[Pareq] ou dansMes cas moins clair
a deéfinition.

\
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B Exemple 1.
On montre par la définition que I'ensemble Z des polynémes de R[X ] vérifiant P(0) = P’(0) = 0 est un s-e.v. de R[X ].

B Remarque 1. Un w adw«k ‘l’oU)oUI'J das s

Dans tout e.v. E, les ensembles E et {0} sont des s-e.v. de E appelés sous-espaces triviaux de E.

BThéoreme 1 ......... ... ... i, [Stabilité de la notion par intersection |
Lintersection de s-e.v. d’'un e.v. E est encore un s-e.v. de E. C’est en général faux pour la réunion.

\/&f @4,02)&@}' @l'

3 s-e.v. engendreé. Vect

MDéfinition 2 ... ... ... .. [Combinaison linéaire (CL)]
Q '-( \ Soit E un K-espace vectoriel, p > 1 un entier, et & = (u1 . .up) une famille de p vecteurs de E On
“ 0 appelle combinaison linéaire des éléments de & tout vecteur de la forme :

S:A1u1+2.2u2+ +A.pup (*) ol VlE{l,,p} AiEK.

BDéfinition 3 ... ... . .. [Coeffs. d’une CL]
Dans (*), les scalaires A; s’appellent les coefficients de la combinaison linéaire.

BDéfinition 4 ... ... ... [CL triviale ; CL nulle]
La combinaison linéaire (x) est dite triviale si tous ses coefficients sont nuls. La combinaison linéaire
est dite nulle si S = 0.

BThéoreme 2 .................ciiiiiiiiiiiinnnn.. [s-e.v. engendré par une famille finie de vecteurs |
Si 7 = (ul, e, up) est une famille de p vecteurs d’'un e.v. E, alors I'ensemble de tous les vecteurs de la
forme (x) quand les A; varient dans K constitue un s-e.v. de E, appelé s-e.v. engendré par & et se note
Vect(ZF).

B Remarque 2.

1. On retient que tout Vect est un s-e.v..
2. %s gg'uppoys-epsemble j d’un e.v. connu F est défipi papamgtrigiuepnens, en esgayagmt ge séparer
3[' DA " gy, O W e «i’ {‘ d ugt '= ZC d# ‘14004 l"j "L,'evc

m Exercice 3.
Dans K, soit F = {(a, b,a,2b) (a,b) e KZ} . Montrer que F est un espace vectoriel.

m Exercice 4.
Soit G = {(x,y,z, t) e R* | {

x + y + 2 + t

Montrer que G est un espace vectoriel.
x + 22z — t = 0 } 4 P

B Proposition 1 ... . ... e [plus petit s-e.v.]

Tout s-e.v. contenant & contient Vect(7 ) = R\[ . Dl on }‘6'4— u CL
& edun o F.

@ Prouver que Vect(Z)C G, G s-ev .
aue Vect() Si G v
En deux temps :
1. On prouve que chaque vecteur de & est dans G. Cll\‘b AO.!\‘ b KZ(I*M‘)
2. On ajoute : G étant un s-ev, il contient aussi les combinai- d-k C‘j Qr
o f

sons linéaires des vecteurs de & .

Comme |'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de & MS'\ . (‘(m CL )
est par définition Vect(Z) on a bien I'inclusion.
pUMu (r X% ua
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H Exemple 2.
Soit Z le s-e.v. de R[X] de Exple 1. Si F = Vect(X2,(1—X)X?), on montre que F C Z en remarquant que : A= X? et
B = (1 —X)X? admettent, au vu de leur forme factorisée, 0 comme racine double. Ainsi ils vérifient P(0) = P’(0) = 0.

1ls sont donc dans Z.

m Exercice 5.
Soit E = {(xl,xz,,x‘B,M) eR* x—z= O} et F = Vect(u,v), ou u = (5,0,1,0), v = (1,15,1/2,1)). Montrer que
FCE.

H Proposition 2 [Régles de calcul avec Vect]

1. Vect(uy,u,) = Vect(uy,uy). Ocde ds v clwn dale 'ﬂow e mi/‘fﬁt’ut
2. Vect(uy,uy, ..., up,0) = Vect(uy, Uy, ..., up). O ne poal Plo Pun enfendin

- . |
3. Si les scalaires a,, ..., a, sont non nuls : Vect(uy,uy,...,up,) = Vect(a;uy, ayuy, ..., a,up). On gﬂu}' enorwdlien

4. Six est combinaison linéaire de (uy,u,, ... ,up), alors :
Vect(uy, Uy, . .., Up, X) =Vect(uy, Uy, ..., up) . p! O,V;FMG ren
B, Vect(u, v) N Vect(w, z) # Vect(u, v, w, z).

Passer de la forme a la forme pareq d’un sev F de K"

/\;[Pareq] — [Param]. On résout le systéme d'équations dont on
présente les solutions sous forme canonique. Pt wdipe deﬁ_ur— A~ base do F

i) [Param] — [Pareq]. On cherche les équations de compatibilité
de I'équation : «u € K" est CL des vecteurs engendrant
F» (revenir a la définition de combinaison linéaire).

um Exercice 6.

1. Mettre le sev G de I'exercice 4 sous forme de Vect.

2. Trouver un systéme d’équations du sev F de 'exercice 3.

4 Familles génératrices

[Famille génératrice d’un s-e.v.]
Soit # = (ul, o ,up) une famille de p > 1 vecteurs d’un sous-espace vectoriel F d’un K-espace vecto-
riel E. On dit que & est une famille génératrice de F si F = Vect(F).
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@ Prouver qu’une famille & est génératrice de F

Notons & = (u1 .. .up).

1. Si on a réussi a écrire F = Vect(Z%), c'est prouvé par
définition de famille génératrice.

2. Sinon, il faut réussir a trouver pour tout vecteur x de F
des scalaires A;...A, tels que x = Aqu; +---+ 4,1, ou
alors, si on connait une famille génératrice ¢ de F, que la
relation précédente est valable pour tout vecteur de ¥ :

c'est essentiellement |'approche de T,.

Prouver qu’une famille de vecteurs est génératrice de F par le
point 1. n’est en général pas simple, il faut se demander si on
n'a pas d'autres moyens a disposition pour cela.

Prep2. 4°)
5 Familles libres — muune o degs d:_(}ka_do/\o(a.n(f] day 43 famlls e el

mDéfinition 6 ........ ... .. ...l [Famille libre de vecteurs d’un s-e.v.]
Une famille finie de p vecteurs (uy,...u,) d'un e.v. E est libre si la seule CL nulle de ses vecteurs ne
s'obtient que par la CL triviale, c-a-d : VA, €K,...,VA, €K

SN ‘(’)"'ﬁﬂ—'- RAA (i

b
Uy v CL
D Aw=0|=[4 = =2,=0] )
— —
N g P CL triviale Ol}ﬂ QP\W
T CL;lrulle
BDefinition 7 ... ... .. [Famille liée]
Une famille non libre est d\gge lie. M SOl
EXa\u\a{L : (Akilql ui'_j ) ) W="uy -Z\Lz_ ca.dh: Aup.-2uy -w=0 gav-b{,wfxu,
mProposition3 ... .. .. ... . ... [Propriétés des familles libres]

Soit & une famille libre de vecteurs d’'un K-espace vectoriel E.
1. Toute sous-famille de F est libre. ©x: & (da,uy,ug,m) xe Ube (45, Uy) ussc

2. Tout élément de Vect(Z) est combinaison linéaire des vecteurs de %, et ce, de facon unique.

B ThEoreme 3 ... [ Familles de polynémes (utile) ]
Les familles de polynomes non nuls a degré deux a deux distincts sont libres.

B Proposition4 ............................. CL HO(\.’,.'(I\[\.’Q/.'@L. [Liberté des petites familles]

~
1. Toute famille contenant O est liée. /] ’ O — Oé \’CWMQ_ : \004 (/6\2_ I

2. Une famille d’un seul vecteur est libre si et seulement si ce vecteur est non nul.

3. Deux vecteurs donnés sont liés si et seulement si ils sont proportionnels (c-a-d I'un est multiple de
l'autre), ou colinéaires.

4. Z Une famille de trois vecteurs 2 4 2 non colinéaires n’est pas forcément libre.
Hm Exercice 7.
(Familles libres dans K?) Soitu =(1,1,1,1),v=(1,0,—1,1),w =(0,—1,—2,0) et Z = (u,v,w)

1. La famille Z est-elle libre ?

2. Le cas échéant, trouver une combinaison linéaire non triviale de u, v, w.
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@ Prouver qu’'une famille % de p vecteurs est libre

1. On part de la définition et on exploite I'égalité vectorielle
suivant la nature des vecteurs (une fonction est nulle si
on part d'une CL de fonctions, ou une suite est nulle si
on part d'une CL de suites,...). On peut ensuite recourir
a des arguments en liens avec la nature des vecteurs (va-
leurs en certains points, limites, parité, régularité, degré,
croissances comparées des termes de la CL etc.)

2. Si on est en dimension finie et qu'on dispose d'une base,
on peut travailler en coordonnées et prouver que le rang
de la matrice de & (Déf.12) est de rang p.

B Exemple 3.
1. Les fonctions ¢ = cos et s = sin sont libres (argument de parité).

2

2. Les fonctions 'V : x — |x — 1| et \: x — x* aussi par régularité.

3. Les fonctions u = In, v = exp, w = X? sont libres par argument de croissance a I'infini.

6 Bases

mDéfinition8 ...... ... .. ... [Base de E ou d’un s-e.v. de E]
Une base d’un s-e.v. F d’un e.v. E est une famille a la fois génératrice de F et libre.

;x:r)r:;l.;:tlleeb:;es : _ g' q X~ ’6'6'\.& ) une.
— Revoir les exemples du I, ( 4V o pr"‘\'f() bm d& VL & (q, xt_ q

— Si Z est une famille libre, c’est aussi une base de VectZ .

B Proposition5 ...... ... ... [Familles génératrices et bases]
Toute famille génératrice d’'un s-e.v. contient une base de ce s-e.v..

BMProposition 6 ........ ... ... [Propriétés des bases]
Si & est une base d'un s-e.v. F d’'un e.v. E, alors tout vecteur x de F est CL des éléments de 98 par un
unique jeu de coefficients.
. ' - g
— faxt itz [ 0 mbiact beues

B Remarque 3. ax e « Ae dA

C’est cette propriété qui permet de parler des coordonnés d'un vecteur d’un s-e.v. F sur une base de ce s-e.v. (Déf.

11).

7 Dimension. Dimension finie. Rang

BN tioON O .. ... [Dimension finie]
Un espace vectoriel est dit de dimension finie si il est réduit a {0} ou si il admet une base constituée
d’'un nombre fini de vecteurs. Sinon il est dit de dimension infinie.

B ThEOreme 4 ... [de la dimension ]
Dans un e.v. E de dimension finie non réduit a {0}, toutes les bases possedent un nombre commun (et
donc fini) de vecteurs. Ce nombre s’appelle la dimension de E.
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BThEoreme S ... ... . [Inclusion et dimension ]

1. Tout s-e.v. d’un e.v. de dimension finie est de dimension finie.
2. Si F C G et F, G sont de dimension finie, alors dimF < dim G.
3. SiF CGetdimF =dimG, alors F = G.

B Définition10 ............ ...l [Rang d’une famille finie de vecteurs]
C’est la dimension du Vect qu’ils engendrent. Elle ne peut excéder le cardinal de la famille.

m Exercice 8.
Dans I’espace vectoriel E = R,[X ], soit F = Vect(1 + X, 3),et G = R;[X ]. Montrer que F = G.

BThéoreme6 .................. i, [Bases d’un s-e.v. de dimension connue ]
Si F est un s-e.v. de dimension d > 0 et si & est une famille de vecteurs de F, alors sont équivalents :

1. 7 est une base de F (libre et génératrice de F).

r
2. F est génératrice de F et possede d vecteurs. | M Ub:(L

3. Z est libre et possede d vecteurs.

@ Prouver qu’une famille & est une base de F

1. Si on connait la dimension de F, mettons dim F =d.

a) on prouve que Z est libre, ou alors on sait que F =
Vect (&) par définition (il est en effet plus rare de
prouver une telle égalité directement).

b) On vérifie que & contient d vecteurs.

c) Suivant qu'on est dans le cas 1 de a) ou 2, on conclut
avec Thm 6. point 3. ou 2.

2. Si on ne connait pas la dimension de F. On revient a
la définition de base Déf. 8.

Toulours une
8 [Coordonnée Calcul matriciel Colonm (dK{M)

HDéfinition 11 ... ... ... [Matrice/coordonnées d’un vecteur]
Si x est un vecteur d’un s-e.v. F d'un e.v. E, et si By =(e;q,...,€q) est une base de F, la matrice [des
coordonnées] de x sur la base %y est la colonne X définie de facon unique (Prop.6) par la relation :

A

(
F3X2A1E1+...Aded<:>X: é__ CZ’V\% mz
A Clrunts

4

IWM*xW-uM_b

7 ge g ® M

H Définition12 ............... .. ! .... [Matrice d’un systéme de vecteurs sur une base donnee]

La matrice d’'une famille & de p vecteurs (X,...,X,) d’un s-e.v. F sur une base % de ce s-e.v. est la

matrice A a p colonnes dont la j-éme colonne est la matrice de x;.
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