TD 12 : intégrales généralisées

Exercice 99

+o0o 5
1. I; :/ ze ¥ dx.
0

Convergence et calcul par intégrales sur un segment. Pour R > 0, poser [;(R) = fORxe_xQ dx. Une

—T

primitive sur [0, R] est —%e *. donc

Ii(R) = %(1 —e ).

La fonction R +— I;(R) est croissante et bornée par %, donc l'intégrale impropre converge, et

1
L= 1 I =— |
L R*l;[‘IFlOO 1(R) 2

2 o [ty
R

Pour R > 0, poser

R |arctan z| R arctan
ILh(R)= ———dzx =2 —dz.
2(R) /_R 1+a22 /0 1+a2

et 1422 =
cos?t cos?t’

Changement de variable x = tant avec t € [O, arctan R] ; alors dox =

arctan R
I)(R) = 2/ tdt = (arctan R)?.
0

La limite limp_, | o (arctan R)? = (g)2 existe, donc l'intégrale impropre converge et

7T2

Izzz.

1

+oo
3. I3 = —dx.
3 /0 221"
Pour R > 0, poser

B(R) = /oRx?—d;ll - /OR o 1)51 (27 v [M“an<2$¢_§l>]:'

)

Ainsi

I(R) = \% <arctan<2R\/§ 1> + g) .

2 7
La limite lim o I3(R) = —=(% + %) = —= existe, donc
R—+o0 I3(R) \/g(z 6) 33
I 47 _ 47/3
T 3/3 9 |

1



4. Iy = /+OO arctan v dx.
1

722
Pour R > 1, poser

R
arctan x

dx
= UV = —
14 22’

an- [

Intégration par parties sur [1, R] avec u = arctanz, dv = v~ 2dx (du

8|

x 1 14 22)
On a alors
B g 1 ar 1 > 1 2R?
= = [t —In(1+6)]F = -In( —— ).
/1 z(1+4 22) 2/1 tl+t) 2 [nt —In{l+ 1), 2 n<1+R2>
Donc )
arccanR 7w 1 2R
I = 4 4 Tn =)
1(B) R +4*2“<1+R2>
tan R 2R?
Les deux limites lim arcan it _ Oet lim Inl —— | = In2 existent, d’ou la convergence de
Rstco R R—+oo \ 1+ R2
I'intégrale impropre et
T  In2
Ij=—+—|
1T1T
U na
5. I5 = dr.
b /0 vV1i—=x v
Pour ¢ €]0, 1], poser
U na
I5(e) = dx.
5( ) 5 m
Changement de variable t = /1 — 1z (z =1 —t?, do = —2tdt) : quand x vade e a 1, ¢t vade 1 — € &
0. Alors
V1—e V1—e
Is(e) = 2/ In(1 —t?)dt = 2/ (In(1 —¢) 4+ In(1 +t)) dt.
0 0
Pour a € [0, 1],
a a
/ In(1 —t)dt =(1—a)In(l —a) —a, / In(l1+¢)dt =(1+a)ln(l+a)— a.
0 0
Avec a = /1 — ¢,

I5(e) :2((1—a)ln(1—a) —a+(1+a)n(l +a) —a).

En faisant tendre ¢ vers 0 (donc a tend vers 1), on utilise (1 —a)In(1—a) tend vers 0 et (1+a)In(1+a)
tend vers 21n2. On obtient

I; = lim I =4(ln2—-1) |
5 51_>n% 5(€) (In )

Exercice 100

Soit a > 0 et, pour n € N,



1. Convergence. Pour R > 0, poser

Pour n =0,

et limp_, 400 IQ(R) = %

Pour n > 1, intégration par parties sur [0, R] avec u = 2", dv = e~ dx (du = na" dx, v = —

existe.
1_—azxy .
R

1 I L 1 - 1 —wR M
I,(R)=|——2a"e | + / 2" e dr = ——R"e " + —I,_1(R).

a o alo a a
Le terme de bord R"e % tend vers 0 lorsque R tend vers 400 (Pexponentielle ’emporte sur toute
puissance), et limp_, 4~ I,—1(R) existe par récurrence sur n. Ainsi limp_, o I,,(R) existe pour tout n,
donc

‘ I,, converge pour tout n € N. ‘

2. Relation de récurrence entre [,, et I, ;. En repartant de l'intégration par parties sur [0, R] avec

u=z"" dv=e"%dz,
n+1

1
hﬂga:faﬁﬁ%ﬂR+ I.(R).

En faisant tendre R vers +oo (le terme de bord tend vers 0), on obtient

1
"t (neN).

In+1 =

1
3. Formule explicite. On a déja I = Rlim Iy(R) = —. Par récurrence, la relation précédente donne
—+00 a

1 1 2 21
L=-ly=—, L=-L=—,...,
a a a a

et, en général,

nl

Exercice 101

Soit n € N*. On pose

too oz too -
I, = / dr et J,= / — dzx.
0 n+z 0o (n+x)

1. Convergence de I,. Pour R > 0, poser

—T —T

e e

< ——. Donc
n

n—+x

On a, pour tout z > 0,

S|

1 R —x 1 —R
0<I,(R)<— e d:)::—(l—e )S
nJo n

La fonction d’intégration étant positive, R — I,,(R) est croissante et bornée, la limite limp_, 1 o0 I (R)

existe. On note

I, = lim I,(R) (convergence) |
R—+o0




2. Limite de (I,)p>1. Pour tout n > 1,

+oo -z 1 +o00 1
OSIn:/ € dxg/ e Tdr =—.
0 0 n

n—+x n

Ainsi I,, tend vers 0 lorsque n tend vers +o00, et méme nl, < 1.

lim I, =0 |

n—-4o00

1
3. Convergence de J, et relation I, = — — J,,. Pour R > 0, poser
n
R e~ ®
Jn(R) = — dx.
n(R) /0 (n+ x)?
Intégration par parties sur [0, R| pour I,(R) avec

! dv=¢e"dx (du:—diaj v:—e_x):

n+z’

Donc, pour tout R > 0,

1 1
Par ailleurs, 0 < J,(R) < — fOR e”%dr < —;. La fonction d’intégration étant positive, R — J,(R) est
n n

croissante et bornée, donc limp_, J,,(R) existe. On note cette limite J,,. En faisant tendre R vers

e
+o0o dans I’égalité précédente (le terme tend vers 0), on obtient
n

En particulier,

= nJ, tend vers 0,

d’ou
nl, =1 —ndJ, tend vers 1.

Ainsi

1
I, ~ — lorsque n tend vers + oo |.
n

Exercice 102

Soit n € N*. On pose

+o0 d +oo d
In:/ gy Jn:/ _dr
o (1+a?)" oo (T4 22"

1. Convergence de I,,. Pour R > 0, poser

B dy
b= ||



Changement de variable z = tant avec t € [0,arctan R|. Alors dx = codstZ ;et 1+ r? = CO; 5, d’ot

arctan R
I,(R) = / cos®" 2t dt.
0

La fonction ¢ — cos®" 2 ¢ est continue sur [0, Z], et arctan R tend vers % lorsque R tend vers +oo. Par
continuité de la fonction primitive u — fou cos?" 2t dt, la limite limp_, 4 o I,(R) existe et

w/2
I, :/ cos®™ 2 tdt < +o00.
0

. Relation I,, — I,,;1 (intégration par parties). Pour R > 0,

72

R
I(R) — Int1(R) = /0 A+ 22yt dz.

rdr
Poser u =, dvzm. Alors du = dx et
rdr 1 1
- —_— = — 1 2 7n71d1 2 = —— (1 271’),'
v /(14—552)”“ 2/( + ) (1+2%) 2n( + 27)
Sur [0, R], intégration par parties donne
T R 1 (R 1 R
I(R) - I, R:{——l 2*“} — [ A+ "de = —I,(R) — 2 (1+ R>)™.
(B) = Lua(F) = [~ g+ P 5o [P 0+a?) e = g nm) = o0+ )

R
En faisant tendre R vers +o0, le terme de bord 2—(1 + R?)™™ tend vers 0, donc
n

1 2n —1
ILn—Ihyy1=—1, <= I,1=
2n 2n

. Formule explicite de I,,. On a d’abord

R dx 400
I = lim / 5 = [arctan x}
R—+o00 0 1 + T 0

Par récurrence a partir de l'item 2,

b

2 -3 25 1 77”1-[1%—1
Cm—=2 2n—4 27 2 '

I

On peut écrire, pour tout n > 1,

. Etude de J,,. Pour R > 0,

R dx R dx
W= [ =2, e =

La limite limp_, 4o Jn(R) existe donc et vaut 21, soit

- (2n —2)!
2202 ((n — 1)1)*




Exercice 103

On pose, pour n € N*,

_ /2 sin ((2n — 1)z)
I, = /0 — = dux.

sinx
1. Existence. Pour ¢ €]0,7/2[, poser

In(g):// Mdm.

sinzx

sin ((2n — 1)z) .
Notons f,(z) = ————= pour z €]0,7/2]. Au voisinage de 0,
sin

sin ((2n — 1)z) = (2n — 1)z + o(z), sinz =z + o(x),
d’out

sin ((2n — 1
lim —(( n )a:)
z—0 sinzx

=2n — 1.

On prolonge f, par continuité en 0 en posant f,(0) = 2n — 1 : ainsi f,, est continue sur [0, 7/2]. Par
conséquent, la limite hH(l) I,,(¢) existe et
E—r

I, = hmI / fnlx

2. Différence I,,1 — I,.

/2 1)x) — si -1 /2 : W
Lor— 1 = / sin ((2n 4 1)x) —sin ((2n — 1)z) do — / 2 cos(2na) da = [M] /2 _ 0
0 0

n

sinx 0
\InH—In:o \
. . /2 sin x T
3. Valeur de I,,. L’item précédent montre que (I,,), est constante. On calcule I) = / - T = 5
o sinz
Donc, pour tout n € N*,
T

Exercice 104

On pose
/2 /2
I = / In(sin ) dz, J = / In(cos x) dx.
0 0

/2
1. Convergence de/ Inzdz.
0

Pour ¢ €]0, w/2], poser

w/2
— — P L/ S T I
A(e)—/6 Inzdr = [zlnz x] 2111(2) 5 elne +e.

Comme ¢lne tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0, la limite lim._,y A(e) existe. Ainsi

/2
/ In z dz est une intégrale impropre convergente.
0




2. Etude de g(x) = In(sinz) — Inz sur 0, 7/2] et convergence de I.

3.

Pour ¢ €]0, 7/2], poser

On a

g(z) = ln(smx)’ "2 tend vers 1 quand x tend vers 0,

X X

donc g(z) tend vers 0 lorsque x tend vers 0. On prolonge g par continuité en posant g(0) = 0; alors g

est continue sur [0,7/2] et la limite lim. o G(g) = [ /2 g(x) dz existe. Ecrire

/2 /2
I:/ ln:cdx—i-/ g(x)dz
0 0

montre que [ est une intégrale impropre convergente (le premier terme converge par 'item 1, le second
est une intégrale sur un segment d’une fonction continue).

(a)

Deux calculs de I + J et conclusion.
Premiére écriture (par décalage dans J). Pour ¢ €]0, 7/2[, poser

w/2 w/2
S(e) —/ In(sin x) da:+/ In(cos z) dx.
£ £

Dans le second terme, faire le changement de variable ¢ = « + 7 (alors cosz = sint, x € [g,7/2]
donne t € [1/2 +¢,7]) :

w/2 T T—€
S(e) = / In(sinz) dx +/ In(sint) dt = / In(sinu) du.
15 s 15

/2+€

En faisant tendre € vers 0, on obtient

I+ J=1imS(e) = / In(sinu) du.
e—0 0

Seconde écriture (formule d’angle double sur un segment tronqué). Pour € €]0, 7/2],

/2 /2 1 1 1 /(7
S(e) = / In(sinz cosz) do = / <ln — + In(sin 233)) dx = (g — 5) In—+ / In(sin u) du,
€ € 2 2 2 2e

ou l'on a posé u = 2z. D’ou

. = 1 1 [T .
;%S(é‘) = 51115 + 2/0 In(sin u) du.

En comparant avec la premiere écriture,

11
I+J:gm§+§u+J)::>\I+J:—wmz

Egalité I = J et valeurs. Sur [0,7/2], le changement de variable t = 5 — z donne

w/2 /2
J = / In(cosz) dx = / In(sint) dt =1,
0 0

donc 2l =1+ J=—wIn2, dou

I=J=—"1no.




