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Grille d’analyse des exercices

Exercice | Question T Référence(s) | Commentaires/remarques

1. Ty : technique ancestrale. Pas listée dans les techniques de base.
2. Déf : pas de technique livrée. Revenir a la définition.

3. C: utilisation dun résultat de cours (théoreme, proposition, etc.)

4. | » | Question discriminante et plus difficile : demande raisonnement et enchainement de techniques.
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o (TYPII, I Projecteur orthogonal : un endomorphisme de R".

o [TYPTI F(u)J Projection orthogonale : un vecteur de F.

5 ])

e | TYPu,u,,U } Comme d’habitude : les vecteurs sont indiqués en lettres grasses (ex : u), leurs

L

composantes en lettres minuscules correspondantes (ex : u = (uy,u,) € R?), et leurs (matrices
des) coordonnées sur la base canonique par la colonne en lettre majuscule correspondante (ex :

U= Mat%C (ll) = (Z;) € .//12’1 (R) .)

1 Géomeétrie linédaire de base

B Définition 1 ... ... ... e [Hyperplan de R"]
Sous-ensemble d’équation :

a;x;+---+a,x,+k=0 ou (ay,...,a,)#(0,...,0)

A) Droite du Plﬂlr-,“j. ?(OY\&WW . M" v% h Ce'\'\ a:\\‘\'m
Equation cartésienne : Lqua bor b N O (G

e

r )

+ c=0 (a,b)#(0,0) /
\ . |
C A vuw M .
a, b, c : coefficients de I'’équation.

1. 2 Si(a,b) =(0,0) ce nest pas une droite !

. Sinon u = (—b, a) en est un vecteur directeur.

3
. et n=(a, b) en est un vecteur normal. a k/nk\lnf\ de R
ru

. En faisant varier c, on obtient des droites paralleles toutes dirigées pa

h W N

5. Si c =0, on a une droite vectorielle (passant par (0, 0)). Cette droite est donc Vect(u).

B Exemple 1.
1. 2x + y —3 =0 : équation d’une droite dirigée par u=(—1, 2).
2. 2x + y —5=0: équation d’'une droite parallele a la précédente.

3. x+y+3=0et—x+y+2=0 sont les équations de droites perpendiculaires puisqu'un mgt&wﬁt&cﬁa&i&

'une est normal pour l'autre
Ar d'w 4
B Exemple 2.

SiA= (_3 _4), A+3] = (_12 _84) qui est de rang 1, donc : —3 est ca{ap p&lee sV(ukpé (ﬁbfﬁh) est

Ker A+ 3I est de dimension 1 d’apres le théoreme du rang. C’est donc une droite. Une équation enest donné par la
premiere ligne de A+3I : x —4y = 0. Comme un vecteur directeur de cette droite est (4, 1), Ke. A+ 3I 7 Vegt((4,1)).
& o pnelpin wrls bl 2,E"

—7TQ §re v four e fon W
B) Plan de I'espace

Equation cartésienne :

ax+by+cz+d=0 (a,b,c)#(0,0,0)

a, b, c : coefficients de I'’équation.

1. £ Si(a,b,c) =(0,0,0) ce n’est pas un plan!
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2. Sinon n = (a, b, c) en est un vecteur normal.

3. En faisant varier d, on obtient des plans paralleles tous orthogonaux a n

4. Sid =0, on a un plan vectoriel (passant par (0,0,0)). &= S h «I‘k 2’ @ 6",(\%’
B Exemple 3.

1. 2x+y—32+4=0:plan normal a n=(2,1,—3).

2. 2x +y —3z+5=0: plan parallele au précédent.

3. x+y+z+3=0etx—2z+2=0 sont les équations de plans orthogonaux puisque leurs vecteurs normaux
sont orthogonaux.

C) Hyperplan de R"

Equation cartésienne d’un hyperplan de R" :

ax;+---+a,x,+k=0ou(ay,...,a,) #(0,...,0)

1. Si(ay,...,a,) =(0,...,0), I'ensemble obtenu n’est pas un hyperplan! obtient :
2. Si k =0 c’est un hyperplan vectoriel (passe par (O,...,0)).
a) Il est de dimension n— 1.
b) Il est orthogonal a n = (ay,...,a,).
3. Les hyperplans vectoriels du plan sont les droites vectorielles (n = 2).
4. Les hyperplans vectoriels de I'espace sont les plans vectoriels (n = 3).
5. Si k # 0, on a un hyperplan paralléle a celui obtenu pour k = 0, puisqu’il admet aussi n comme

vecteur normal.

B Exemple 4.

1. x+y+z+t =3 est 'équation d’'un hyperplan de R*. I est paralléle 4 I'hyperplan vectoriel d’équation x + y +
z + t = 0 puisqu’ils admettent tous deux le vecteur n = (1,1, 1,1) comme vecteur normal.

2. Dans R'?, xg = 0 est un hyperplan vectoriel de vecteur normal : n = (0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0)

H Remarque 1.
Les hyperplans, en tant que noyaux de formes linéaires non nulles, sont en effet de dimension n—1 d’apres le théoréme

du rang. N—
notion hers G e

2 Produit scalaire
A) Propriétés du produit scalaire, de la norme

B Proposition 1 ... ... ... e e [Régles de calcull
Y(u,v) € (R)?, avec U = Mat(u), V = Mat(v) :

n
@ a*. Expression matricielle du produit scalaire : (u-v)=U"V =V'U= Z u;v;
—
dué—whw . i=1

b. Positivité : (u-u) = ||ul|*> > 0 (par définition ||u|| = yu- ).
c. Homogénéité: YAER |Aull=|A|[lull Enyoritly ||-w)=]|lul
d. (uru)=0=u=0. l- Swl= S“““
e. Formule d’Al-Kashi : ||u —I_;v||2 = ||u||2—_|:2 (u-v)+|v||? ) id.
£ . Identité remarquable : (u+v)- (u—v) = |[ul|* —||v||* / Azu~-
- (v e
g. (UOV\ - (V M) ((-"W)..- ) ( ) (LN ﬁ’ Lycée Chateaubriand, Rennes
, = ol (uwv u-w i O Classe de BY 2025-2026
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Dans R m= (N2
V= (314

CAled dun produst scedcee (U-v)
(u.\r) = Ax(-3)+ 2x )+ Ix4
- =% + 2 + |2
- 3 .

Vec son movedlle de e lud -
] (4
U'xV = (4 2 3) []
L Ax (¥ + 2x1+ Gx3

adus
UTxv= () £ 3

T T
e A T

Q‘NAS (W M;'/A()K\ # R /
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B Remarque 2.
Il existe différentes notations du produit scalaire :

u-v, (ulv), (u,v).

HBThéoreme 1 ... e,
¥(u,v) € (R : "
(u,v) € (R") so"'\‘o,w WP

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz : |(u-v)| < ||u]| - ||v]|

2. Inégalité triangulaire : |[u+v|| < ||lul| + ||v]|.
;-g,,\hi-ﬁ(vt W elewnn

m Exercice 1. @\, ouk 3% o &

Soit u, v deux vecteurs non nuls de R" Lyre (T

1. On suppose u et vde méme norme. Que dire des vecteursa=u+vetb=u—v?

2. De facon générale, fabriquer deux vecteurs a,b orthogonaux a partir de u et v.

B) Familles orthogonales

EDéfinition2 ........... ...l [Vecteurs orthogonaux, colonnes orthogonales]

1. Deux vecteurs u et v sont dit orthogonaux si u-v=_0.
2. Deux colonnes U et V de //tn,l(R)sont ditsorthogonales si UV = 0.

B Remarque 3.
Dire que deux colonnes sont orthogonales équivaut a dire que les vecteurs de R" qu’elles représentent canoniquement
le sont aussi.

EDéfinition3 ......... .. ... [Vecteur unitaire ou normé ou normalisé]

Un vecteur u € R" est dit unitaire ou normalisé, ou normé si sa norme vaut 1, c’est-a-dire si : u-u =
2

|lull” =1.

@ Calculs de normes

Puisque la norme d'un vecteur est un réel positif, il est toujours
plus commode dans les calculs de manipuler les carrés des normes
plutdt que les normes elles-mémes (tout comme dans les nombres
complexes, il est préférable de manipuler |z|? plutdt que |z|).

@ Normalisation d’un vecteur non nul )\ S(}\Wf"

) 1 , )
Si u est un vecteur non nul, les vecteurs|+ i ||u, notés abusive-
u

u _ ,
ment :I:n sont des vecteurs unitaires ou normés.
u

L ntohon chumit was MG o (Brfeued
we e
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oo ob./ " H)m Ty

mDéfinition 4 ... ... ... [Famille orthogonale de vecteurs]
Soit p > 1 un entier et # = (uy,...,U,) une famille de p vecteurs de R". On dit que la famille Z est :

1. orthogonale si : V(i,j) € {1,...p}*> i#j ©u; ‘u;=0.

2.(orthonormale si Z est orthogonale et ses éléments sont normalisés.

Hronormes
H Remarque 4.

Une famille orthogonale ne peut contenir le vecteur nul d’apres la définition.

BMProposition2 ... ... [Caractérisation matricielle]
Si # = (uy,...,up) est une famille de p vecteurs de R", et si A= Mat(F) alors :

1. & est orthogonale & AT A est diagonale inversible (i.e. sans zéros sur la diagonale).

2. Fest orthonorméec=ATA=1 b

H Remarque 5.

1. A€ M, (K) doncATAc 4,(K)! Zue A Anlst\p0=Covrin, ATA Usk !

2. La matrice ATA est symétrique, il suffit donc de calculer le triangle supérieur de coefficients (diagonale com-
prise).

; n %ML : S
m Exercice 2.
Vérifier que (u,Vv) est orthogonale, ou u=(1,3,1), et v=(—3,2,—3).

BThéoreme 2 ... e e [Indépendance linéaire » * x ]
Les familles orthogonales de vecteurs sont des familles libres.

B Corollaire 1
1. Les familles orthogonales de vecteurs de R" contiennent au plus n vecteurs.

2. Une famille orthogonale de n vecteurs de R" est une base de R".

BThéoreme 3 ... i e [ Existence de bases orthonormeées |
Tout sous-espace F de R" non réduit a {0} admet une base orthonormale.

B Théoreme 4 .................... [ Coordonnées d’un vecteur sur une base orthogonale /orthonormée]
SiZ =(uq,..., up) est une famille orthogonale. Alors :

p 2 p
Dl =D wll
wll =D [|ul]
j=1

1. (Théoréme de Pythagore) :

j=1
2. 7 est une base de F = Vect(.%).
3. sixeF: P
a) la coordonnée de x sur le vecteur u; est : A; = (|)|( . L|1|j2), AJ “"(x UJ)A‘ q“’ m%ﬁw
Y

p

P X-U;
b) Ainsi:x:ZAjujzz( J)uj
j=1

2
=
p
¢) (x> =) 2%
j=1

4. (invariance en base orthonormale). Si & est une orthonormée, Si x € F ety € F, et on pour
coordonnées respectives sur & les matrices X et Y, alors x-y = YT Y
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3 Projection orthogonale

A) Orthognal d’un sevde R"

BDéfinition S ... ... ... [Orthogonal du sev F]
Soit F C R™ un sous-espace vectoriel de R". On appelle orthogonal de F 'ensemble noté F des vecteurs

de R" orthogonaux a tous les vecteurs de F :

Ft={yveR" YueF u-v=0.}

@ Vecteur orthogonal a un sous-espace vectoriel F

Pour montrer que v € F* il suffit de prouver que v est orthogonal
seulement aux vecteurs d'une famille génératrice de F et pas a

tous les vecteurs de F.

m Proposition3 ................. e -....[Propriétés de F*]

Soit F C R un sev. v
1. {0}t =R".
2. {0} =(RY)'.
3. (F))t=F
4. a) Tout Veiteur x de R" se décompose de maniere unique en : X = Xy + XpL OU Xy € F et
XpL € F—.

b) On a en particulier ||x||? = ||xg||? + ||xp. || et Xp - Xz = 0.

L 1
B) Définition X-.2=9Q donc 2=0.
W Définition 6 .................. [Projecteur orthogonal/projection orthogonale sur un sev F]
Soit F C R" un sous-espace vectoriel. On appelle projecteur orthogonal sur F I'application Hf définie
par :
[l: R" — R"
X +— Xp

ou Xy I'unique vecteur de F défini en Prop. 3, 4. a). Ce vecteur s’appelle projection orthogonale de x

sur le sev F.

C) Propriétés

BProposition 4 ...... ... ... e e [Lien entre II; et Ilp. ]

Soit F C R™ un sous-espace vectoriel.
1. VxeR" xp1 =x—1Iy (%)
2- HFJ_ - Ian — HF
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H Proposition5 ............................ [Propriétés du projecteur orthogonal sur un sev]
Le projecteur orthogonal sur F, noté Il :

1.

2.
3.
4.
5.

6.

est un endomorphisme de R".

Son image est F : Im Il = F.

Son noyau est F- (donc 0 est valeur propre dés que F # R™).

[y o Il = IIy (on dit que Iy est idempotent).

x € F & IIx(x) = x. (donc 1 est valeur propre et le sev propre associé est ImF, ou, dit autrement
Mp)p =1dg ).

Avec le théoreme du rang et 3. et 5., les projecteurs orthogonaux sont donc diagonalisables et
en particulier dim F + dimF+ = n.

V(x,u) e R" x F : x-u=1TIIz(x) - u (cette propriété, hors-programme, s’appelle auto-adjonction,
mais est facile a comprendre géométriquement, et donc a prouver).

@ Mmontrer qu’une application f est le projecteur orthogonal sur un sev F

On montre :
1. que f est un endomorphisme.
2. que fof =f.
3. que son image est contenue dans F.

4. que son noyau est F-

H Exemple 5. 10 sk donc (,./u. e -

Soit n € N* et u € R" un vecteur non nul. On considere I'application :

f : R'— R"

(X.u)
— 5 u.
[[ull

1. Montrer que f est un endomorphisme et déterminer son image.

2. Montrer que f est un projecteur orthogonal.

BProposition 6 ......... ... ... [Théoréme de Pythagore]
2 2
Vx R [lx]I* = TGOl + llx — e ()|

B Proposition 7 ... ... e [Projecteur sur F']
Si Il est le projecteur orthogonal sur F, Id —ITy est le projecteur orthogonal sur F*.

BThEoreme S ... ... [Théoréme spectral |
Si A€ ., (R) est symétrique réelle (c-a-d AT = A) alors :

1.
2.

A est diagonalisable.

Les sous-espaces propres de A sont deux a deux orthogonaux.
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@ Base orthonromée de vecteurs propres

1. Cela n'existe que pour des matrices dont les sev-propores sont
deux a deux orthogonaux, par exemple pour des matrices A
symétriques réelles.

2. Dans ce dernier cas, en juxtaposant des bases orthonormées
de chaque sous-espace propre, on obtient une matrice P,
diagonalisant A. La matrice P, vérifie donc dans ce cas parti-
culier :

pt = p'
{ P7'AP, est diagonale

3. ;‘% Attention, méme si A est symétrique, la matrice P obtenue
par juxtaposition de bases de chaque sous-espace propre ne vé-
rifie pas P! = PT. Pour cela, il faut s’assurer que I'on a choisi
dans chaque sous-espace propre des bases orthonormeées.

4 Caractérisation de la projection crthogonale en termes de dis-
tance

A) Distance euclidienne. Distance a une partie

B D fiNItioN 7 . ... [distance]

1. On appelle distance entre deux vecteurs u et v de R" le réel noté d(u,v) défini par :
d(u,v) = [[u—v].

2. Soit E un sous-ensemble de R" et u € R"™. On appelle distance de u a E le réel noté d(u, E) défini
par :
d(u,E) = infd(u,v)
VEE

B) Caractérisation de la projection orthogonale en termes de minimum de dis-
tance

M Théoreme6 .................................... [ TTIz(x) est sglution d’'un probléme d’optimisation ]
Soit x € R". les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. v=1II; (%)
2. Orthogonalité : vEF etx—veEF~.

3. Minimum de distance :
VueF |x—v|?*<|x—ul?

X XpL =X — [p(x)

Rl’l

F
' .
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Parmi tous les vecteurs u de F, le trait pointillé joignant X a u est de longueur minimale lorsque 'on prend
v = IIp(x) : clest lui qui réalise le minimum de distance.

5 Calculs de projections orthogonales en petite dimension

A) Dimension 1 : Projecteur orthogonal sur la droite 2 = Vect(u)

La projection orthogonale du vecteur x sur 2 = Vect(u) (u # 0) est (Thm. 3) :

u
My (%) = (x- W) ——
[Jul| 0 T
1 “
De plus, sa matrice est donnée par : Mat(Il,) = xUUT. —
UTU N

Jlul?
B Exemple 6.
La projection orthogonale du vecteur x = (x;, X5, X3) € R® sur la droite 2 = Vect(u) ott u = (1,2,2) est :

B) Dimension 2 : Projecteur orthogonal sur le plan F = Vect(u,v)

1. Si u, v sont orthogonaux (donc libres, et F =Vect(u, v)). La projection orthogonale du vecteur x sur
F est: u v
) = 0 Wi + Ve
2. Si u,v ne sont pas orthogonaux en notant II,, le projecteur orthogonal sur Vect(u), comme u et
v/ = v—II,(v) sont orthogonaux et dans F (voir dessin), ils forment une base orthogonale de F. On
est donc ramené au cas a. avec la base (u, V).

FV/ Vv

My(v) 4

La base (u,v) de F n’est pas orthogonale, mais la base (u, V') oit V. = v—w Ulest.
B Exemple 7.
Soit u=(1,2,2), v=(—2,1,0). La projection orthogonale de x = (x;, X,, x3) € R® sur le plan F = Vect(u, V) est :
X1+ 2x9 + 2Xx5 —2x71 + X,
I(x) = 5 u+

V puisque u et v sont orthogonaux.

C) Dimension n—1 : Projecteur orthogonal sur un hyperplan H

Si H est un hyperplan de vecteur normal n # 0, alors 2 = Vect(n) est une droite, et x —I1,(x) est la
projection orthogonale de x sur H (Prop.4). Le calcul se réduit donc a celui de I1,(x) : on est ramené au
casIv 1)

B Exemple 8.

Expression de la projection orthogonale d’un vecteur x = (x,y,z,t) € R*surlesev F = {(x,y,z,t) x—y+z—t=0}.
On remarque que F est de dimension 3 puisque c’est le noyau de la forme linéaire non nulle (x, y,z,t) — x—y +z—t.
Cet hyperplan a pour vecteur normal n = (1,—1,1,—1). La projection orthogonale de x = (x, y, 2, t) sur 2 = Vect(n)

est donc :
X—y+x—t

n.
12412412+ 12

IIy(x) =
D’ou la projection orthogonale de u sur F :
X—y+z—t

1,-1,1,-1
2 ( )

HF(X) = (x,y,z, t)_
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Comment calculer le projeté orthogonal I1;(x) de x sur le s-ev F ?

1. Si F est de dimension 1. On fixe un vecteur u non nul de F (qui en est donc une base), puis c’est
juste une formule :

2. Si F est de dimension 2.

a) Si on dispose d’une base orthogonale (u,v) de F, c’est la méme formule que 1. par superpo-

sition :
u

[[u][2

\%
[p(x) =(x-u) +(x-v TINTER
vl
b) Sila base (u,v) de F n’est pas orthogonale, I'idée est de se ramener a une base orthogonale
pour applique 2.a). On déduit facilement une base orthogonale de F (u,Vv’) & partir de (u,v)
comme on le voit sur le dessin, on prend :

v/ =v—w, et w est lui-méme le projeté or- Fy \
thogonal de v sur la droite engendrée par 1
u: 1
(v-u)i u
w=(V-u)—-+= =
e w = II,(v)

Enfin, on applique la formule du 2.a) avec v remplacé par V.

3. Si F est de dimension n — 1. Le sous-espace orthogonal a F est dans ce cas toujours une droite,
mettons Vect(u).

On calcule projeté orthogonal

IT, (x) de x sur Vect(u) par la for- Vect(u)
mule 1., et le projeté orthogonal M, () 52X
de x sur F est simplement : W !
L I, (
M) = x—M,() -
= x—(x u)—u ;
[lull2 |
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