CH16 - Couples de variables aléatoires discretes
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Grille d’analyse des exercices

Exercice | Question T Référence(s) | Commentaires/remarques

1. Ty : technique ancestrale. Pas listée dans les techniques de base.
2. Déf : pas de technique livrée. Revenir a la définition.

3. C: utilisation dun résultat de cours (théoreme, proposition, etc.)

4. | » | Question discriminante et plus difficile : demande raisonnement et enchainement de techniques.
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Connaitre les regles de calculs de sommes doubles.

I,J : sous-ensembles de N.
(2,7, P) : espace probabilisé fixé et X,Y deux VAR discretes sur €.

(xi)ier> (¥j)jes familles de nombres indexées sur I et J. Ces familles sont finies si I et J sont finis.
Sinon, ils sont infinis et dénombrables.

Dans ce qui suit X(Q) ={x; ie€l}letY(Q)= {yj jEJ}.

m Comment calculer une somme double ?

Donnée : une somme S = Zaii de nombres complexes.
ij
1. Le calcul d'une somme double consiste toujours en le
calcul consécutif de deux sommes simples : on somme
d'abord par rapport a un premier indice (i ou j au choix,
rien n'est obligé), puis par rapport a l'indice restant.

2. On calculera d'abord en faisant un choix, puis en écri-
vant :

L L ll L
§= 2 2 = 2. >, aij

au choix

~—— —— ~—— ——
somme extérieure “somme intérieure somme extérieure “somme intérieure

a) Ce choix est contraint en général par la faisabilité
du calcul.

b) Le probleme dans ce genre d'écriture est alors de
déterminer correctement les plages de valeurs
de ] prises par i et j dans I'expression de S.

3. Les symboles des sommes doubles permettent sans efforts
de se souvenir de ces plages pour peu que l'on respecte
les deux regles de lecture suivantes de ces symboles :

Regle d’or 1. L'indice de la somme extérieure ne peut ja-
mais dépendre de celui de la somme intérieure. On
fera donc varier I'indice de la somme extérieure sur
toute la plage donnée, et 'autre indice ne doit pas
apparaitre

Regle d’or 2. En général, I'indice intérieur dépend de
I'autre. On fera donc varier I'indice de la somme in-
térieure sur la plage obtenue en bornant par rapport
a l'indice de la somme extérieure.

Les notations sont assez explicites pour qu'il n'y ait pas
d'ambiguité.

4. Cas particulier le plus courant :

00 OO0
PHEDIDIEDIPY
T O

1isjsn i) =

m Exercice 1.
1. Soit x € R, x # 1. Calculer S = Z x.

0<i<j<n
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2. Calculer S = Z i

1<i<j<n J

1 Couples de VAR discretes

A) Couple

mDéfinition1 ....... ... ...l [Couple de variable aléatoires discrétes]
Donnée de deux VAR discretes X et Y définies sur un méme espace probabilisé (2, 7, P). Le couple est
noté (X,Y) (I'ordre compte).

B) Loi conjointe

EDéfinition 2 ... ... ... [Loi ou loi conjointe du couplel
C’est la mesure de probabilité induite par la fonction de masse 7 définie sur X () x Y () par :

n(x;,y;)) =  PX=x;nY=y;)

notation

= PX =x;,Y = yj)
B Remarque 1.

Il arrive de représenter la loi conjointe dans un tableau :

= Y| Y2 |- Y
X =
X1
X2
: l
X; - | PX =x;,Y =y;)

m Exercice 2. Sﬂ\k d% hbt h Uklf'hf-

Une urne contient 3 boules numérotées de 1 a 3. On réalise I'expérience suivante :

— On tire une boule au hasard dans I'urne. On note N la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée.

— Sion observe [N =], on lance ensuite i fois une piece non truquée.

On note alors T la variable aléatoire égale au nombre de piles observés lors de I'expérience. Déterminer la loi conjointe

du couple ( (V] ’T) .
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m Comment trouver la loi conjointe d’un couple (X,Y)?

1. On commence par déterminer les univers images de X et
Y.

2. da) On commence par mettre en évidence les incompa-
tibilité : on détecte les valeurs (i, j) pour lesquelles
P(X =1i,Y = j) =0, ce qui permet de placer les
zéros évidents dans le tableau de la loi conjointe.

b) Pour les coeffs restants : les techniques usuelles du
calcul de probas (décompositon d'événements, pro-
bas composées, etc.)

3. On peut aussi calculer les lois conditionnelude X sous les
observations de Y dans le cas ou ces lois sont des lois
usuelles, et terminer en calculant la loi marginale de Y
(ou I'inverse si ce sont les lois conditionnelles de Y qui
sautent aux yeux!)

C) Lois marginales

EDéfinition3 ... ... ... ... [Lois marginales d’un couple de var]
Si (X,Y) est le couple, les lois marginales du couple sont les lois des VAR X et Y.

BThéoreme 1 ... ... ... e [Loi conjointe donne lois marginales]
Soit x € X(€). D’apres la formule des probabilités totales avec le SCE associé a Y la série de t.g. P(X =
x,Y = y;) converge et :

P(X=x)=) P(X=x,Y =y))
jEJ

B Remarque 2.

1. On a évidemment un résultat semblable pour 'obtention de P(Y = y).

2. Ainsi les lois marginales se trouvent en marge du tableau de la loi conjointe.

D) Lois conditionnelles

m Définition4 ........................ [Loi conditionnelle de X sous 1l’observation de Y =y;]
Soit (X,Y) un couple de var discretes. Si y; € Y(2), la loi conditionnelle de X sous I'observation de
Iévenement [Y = y;] est la mesure de probabilité induite par la fonction de masse 7 définie sur X(£2)
par :

Vl cl 7T(Xl') = P[Yzyj](X = xl’).

B Remarque 3.

1. Définition semblable pour la loi de Y conditionnellement a [X = x;].
2. X a donc autant de lois conditionnelles que de valeurs prises par Y.

3. La connaissance de loi marginale de X et des lois conditionnelles de Y permet de retrouver la loi

4 .Cﬁl Jr(\)'I: tot\erw.\ de roloon pou~ sl ondrondlss d S X M(’/f’)

B Exemple 1.

Cas typique : X suit une loi usuelle et les lois conditionnelles de Y sous I'observation de X sont des lois usuelles. C’est
le cas si p.ex on lance un dé (Var X de loi %/(6)) et qu’ensuite on lance une piéce X fois et qu’on note Y le nombre
de pile obtenus (les lois conditionnelles de Y sont des lois binomiales).
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2 Moments

A) Formule de transfert pour des variables finies

BTG OrEMeE 2 .. ... e [De transfert |
Soit (X,Y) un couple de VAR prenant chacune un nombre fini de valeurs, mettons X(£2)
{x;<---<x,}etY(Q)= {yl < <yp} (n,p €N).

Soit u une fonction de deux variables et soit Z = u(X,Y). Alors 'espérance de Z est donnée par :

n p

E(Z) =) > ulx;, y)PX =x,Y = y)
i=1 j=1
p

n
=> > ulx, y))PX =x;,Y = ;)
j=1i=1

B) Covariance

B DN ON O ... . [Covariance de deux var]
Pour deux variables admettant des moments d’ordre 2 :

Cov(X,Y):=E[(X—EX)) x (Y —E(Y))]
Son signe renseigne sur la tendance qu’ont ces variables a évoluer dans le méme sens.

B Proposition1 ... ... ... [Propriétés de la covariance]
La covariance est bilinéaire, et Cov(X,X) = V(X). faﬁ'ca. f(‘jrt/ L'l/\ ﬁ Ve

o ¥ predut |
BThGoreme 3 ... . e [Formule de Koenig]
Si X et Y admettent un moment d’ordre 2, alors la relation suivante a un sens et est vraie :

cov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y).

H Exemple 2.
Calculer la covariance du couple (N, T). Interpréter.

C) Corrélation et dépendance

B DEfinition 6 ........ ... [Variables décorrélées]
X,Y sont décorrélées si leur covariance est nulle. Sinon, on dit qu’elles sont corrélées.

BProposition2 ........ ... ... [Espérance de variables décorrélées]
Deux variables X et Y sont décorrélées si et seulement si E(XY) = E(X)E(Y).

B Proposition3 ............ ... ... ... [Lien entre indépendance et corrélation linéaire]

¢ =@ £7 ndépendantes = r{%ﬁ? indép = dicorr
P < #’762 Cov(X,Y)=0 # X,Y indépendantes
Cov(X,Y)#0 =  X,Y dépendantes Corc = 4L f

m Exemple 3. -1/
Les variables N et T sont-elles indépendantes ? NOA’ : wl,o /1’/“; Corr L‘e&

B Remarque 4.
Pour les variables de Bernoulli toutefois, décorrélation et indépendance mutuelle sont équivalentes.
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3 Résultats sur les sommes de VAR

A) Moments

H Proposition 4 [Moments des sommes de VAR]

1. EX; +Xo+---+X,) = E(X;) + E(X,) +---+ E(X,)
LEi<jsn
3. En particulier, si les variables X, ..., X,, sont mutuellement indépendantes :
VX1 +X+-+X,)=V(X)+ V(X)) +--- + V(X))

B Exemple 4.
Une urne contient 10 boules, dont 3 noires, les autres sont blanches. On effectue 10 tirages successifs avec remise.
Soit B et N les variables aléatoires égales au nombre de boules blanches et noires tirées. Calculer la covariance de N

et B T ¥ RV RS = S T S :d a—ale
B) Loide X +Y ouX,Y sont a valeurs entieres positives
B Théoréme 4 [Loide X + Y]

Soit X,Y deux var discretes sur € telles que X (2) C N et Y (2) C N. Alors Z =X +Y est aussi a valeurs
dans N et sa loi est donnée par : Yn €N

P(Z =n) > PX =kY=n—k)
k=0

n
> PX=n—kY =k)
k=0

Comment calculer laloide Z=X+Y

Le calcul s'apparente a celui d'une intégrale de convolution. I
faut donc étre soigneux sur les bornes de la somme a calculer
dans P(Z =n) =, _P(X =n—k,Y =k), en discutant a n
fixé quelles sont les valeurs de k pour lesquelles P(X = n—k,Y =
k)>0

m Exemple 5.
Soit T; et T, deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes deux une loi géométrique de parametre p.
Calculer la loi de T; + Ts.

C) Stab ilité des lois binomiales par somme
B Théoréme 5 [Somme variables binomiales indépendantes ]

Soit p €]0, 1[_est donné, N;, N, deux entiers > 0. Si X; w» %B (Ny,p), Xy » B (N5, p) et sont mutuelle-
ment indépleddntes alors Z = X; + X, suit une loi 8 (N; + N,,p).
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D) Stablilité des lois de Poisson par somme

MThéoreme6 .................... ... ...l [Somme de variables de Poisson indépendantes |
Soit A, A, réels > 0. Si X; w» 2 (A1), Xy » P (A,) et sont mutuellement indépedantes alors Z =
X1+ X, suit une loi & (A; + A,).

H Remarque 5.
Ces deux derniers théorémes s’étendent a un nombre fini arbitraire de variables mutuellement indépendantes (et

de méme parametre de succes pour des variables binomiales).

BThEOreme 7 ... . [Lemme des coalitions]

Soit n > 2 un entier et X;,...,X,,, n variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé.

Soit r € {1,...,n} et f une fonction de r variables. Alors, les variables f(X,...,X,),X,11,...X, sont
mutuellement indépendantes

@ Quand utiliser le lemme des coalitions ?

Cas typique : calcul de la loi d'une somme S, =X +---+X, den
variables aléatoires mutuellement indépendantes par récurrence.

1. L'initialisation repose sur le Thm 4. (ou un calcul de
convolution pour des variables a densité) et constitue le
point le plus technique de la preuve.

2. Le lemme des coalitions intervient dans I'héréedité pour
justifier la mutuelle indédpendance de S, =X; +---+ X,
avec X, 1.

3. On conclut dans ['hérédité grace a l'initialisation qui
constitue dans ce contexte un théoreme général pour deux
VAR : il s'applique alors pour S, et X,
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