CH17 - Théoremes limites - Convergence en loi
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Grille d’analyse des exercices

Exercice | Question T Référence(s) | Commentaires/remarques

1. Ty : technique ancestrale. Pas listée dans les techniques de base.
2. Déf : pas de technique livrée. Revenir a la définition.

3. C: utilisation dun résultat de cours (théoreme, proposition, etc.)

4. | » | Question discriminante et plus difficile : demande raisonnement et enchainement de techniques.
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W Définition1 ................ [Echatillon d’une loi, moyenne empirique, variance empirique]

e n-échantillon d’une loi : n variables aléatoires X1, ..., X,, mutuellement indépendantes et de méme
loi. (d.(_’éuv" o lo nevm Cypoe pobaind pé) -
X1 +--- +X
n
e Variance empirique d'un n échantillon (c’est aussi une VAR) :

e Moyenne empirique d'un n échantillon : M, = %, C’est une VAR et pas un nombre !

52 _ (Xl_Mn)2+°'°+(Xn_Mn)2

n

1 Résultats fondamentaux
A) Inégalité de Markov (-..-. \'Nf%abﬁl de d/'}""&“‘ﬁ_)

BThéoreme 1 ... ... [Inégalité de Markov]
Si X est une variable aléatoire positive admettant un moment d’ordre 1, pour tout réel A >0 :

E(X)
A

PX>A)< —=

B Remarque 1.
Permet de majorer la probabilité qu'une VAR prenne de tres grandes valeurs.

B) Inégalité de Tchebychev

BThéEoreme 2 .. ... .. e [Inégalité de Tchebychev]
Si X est une VAR admettant un moment d’ordre 2, alors pour tout réel £ > 0O :

P(X —EX)| =&)< —2 ()

H Remarque 2.
Quantifie le risque que la valeur observée de VAR dévie de sa moyenne.

C) Loifaible des grands nombres

BThéoreme 3 ... ... .. e et [Loi faible des grands nombres]

Si X, ...X, sont n VAR mutuellement indépendantes et identiquement distributées, admettant un mo-

ment d’ordre 2, et de variance o2, alors :
1. M, admet un moment d’ordre 2.
2. (Version quantitative)

F0> a Cow\o:’,‘ii

Ve>0 P(|M,—EM, )|>€)<—
. (Version qualitative) Ye > 0 hm P(|M,—E(M,)| = ¢)=0. v

H Remarque 3.

Si les X; sont des VAR de Bernoulli, dans 2., on peut majorer o2 par 1/4.
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2 Convergence en loi d’une suite de VAR
Le but est de définir mathématiquement ce que signifie que deux lois sont a peu prés égales.

H Définition2 .......................... [Convergence en loi d’une suite de var vers une loil

Soit X une VAR définie sur un espace probabilisé (2, 7, P) de fonction de répartition Fy. Soit (X,) une
suite de VAR définies sur le méme espace. On dit que la suite (X,,),>o de VAR converge en loi vers la VAR
X si en tout point x de continuité de Fy, Fx (x) T Fx(x).

BThéoremed ......... ... it [Utilisation de l'approximation ]

1. Si (X,,) converge en loi vers X, alors pour tous réels a, b tels que a < b :

P(X,<[a,b]) e P(X €la,b]).

2. En conséquence, pour n assez grand : P(X, € [a, b]) ~ P(X € [a, b]), ce qui veut dire que pour n
assez grand ¢, les lois de X et X,, sont approximativement égales.

a. le seuil étant fixé par dans les cas classiques par les théoremes qui suivent.

En effet : comme P(X,, €]a,b]) = Fxn(b) — FXn(a), par définition de convergence en loi :

P(X, €la,b]) = P(X €]la,b]) +o(1),

— 00
ce qui traduit bien que les lois sont approximativement égales, et avec un peu de technique, on arrive a

établir ce résultat avec des intervalles, fermés.

MCorollaire1 ........... ... ... . [Cas de variables finies, ou a valeurs entiéres ]
Dans le cas particulier ot X ,et X,, sont des VAR prenant un nombre fini de valeurs, ou plus généralement
a valeurs dans N, sont équivalents :

1. (X,) converge en loi vers X.
2. VkeNP(X,=k) — P(X=k).
n—.oo

En effet, dans ce cas, pour chaque entier k (ot réel x; de X (£2)), on peut trouver deux réels a;, b bien
choisis tels que : P(X = k) = P(X €]a, by ]).

B Proposition 1 ... .. ... . e [Centrage-réduction]

Rop: 8 7 s
2. Pour tout entiern>1:S; = M. Une VAR :

A Sniu %o paupe Yyt -+ Xq vr. Y

1. Si (X,,) converge en loi vers X, alors (X) converge en loi vers X*.

3 Théoremes limites G
A) Approximation poissonienne de la loi binomiale Vouso'de - Cdutt
EBThéoreme5 ............ ...l [Approximation poissonienne de la loi binomiale]

1. Soit A > 0 et (py)y>1 une suite de réels de ]0,1[ telle que Npy o A. soit (Xy) une suite
- — 00

de variables aléatoires telles que Xy suit une loi B(N, py). Alors (X,) converge en loi vers une
variable aléatoire X de loi & (A).

2. Seuil d’approximation (Thm4. 2)) : dés que N est grand et p petit, de sorte que Np est de I'ordre
de l'unité , on peut remplacer une loi 98 (N, p) par une loi & (Np).
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Aller voir le fichier 2/2 pour la suite !

H Exemple 1.
Pour N,p = 900,1/365 (On a bien N grand et Np de 'ordre de 'unité).

IB(N,p) |P(Np)

O 0O ~NOOO D WN~ O

B) Théoreme central-limite

B Théoréme 6 [Central-limite forme 1 : variance connue]

1. Si(X,) un n-échantillon de variables aléatoires d’espérance u et de variance o2 > 0, alors la suite
VAR de terme général M, appelée erreur normalisée, ot

_My—p
Mn = o

Jn

converge en loi vers une variable .4 (0, 1). Précisément :

Y(a,b)eR*tq.a<b lim P(M," €[a,b])=
n—+00

Méme conclusion pour la suite (S;,).

2. Seuil d’approximation (Thm4. 2)) : sin > 30, il est communément admis qu'une valeur approchée
acceptable de P(a < M}, < b) est la limite ci-dessus, c-a-d. ®(b) — ®(a).

B Théoréme 7 [Central-limite forme 2 : variance inconnue]

Si (X,) un n-échantillon de variables aléatoires d’espérance u et de variance inconnue, alors la loi de

n_

. . , u c e .
lerreur normalisée empirique M, = converge vers une loi A4 (0, 1). En particulier, si n > 30, il

n

T
est communément admis que la limite est une valeur approchée de P(a < M, < b).

H Exemple 2.
(illustre l'intérét de de genre de théorémes). On lance 50 dés identiques numérotés de 1 a 50. Pour tout entier k, on
note X, la variable aléatoire égale au score du dé k.

— Donner I'expression de la variable aléatoire M donnant la moyenne M des scores observés sur les 50 lancers ?
— Appliquer le théoréme central limite pour estimer P(M € [3,4;3,6]).
— Laloi de M pourrait-elle se calculer exactement ?

Estimer la probabilité
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